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6Ïåðåäìîâà 
Ìàòåìàòè÷íà ô³çèêà ÿê îêðåìà ãàëóçü çíàíü íà ñòèêó ô³çèêè é ìà-
òåìàòèêè ñôîðìóâàëàñÿ íàïðèê³íö³ XIX ñòîë³òòÿ ³ ñïî÷àòêó îòîòîæ-
íþâàëàñÿ ç òåîðåòè÷íîþ ô³çèêîþ. ¯¿ ïðåäìåò âèçíà÷èâñÿ ÿê ðîçâèòîê 
ìàòåìàòè÷íèõ ï³äõîä³â äî ôîðìóëþâàííÿ ô³çè÷íèõ òåîð³é ³ ðîçðîáêà 
óí³âåðñàëüíèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ ô³çè÷íèõ ïðîáëåì. Ìàòåìàòè÷-
í³ ïîíÿòòÿ é ìîäåë³, ÿê³ áóëè çàïî÷àòêîâàí³ ïðè àíàë³ç³ êëàñè÷íèõ 
çàäà÷ ã³äðîäèíàì³êè, àêóñòèêè, òåîð³¿ ïðóæíîñò³, òåðìîäèíàì³êè òà 
åëåêòðîìàãíåòèçìó, âèÿâèëèñÿ íàñò³ëüêè ãëèáîêèìè ³ ïë³äíèìè, ùî ç 
â³äêðèòòÿì íà ïî÷àòêó XX ñòîë³òòÿ êâàíòîâèõ çàêîíîì³ðíîñòåé ³ çì³-
íîþ ïîíÿò³éíî¿ áàçè ô³çè÷íèõ óÿâëåíü íå âèíèêëî ïîòðåáè ó ñòâî-
ðåíí³ íîâîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó. Ñòð³ìêèé ðîçâèòîê êâàíòîâî¿ 
òåîð³¿ ïðîòÿãîì ïåðøîãî äåñÿòèë³òòÿ ¿¿ ³ñíóâàííÿ ö³ëêîì â³äáóâàâñÿ 
íà îñíîâ³ âæå ðàí³øå ðîçðîáëåíèõ ìåòîä³â ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Ïðè 
öüîìó ñàìå êâàíòîâà òåîð³ÿ ïî-íîâîìó îñâ³òèëà ³ ôàêòè÷íî ìàòåð³à-
ë³çóâàëà ôóíäàìåíòàëüí³ ôàêòè é ïîëîæåííÿ, ùî çàðîäèëèñÿ â íàä-
ðàõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷ êëàñè÷íî¿ ô³çèêè. 
Äî íèõ òðåáà â³äíåñòè îðòîãîíàëüí³ ðîçêëàäè çà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè 
êðàéîâèõ çàäà÷, àñîö³éîâàíèõ ³ç ë³í³éíèìè äèôåðåíö³àëüíèìè ð³â-
íÿííÿìè ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â öèõ çàäà÷ ÿê 
âåêòîð³â ïåâíèõ ë³í³éíèõ ïðîñòîð³â ³ç, âçàãàë³ êàæó÷è, íåñê³í÷åííîþ 
ðîçì³ðí³ñòþ òà ñïåêòðàëüíó òåîð³þ ë³í³éíèõ îïåðàòîð³â ó íåñê³í÷åí-
íîâèì³ðíèõ ïðîñòîðàõ. 
Â îñòàíí³ äâà äåñÿòèë³òòÿ, çàâäÿêè ïîâñþäíîìó ïîøèðåííþ 
êîìï’þòåðíèõ ³íñòðóìåíò³â àâòîìàòèçàö³¿ ³ áàãàòîêðàòíîãî ïðèñêî-
ðåííÿ ðóòèííèõ ìàòåìàòè÷íèõ îïåðàö³é, çì³ñò ³ õàðàêòåð çàñòîñóâàíü 
ìàòåìàòèêè äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ô³çè÷íèõ ³ òåõí³÷íèõ ïðîáëåì êàðäè-
íàëüíî çì³íèëèñÿ. Ñòàëè äîñòóïíèìè ðîçðàõóíêè, ðàí³øå íåìèñëèì³ 
â ñèëó ¿õ ñêëàäíîñò³, êîìá³íîâàí³ òà ÷èñòî êîìï’þòåðí³ åêñïåðèìåí-
7òè, çîêðåìà, é òàê³, ÿê³ íåìîæëèâî çä³éñíèòè â ïðèðîä³ ÷è ðåàëüíèõ 
ëàáîðàòîðíèõ óìîâàõ. Öå, çâè÷àéíî, çíèçèëî ïðàêòè÷íó ö³íí³ñòü ³ 
íàóêîâó àêòóàëüí³ñòü ìàòåìàòè÷íèõ ïðîáëåì, ïîâ’ÿçàíèõ ³ç ïîøóêîì 
³ äîñë³äæåííÿì ñïåöèô³÷íèõ êëàñ³â òî÷íî ðîçâ’ÿçóâàíèõ çàäà÷ àíà-
ë³çó é ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, ìåòîä³â ³ ïðèéîì³â «ðó÷íî¿» ðîáîòè ïðè 
äîâåäåíí³ ðîçâ’ÿçê³â íàóêîâèõ ³ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ «äî ÷èñëà». Îäíàê 
ïðèíöèïè ³ ï³äõîäè ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, ÿê³ áóëè çàêëàäåí³ â äèñ-
êóñ³ÿõ Åéëåðà ³ Ä’Àëàìáåðà ïðî êîëèâàííÿ íàòÿãíåíî¿ ñòðóíè òà â ðî-
áîòàõ Ôóð’º ïðî ïîøèðåííÿ òåïëà ³ ÿê³ äî ïî÷àòêó ìèíóëîãî ñòîë³òòÿ 
ïåðåòâîðèëèñÿ â óí³âåðñàëüíèé ³íñòðóìåíò äîñë³äæåííÿ é ïîáóäîâè 
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ô³çè÷íèõ (³ íå ëèøå ô³çè÷íèõ) ÿâèù ³ ïðîöå-
ñ³â, ïîâíîþ ì³ðîþ çáåð³ãàþòü ñâîþ àêòóàëüí³ñòü ³ ñüîãîäí³. 
Öåé ïîñ³áíèê ìàº íà ìåò³ îçíàéîìèòè ñòóäåíò³â ³ç ïðîáëåìàìè, 
ÿê³ ìîæíà â³äíåñòè äî ôóíäàìåíòàëüíîãî äîðîáêó êëàñè÷íî¿ ìàòåìà-
òè÷íî¿ ô³çèêè. Éîãî îñíîâó ñêëàäàº äðóãà ÷àñòèíà ëåêö³éíîãî êóðñó ç 
ìåòîä³â ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, ùî ÷èòàºòüñÿ ñòóäåíòàì ô³çè÷íèõ ñïå-
ö³àëüíîñòåé Îäåñüêîãî íàö³îíàëüíîãî óí³âåðñèòåòó ³ìåí³ ². ². Ìå÷íè-
êîâà â îñ³ííüîìó ñåìåñòð³ òðåòüîãî ðîêó íàâ÷àííÿ. Õî÷à ïîñ³áíèê º 
ïðîäîâæåííÿì íàøîãî ïîïåðåäíüîãî âèäàííÿ «Âñòóï äî ìàòåìàòè÷-
íî¿ ô³çèêè», ÿêèé îõîïëþº ìàòåð³àë ïåðøî¿ ÷àñòèíè â³äïîâ³äíîãî 
êóðñó ³ ïðèñâÿ÷åíèé ïîñòàíîâö³ é ðîçâ’ÿçóâàííþ çàäà÷ äëÿ äèôåðåí-
ö³àëüíèõ ð³âíÿíü ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè â íåîáìåæåíîìó ïðîñòîð³, à 
òàêîæ åëåìåíòàì òåîð³¿ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º é òåîð³¿ 
óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é, ÷èòàòè éîãî ìîæíà íåçàëåæíî. 
Ïåðø³ ðîçä³ëè ïîñ³áíèêà ïðèñâÿ÷åíî ñòèñëîìó âèêëàäó åëåìåíò³â 
âàð³àö³éíîãî ÷èñëåííÿ; á³ëüø ðîçãîðíóòèé ðîçãëÿä öèõ ïèòàíü ìîæíà 
çíàéòè â íåâåëè÷ê³é êíèç³ àâòîð³â «Âàð³àö³éíå ÷èñëåííÿ». Öåíòðàëü-
íå ì³ñöå â ïîñ³áíèêó ïîñ³äàþòü êðàéîâ³ çàäà÷³ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ äëÿ 
ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ íà ñê³í÷åííîìó ³íòåðâàë³, ï³âîñ³ é îñ³ 
òà çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ êîíêðåòíèõ 
îäíîâèì³ðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ð³âíÿííÿ êîëèâàíü íåîäíîð³äíî¿ 
ñòðóíè òà ð³âíÿíü òåïëîïðîâ³äíîñò³ é äèôóç³¿. Â³äïîâ³äí³ ðîçä³ëè âè-
êëàäåíî, íà íàø ïîãëÿä, ç äîñòàòí³ì ñòóïåíåì ïîâíîòè. Â îñòàíí³õ 
ðîçä³ëàõ ïîñ³áíèêà íà ïðîñòèõ ïðèêëàäàõ îêðåñëþþòüñÿ ï³äõîäè äî 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ òà ð³âíÿíü òå-
ïëîïðîâ³äíîñò³ é äèôóç³¿ ó äâîõ ³ òðüîõ âèì³ðàõ. 
Çâàæàþ÷è íà ñïðÿìîâàí³ñòü ïîñ³áíèêà, ìè íå íàìàãàëèñÿ äîñÿã-
íóòè á³ëüøîãî ñòóïåíÿ çàãàëüíîñò³ ìàòåìàòè÷íèõ ïîëîæåíü ³ ôàêò³â, 
í³æ òîé, ÿêèé òåïåð ïîòð³áåí äëÿ ô³çè÷íèõ çàñòîñóâàíü. Äîâåäåííÿ 
8îêðåìèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïðîïîçèö³é ³ òåîðåì ëèøå íàì³÷àþòüñÿ òà 
ðîç’ÿñíþþòüñÿ íà ïðèêëàäàõ, áåç ðåòåëüíîãî ç’ÿñóâàííÿ òåõí³÷íèõ 
äåòàëåé. Îäíàê ïðè âñ³õ ñïðîùåííÿõ òâåðäæåííÿ òåîðåì çàëèøàþòü-
ñÿ òî÷íèìè, à óìîâè, çà ÿêèõ íàâåäåí³ ôîðìóëþâàííÿ é ôîðìóëè º 
êîðåêòíèìè, îáãîâîðþþòüñÿ äîñòàòíüî ïîâíî. Êîæíèé ðîçä³ë ì³ñ-
òèòü òðåíóâàëüí³ çàâäàííÿ; äåÿê³ ç íèõ äîïîâíþþòü, ³ëþñòðóþòü ³ ïî-
ãëèáëþþòü îñíîâíèé òåêñò. 
Ñïîä³âàºìîñÿ, ùî êíèãà áóäå êîðèñíîþ äëÿ ñòóäåíò³â òà àñï³ðàí-
ò³â ô³çè÷íèõ, ³íæåíåðíî-ô³çè÷íèõ ³ ìàòåìàòè÷íèõ ñïåö³àëüíîñòåé 
óí³âåðñèòåò³â. 
Âàäèì Àäàìÿí 
Ìèðîñëàâ Ñóøêî 
9Ðîçä³ë 1 
ÍÀÉÏÐÎÑÒ²ØÀ ÇÀÄÀ×À 
ÂÀÐ²ÀÖ²ÉÍÎÃÎ ×ÈÑËÅÍÍß 
1.1. ÎÑÍÎÂÍ² ÏÎÍßÒÒß ÒÀ ÎÇÍÀ×ÅÍÍß 
Ïîíÿòòÿ ôóíêö³îíàëà ïðèðîäíî âèíèêàº ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ øèðî-
êîãî êëàñó ãåîìåòðè÷íèõ ³ ô³çè÷íèõ çàäà÷. Äëÿ ïðèêëàäó, ðîçãëÿíå-
ìî íàéïðîñò³øó çàäà÷ó ïðî îá÷èñëåííÿ ïëîù³ ô³ãóðè, îáìåæåíî¿ íà 
ïëîùèí³ XOY  ãðàô³êîì íåïåðåðâíî¿ îäíîçíà÷íî¿ ôóíêö³¿ ( ),y y x  
ïðÿìèìè 1,x x  2x x  òà â³ññþ àáñöèñ OX  (ðèñ. 1.1). Öÿ ïëîùà, ÿê 
â³äîìî, âèçíà÷àºòüñÿ ³íòåãðàëîì 
 
2
1
( )
x
x
S dx y x    (1.1) 
³ òîìó íàáóâàº òîãî ÷è ³íøîãî çíà-
÷åííÿ â çàëåæíîñò³ â³ä ôóíêö³¿ 
( ).y y x  ²íøèìè ñëîâàìè, ïëî-
ùà S  º ôóíêö³ºþ êðèâî¿ ( ),y y x  
òîáòî ÷èñëîâîþ ôóíêö³ºþ â³ä 
ôóíêö³¿. 
Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Êàæóòü, ùî 
íà äåÿêîìó êëàñ³ ôóíêö³é çàäàíî 
ôóíêö³îíàë ,J  ÿêùî âêàçàíî ïðà-
âèëî, çà ÿêèì êîæí³é ôóíêö³¿ ( )y x  
öüîãî êëàñó ñòàâèòüñÿ ó â³äïîâ³ä-
í³ñòü ïåâíå ÷èñëî [ ].J y  
Ó íàâåäåíîìó ïðèêëàä³ ôóíêö³îíàë ïëîù³ [ ]S S y  çàäàºòüñÿ íà 
êëàñ³ 1 2([ , ])C x x  ôóíêö³é, íåïåðåðâíèõ íà â³äð³çêó 1 2[ , ].x x  Íàäàë³ ï³ä 
êëàñîì 1 2([ , ])
kC x x  ðîçóì³òèìåìî ìíîæèíó ôóíêö³é, íåïåðåðâíèõ íà 
â³äð³çêó 1 2[ , ]x x  ðàçîì ç³ ñâî¿ìè ïåðøèìè k ïîõ³äíèìè. 
Êëàñ ôóíêö³é, íà ÿêîìó çàäàíî ôóíêö³îíàë, íàçèâàþòü îáëàñòþ 
âèçíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëà. Ï³äêðåñëèìî: ùîá çàäàòè ôóíêö³îíàë, òðåáà 
âêàçàòè ÿê ïðàâèëî â³äïîâ³äíîñò³, òàê ³ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ. 
y 
 y = y(x) 
O  x1  x2  x
Ðèñ. 1.1. Ïëîùà ï³ä ãðàô³êîì çàäà-
íî¿ ôóíêö³¿ 
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Çàâäàííÿ 1.1.1. Çíàéä³òü ÿâíèé âèãëÿä òà îáëàñòü âèçíà÷åííÿ òà-
êèõ ôóíêö³îíàë³â: 
à) äîâæèíà ãëàäêî¿ êðèâî¿ ( );y y x  
á) ïëîùà ïîâåðõí³, óòâîðåíî¿ îáåðòàííÿì êðèâî¿ ( )y y x  íàâêîëî 
îñ³ ;OX  
â) îá’ºì ò³ëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíåþ îáåðòàííÿ êðèâî¿ ( )y y x  
íàâêîëî îñ³ OX  òà ïëîùèíàìè 1,x x  2;x x  
ã) êîîðäèíàòè öåíòðà ìàñ îäíîð³äíî¿ íèòêè, ôîðìà ÿêî¿ îïèñóºòü-
ñÿ ð³âíÿííÿì ( ).y y x  
Â³äïîâ³ä³:  à) 
2
1
2[ ] 1 ( ),
x
x
J y dx y x   1 1 2([ , ]);C x x  
 á) 
2
1
2[ ] 2 ( ) 1 ( ),
x
x
J y dx y x y x    1 1 2([ , ]);C x x  
 â) 
2
1
2[ ]  ( ),
x
x
J y dx y x   1 2([ , ]);C x x  
 ã) 
2
1
21[ ]  1 ( ),
x
x
X y dx x y x
M
   2
1
21[ ]  1 ( ),
x
x
Y y dx y y x
M
   
äå 
2
1
21 ( ),
x
x
M dx y x   1 1 2([ , ]).C x x  
Îñíîâíà çàäà÷à âàð³àö³éíîãî ÷èñëåííÿ ïîëÿãàº ó â³äøóêàíí³ òàêî¿ 
êðèâî¿ (÷è ïîâåðõí³) 0( ),y x  äëÿ ÿêî¿ çíà÷åííÿ 0[ ]J y  çàäàíîãî ôóíê-
ö³îíàëà º íàéìåíøèì àáî íàéá³ëüøèì ïî â³äíîøåííþ äî éîãî çíà-
÷åíü [ ]J y  íà âñ³õ áëèçüêèõ äî 0( )y x  êðèâèõ ( )y x  ³ç çàäàíîãî êëàñó 
ôóíêö³é. Êðèâèõ (ïîâåðõîíü) ³ç ö³ºþ âëàñòèâ³ñòþ ìîæå áóòè äåê³ëü-
êà; âîíè íàçèâàþòüñÿ åêñòðåìàëÿìè ôóíêö³îíàëà .J  
Ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à ñõîæà íà çàäà÷ó äèôåðåíö³àëüíîãî ÷èñëåí-
íÿ ïðî â³äøóêàííÿ åêñòðåìóì³â ôóíêö³¿ ( ),f x  òîáòî òèõ çíà÷åíü 0x  
çì³ííî¿ ,x  äëÿ ÿêèõ âåëè÷èíè 0( )f x  º íàéìåíøèìè àáî íàéá³ëüøèìè 
â ïîð³âíÿíí³ ç³ çíà÷åííÿìè ( )f x  ó äîñòàòíüî áëèçüêèõ äî 0x  òî÷êàõ. 
Íàâåäåìî á³ëüø òî÷í³ îçíà÷åííÿ. 
Îçíà÷åííÿ 1.1.2.  -Îêîëîì ïîðÿäêó k êðèâî¿ 0( )y x  íà ïðîì³æêó 
1 2[ , ]x x  íàçèâàþòü ìíîæèíó âñ³õ êðèâèõ ( ),y x  äëÿ ÿêèõ ñêð³çü íà öüî-
ìó ïðîì³æêó âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 
 0( ) ( ) ,y x y x    0( ) ( ) ,y x y x    ..., ( ) ( )0( ) ( ) .k ky x y x    
×èñëî   íàçèâàþòü â³äñòàííþ ïîðÿäêó k  ì³æ êðèâèìè ( )y x  ³ 0( ).y x  
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Îçíà÷åííÿ 1.1.3. Êà-
æóòü, ùî ôóíêö³îíàë J  
ìàº íà êðèâ³é 0( )y x  ³ç çà-
äàíî¿ ìíîæèíè êðèâèõ 
êëàñó 1 2([ , ])
kC x x  â³äíîñ-
íèé åêñòðåìóì, ÿêùî íå-
ð³âí³ñòü 0[ ] [ ]J y J y  (àáî 
0[ ] [ ]J y J y ) âèêîíóºòü-
ñÿ äëÿ âñ³õ êðèâèõ ( )y x  
ö³º¿ ìíîæèíè, íàëåæíèõ 
-îêîëó ïîðÿäêó k  êðèâî¿ 0( ).y x  ßêùî æ öÿ íåð³âí³ñòü ñïðàâäæóºòü-
ñÿ äëÿ âñ³õ êðèâèõ ( )y x  çàäàíî¿ ìíîæèíè, ðîçì³ùåíèõ ó äåÿê³é îá-
ëàñò³ D  ïëîùèíè ,XOY  òî êàæóòü, ùî ôóíêö³îíàë [ ]J y  íàáóâàº íà 
êðèâ³é 0( )y x  àáñîëþòíîãî åêñòðåìóìó â îáëàñò³ .D  
Çàâäàííÿ 1.1.2. Ñåðåä óñ³õ ïëîñêèõ ãëàäêèõ êðèâèõ, ùî ç’ºäíóþòü 
äâ³ çàäàí³ òî÷êè, óêàæ³òü òó, ùî ìàº íàéìåíøó äîâæèíó. ßêèé öå òèï 
åêñòðåìóìó? 
Â³äïîâ³äü: ïðÿìà, àáñîëþòíèé. 
Â³äíîñí³ åêñòðåìóìè, ÿê³ íàáóâàþòüñÿ íà êðèâèõ ç -îêîë³â íó-
ëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäê³â êðèâî¿ 0( ),y x  íàçèâàþòüñÿ, â³äïîâ³ä-
íî, ñèëüíèìè òà ñëàáêèìè. Íàäàë³ ìè çîñåðåäæóºìîñÿ íà âèâ÷åíí³ 
ñëàáêèõ åêñòðåìóì³â, îñê³ëüêè íåîáõ³äí³ óìîâè ¿õ ³ñíóâàííÿ º îäíî-
÷àñíî íåîáõ³äíèìè óìîâàìè ³ñíóâàííÿ ñèëüíèõ òà àáñîëþòíèõ åêñ-
òðåìóì³â. 
1.2. ÍÅÎÁÕ²ÄÍÀ ÓÌÎÂÀ ÅÊÑÒÐÅÌÓÌÓ ÔÓÍÊÖ²ÎÍÀËÀ. 
ÒÅÎÐÅÌÀ ÅÉËÅÐÀ — ËÀÃÐÀÍÆÀ 
Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³îíàë íàéïðîñò³øîãî òèïó 
 
2
1
[ ] ( , , ),
x
x
J y dxF x y y    (1.2) 
äå ôóíêö³ÿ ( , , )F x y y  º íåïåðåðâíîþ ðàçîì ç³ ñâî¿ìè ïåðøèìè òà äðó-
ãèìè ïîõ³äíèìè çà âñ³ìà àðãóìåíòàìè â äåÿê³é îáëàñò³ D  ïëîùèíè 
XOY  ³ ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ ïîõ³äíî¿ ( ).y x  Äëÿ äîñë³äæåííÿ íå-
îáõ³äíèõ óìîâ ³ñíóâàííÿ åêñòðåìóìó òàêîãî ôóíêö³îíàëà âèêîðèñòî-
âóºòüñÿ íàñòóïíèé ôàêò. 
Ðèñ. 1.2. -Îê³ë (ùîíàéìåíøå íóëüîâîãî 
ïîðÿäêó) êðèâî¿ y
0
(x) 
 y 
 y(x)
O 
 y0(x)
İ 
İ 
 x1  x2  x
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Ëåìà 1.2.1. ßêùî íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ ( )f x  çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ 
 
2
1
 ( ) ( ) 0,
x
x
dx f x h x   
äå ( )h x  — äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ, ùî º ãëàäêîþ íà ïðîì³æêó 1 2[ , ]x x  òà äî-
ð³âíþº íóëþ íà éîãî ê³íöÿõ 1 2( ( ) ( ) 0),h x h x   òî ñêð³çü íà öüîìó ïðî-
ì³æêó ( ) 0.f x   
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè õèáíå, ³ â äåÿê³é 
òî÷ö³ 0x  ïðîì³æêó 1 2[ , ]x x  çíà÷åííÿ 0( ) 0,f x   íàïðèêëàä, 0( ) 0.f x   
Óíàñë³äîê íåïåðåðâíîñò³ ôóíêö³ÿ ( )f x  áóäå äîäàòíîþ é ó äåÿêîìó 
îêîë³ 0 0[ , ],x x     0,   òî÷êè 0,x  ÿêèé ïîâí³ñòþ íàëåæèòü 1 2[ , ].x x  
Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð äîâ³ëüí³ñòþ ( ),h x  â³çüìåìî ¿¿ ó âèãëÿä³ 
 
1 0
2
0 0
0 2
0, ,
( ) ( ), ,
0, ,
x x x
h x x x x x
x x x
              
 
äå ( )x  — äîâ³ëüíà ãëàäêà ôóíêö³ÿ, ÿêà â³äì³ííà â³ä íóëÿ ïðè 
0 0( , )x x x     òà äîð³âíþº íóëþ ïðè 0 .x x    Ä³ñòàºìî 
 
2 0
1 0
2 ( ) ( )  ( ) ( ) 0,
x x
x x
dx f x h x dx f x x


     
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâ³ ëåìè. 
Çàóâàæèìî, ùî ñõîæó ëåìó ìîæíà äîâåñòè é äëÿ êðàòíèõ ³íòåãðà-
ë³â. ¯¿ ÷àñòî íàçèâàþòü îñíîâíîþ ëåìîþ âàð³àö³éíîãî ÷èñëåííÿ. 
Ëåìà 1.2.2. Íåõàé êðèâà 
0( )y x  ïîâí³ñòþ ëåæèòü â îá-
ëàñò³ D  ³ º åêñòðåìàëëþ ôóíê-
ö³îíàëà (1.2) ó êëàñ³ 2 1 2([ , ])C x x  
êðèâèõ ç³ ñï³ëüíèì ïî÷àòêîì ³ 
ñï³ëüíèì ê³íöåì (ðèñ. 1.3): 
 1 1( ) ,y x y  2 2( ) .y x y   (1.3) 
Òîä³ âîíà çàäîâîëüíÿº äèôå-
ðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
 0.
F d F
y dx y
      (1.4) 
Ðèñ. 1.3. Äîïóñòèì³ ãëàäê³ êðèâ³ ç æîð-
ñòêî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè 
 y 
O x1 x2 x
 y2 
 y1 
D 
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0( )y x  — åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëa (1.2). Ðîçãëÿíå-
ìî ìíîæèíó êðèâèõ 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x y x y x y x h x       ç -îêîëó äðóãî-
ãî ïîðÿäêó êðèâî¿ 0( )y x  (äèâ. ðèñ. 1.3). Òóò y  — â³äõèëåííÿ ôóíêö³¿ 
y  â³ä åêñòðåìàë³,   — áëèçüêèé äî íóëÿ ïàðàìåòð ( 0| |   ), ( )h x  — 
äîâ³ëüíà ãëàäêà ôóíêö³ÿ, äëÿ ÿêî¿  
1 2
max ( ) , ( ) , ( ) .
x x x
y x y x y x 
       Íà 
ê³íöÿõ ïðîì³æêó 0( ) ( ) ( ),i i iy x y x h x   òîáòî ( )i i iy y h x   ( 1,2i  ), 
çâ³äêè 1 2( ) ( ) 0.h x h x   Çàóâàæèìî, ùî êðèâ³ ( )y x  ç îáëàñò³ âèçíà-
÷åííÿ ôóíêö³îíàëà íàçèâàþòü äîïóñòèìèìè êðèâèìè äîñë³äæóâàíî¿ 
âàð³àö³éíî¿ çàäà÷³. 
Ôóíêö³îíàë (1.2) ïðè ï³äñòàíîâö³ â íüîãî ôóíêö³¿ ( )y x  ÿâëÿº ñî-
áîþ ôóíêö³þ â³ä ïàðàìåòðà :  
 
2
1
0 0 0( ) [ ] ( , , ),
x
x
J y h dxF x y h y h         
ÿêà ïðè 0   ìàº åêñòðåìóì (îñê³ëüêè 0[ ]J y  — åêñòðåìàëüíå çíà÷åí-
íÿ ôóíêö³îíàëà); òîìó (0) 0.   
Óìîâè, ÿê³ çàäîâîëüíÿº ôóíêö³ÿ 0 0( , ) ( , , ),F x F x y h y h       
îçíà÷àþòü, ùî ôóíêö³¿ ( , )F x   ³ ( , )F x    íåïåðåðâí³ â ïðÿìîêóò-
íèêó 1 2 0 0[ , ] [ , ],x x      
1 2
0 max ( ) , ( ) ,x x x
h x h x 
     ³ òîìó äèôåðåíö³þ-
âàííÿ çà   ï³ä çíàêîì ³íòåãðàëà º çàêîííèì. Ìàºìî: 
 
2
1 0 0
0 0
,
,
( , , )
( ) ( )
( , , )
( ) .
x
x y y h y y h
y y h y y h
F x y y
dx h x
y
F x y y
h x
y
     
     
      
    

  (1.5) 
Ï³äñòàâëÿþ÷è 0   òà ³íòåãðóþ÷è äðóãèé äîäàíîê ÷àñòèíàìè, 
ä³ñòàºìî: 
 
2
0 0
1
2
1 0 0 0 0
,
, ,
( , , )
(0) ( )
( , , ) ( , , )
( ) 0.
x
y y y y x
x
x y y y y y y y y
F x y y
h x
y
F x y y d F x y y
dx h x
y dx y
  
      
   
            (1.6) 
Ïåðøèé äîäàíîê ó ôîðìóë³ (1.6) ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ìåæ ³íòåãðó-
âàííÿ äîð³âíþº íóëþ. Äðóãèé äîäàíîê ì³ñòèòü ï³ä çíàêîì ³íòåãðàëà 
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äîâ³ëüíó ãëàäêó ôóíêö³þ ( ),h x  1 2( ) ( ) 0.h x h x   Çã³äíî ç ëåìîþ 1.2.1, 
â³í äîð³âíþº íóëþ ëèøå çà óìîâè, ùî äîð³âíþº íóëþ âèðàç ó ô³ãóðíèõ 
äóæêàõ, òîáòî çà óìîâè, ùî ôóíêö³ÿ 0( )y x  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (1.4). 
Ð³âíÿííÿ (1.4) íàçèâàºòüñÿ ð³âíÿííÿì Åéëåðà — Ëàãðàíæà äëÿ åêñ-
òðåìàë³ ôóíö³îíàëà (1.2). Çàóâàæèìî, ùî ùîéíî íàâåäåíå âèâåäåí-
íÿ öüîãî ð³âíÿííÿ áàçóâàëîñÿ íà ïðèïóùåíí³, ùî åêñòðåìàëü 0( )y x  
ôóíêö³îíàëà (1.2) º ôóíêö³ºþ êëàñó 2 1 2([ , ]).C x x  Ïîêàæåìî òåïåð, ùî 
öÿ âèìîãà º çàíàäòî ñèëüíîþ — ð³âíÿííÿ (1.3) ñïðàâäæóºòüñÿ é òîä³, 
êîëè åêñòðåìóì øóêàºòüñÿ íà ìíîæèí³ ôóíêö³é êëàñó 1 1 2([ , ]).C x x  
Ïðè öüîìó ìè òàêîæ äîâåäåìî, ùî ïîõ³äíà F y   ìàº íà åêñòðå-
ìàë³ 0( )y x  ïîâíó ïîõ³äíó çà ,x  ³ ùî â òèõ òî÷êàõ êðèâî¿ 0( ),y x  äå 
2 2 0,F y    ³ñíóº íåïåðåðâíà äðóãà ïîõ³äíà 0( ).y x  
Ëåìà 1.2.3. ßêùî íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ ( )f x  çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ 
 
2
1
 ( ) ( ) 0,
x
x
dx f x g x   
äå äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ ( )g x  º íåïåðåðâíîþ íà ïðîì³æêó 1 2[ , ]x x  òà çàäî-
âîëüíÿº óìîâó 
 
2
1
 ( ) 0,
x
x
dx g x   
òî ñêð³çü íà öüîìó ïðîì³æêó ( )f x  º ñòàëà. 
Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâ³ëüíî¿ ñòàëî¿ C  
 
2
1
( ) 0.
x
x
dxCg x   
Âèáåðåìî C  ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 
2 2
1 1
2 1 ( ) ( ) .
x x
x x
dx f x C x x C dx     
Ìîæåìî çàïèñàòè: 
  2
1
( ) ( ) 0.
x
x
dx f x C g x   
Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð äîâ³ëüí³ñòþ ( ),g x  â³çüìåìî ¿¿ ó âèãëÿä³ 
( ) ( ) .g x f x C   Ä³ñòàºìî 
  2
1
2
( ) 0,
x
x
dx f x C   
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òîáòî ( ) .f x C  
Áåçïîñåðåäí³ì íàñë³äêîì ëåìè 1.2.3 º 
Ëåìà 1.2.4 (äþ Áóà-Ðåéìîíà). ßêùî íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ ( )f x  çà-
äîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 
2
1
( ) ( ) 0,
x
x
dx f x h x   
äå ( )h x  — äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ, ùî ìàº íåïåðåðâíó ïîõ³äíó ( )h x  íà 
ïðîì³æêó 1 2[ , ]x x  ³ äîð³âíþº íóëþ íà éîãî ìåæàõ, òî ñêð³çü íà öüîìó 
ïðîì³æêó ( )f x  º ñòàëà. 
Ïîâåðí³ìîñÿ òåïåð äî ôîðìóëè (1.5). Îçíà÷èìî ôóíêö³þ ( )G x  
ñï³ââ³äíîøåííÿì 
 
1 0 0,
( , , )
( ) ,
x
x y y y y
F x y y
G x dx
y   
   
çâ³äêè 
 
0 0,
( ) ( , , )
.
y y y y
dG x F x y y
dx y   
   
²íòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, ìîæåìî çàïèñàòè: 
 
2 2 2
2
1
1 1 10 0,
( , , )
( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( ).
x x x
x
x
x x xy y y y
F x y y dG
dx h x dx h x G x h x dx G x h x
y dx  
            
Çàì³ñòü ð³âíîñò³ (1.6) ìàºìî: 
 
2
2
1
1 0 0,
( , , )
(0) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.
x
x
x
x y y y y
F x y y
G x h x dx G x h x
y   
              (1.7) 
Ïåðøèé äîäàíîê ó ö³é ôîðìóë³, ÿê ³ ðàí³øå, îáåðòàºòüñÿ â íóëü ï³ñëÿ 
ï³äñòàíîâêè ìåæ ³íòåãðóâàííÿ. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî äðóãèé äîäàíîê 
äîð³âíþº íóëþ äëÿ äîâ³ëüíî¿ ôóíêö³¿ ( ),h x  ùî çàäîâîëüíÿº óìîâè 
ëåìè äþ Áóà-Ðåéìîíà. Îòæå, çã³äíî ç ö³ºþ ëåìîþ, âèðàç ó ô³ãóðíèõ 
äóæêàõ ó ôîðìóë³ (1.7) º ñòàëîþ âåëè÷èíîþ: 
 
0 0,
( ) .
y y y y
F
G x C
y   
     (1.8) 
Öå ñï³ââ³äíîøåííÿ çàì³íÿº äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëà-
ãðàíæà (1.4); âîíî íàçèâàºòüñÿ ³íòåãðàëüíîþ ôîðìîþ ð³âíÿííÿ Åéëå-
ðà — Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêö³¿ 0( ).y x  
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Óçÿâøè äî óâàãè, ùî ôóíêö³ÿ ( )G x  ìàº íåïåðåðâíó ïåðøó ïîõ³ä-
íó, áà÷èìî, ùî ïîõ³äíà F y   äëÿ åêñòðåìàëüíî¿ êðèâî¿ 0( )y x  äèôå-
ðåíö³éîâíà. Äèôåðåíö³þþ÷è (1.8) çà çì³ííîþ ,x  äëÿ 0( )y x  ä³ñòàºìî 
ð³âíÿííÿ (1.4): 
 
0 0 0 0, ,
.
y y y y y y y y
d F dG F
dx y dx y      
     
ßêùî òåïåð ó äåÿê³é òî÷ö³ ( , )x y  êðèâî¿ 0( )y x  
2 2 0,F y    òî ìî-
æåìî çàïèñàòè: 
 
2 2 2
0
0 2 0
lim ,
x
yd F F F F
y
dx y x y y y xy  
                 
äå 0y  — ïðèð³ñò ôóíêö³¿ 0( )y x  ïðè çì³ùåíí³ ç òî÷êè ç àáñöèñîþ x  ó 
òî÷êó ç àáñöèñîþ .x x   Çâ³äñè 
 
2 2
0
0
20
2
lim ,
x
d F F F
y
y dx y x y y y
x F
y
 
             

 
òîáòî äðóãà ïîõ³äíà ôóíêö³¿ 0( )y x  ³ñíóº ñêð³çü, äå 
2 2 0.F y    
Îòæå, íåîáõ³äíó óìîâó ³ñíóâàííÿ åêñòðåìóìó (â³äíîñíîãî, àáñî-
ëþòíîãî) ôóíêö³îíàëà (1.2) ó êëàñ³ ãëàäêèõ êðèâèõ ç³ ñï³ëüíèì ïî÷àò-
êîì ³ ñï³ëüíèì ê³íöåì ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì: 
Òåîðåìà 1.2.1 (Åéëåðà — Ëàãðàíæà). Äëÿ òîãî ùîá ôóíêö³ÿ 0( )y x  
³ç êëàñó 1 1 2([ , ])C x x  íàäàâàëà åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëó (1.2) çà óìîâ 
(1.3), íåîáõ³äíî, ùîá âîíà çàäîâîëüíÿëà ð³âíÿííÿ (1.4). ßêùî äëÿ ö³º¿ 
ôóíêö³¿ 2 2 0F y    ñêð³çü íà â³äð³çêó 1 2[ , ],x x  òî 20 1 2( ) ([ , ]).y x C x x  
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà º çâè÷àéíèì äè-
ôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó â³äíîñíî ôóíêö³¿ ( ).y x  Ñåðåä 
äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é âîíî â³äáèðàº ò³, ùî ìî-
æóòü áóòè åêñòðåìàëÿìè, àëå íå îáîâ’ÿçêîâî íèìè º. Â³ä³áðàí³ ôóíê-
ö³¿, âçàãàë³ êàæó÷è, çàëåæàòü â³ä äâîõ äîâ³ëüíèõ ñòàëèõ ³íòåãðóâàííÿ, 
òîáòî óòâîðþþòü äâîïàðàìåòðè÷íó ñ³ì’þ êðèâèõ 1 2( , , ).y y x C C  Ñòà-
ë³ 1C  ³ 2C  âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ óìîâ (1.3) íà ìåæàõ ïðîì³æêó 
1 2[ , ].x x  
Ç óïåâíåí³ñòþ ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ôóíêö³îíàë (1.2) íå ìàº 
åêñòðåìàëåé, ÿêùî ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà: âçàãàë³ íå ìàº 
ðîçâ’ÿçê³â; àáî ìàº ðîçâ’ÿçêè, àëå âîíè íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1.3); 
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àáî ìàº ðîçâ’ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1.3), àëå íå íàëåæàòü 
êëàñó 1 1 2([ , ]).C x x  Ó çàäà÷àõ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðó ôàêò ³ñíóâàííÿ 
ãëàäêîãî åêñòðåìóìó âèçíà÷àºòüñÿ, ÿê ïðàâèëî, ñàìîþ ïîñòàíîâêîþ 
çàäà÷³. 
Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ï³äðîçä³ëó ââåäåìî ê³ëüêà íîâèõ ïîíÿòü òà 
äîâåäåìî ³íâàð³àíòí³ñòü ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà â³äíîñíî ïåðå-
òâîðåííÿ êîîðäèíàò. 
Ôóíêö³þ ( )y x  íàçèâàþòü âàð³àö³ºþ ôóíêö³¿ ( ),y x  à âåëè÷èíó 
[ ] [ ] [ ]J y J y y J y      — ïðèðîñòîì ôóíêö³îíàëà [ ],J y  çóìîâëåíèì 
âàð³àö³ºþ .y  Ãîëîâíó (ë³í³éíó) çà y  ÷àñòèíó ïðèðîñòó ôóíêö³îíàëà 
íàçèâàþòü âàð³àö³ºþ ôóíêö³îíàëà [ ].J y  Ùîá çíàéòè [ ]J y  ó íàøîìó 
âèïàäêó, ó ð³çíèö³ [ ]J y  äîñòàòíüî âèä³ëèòè ÷ëåí, ë³í³éíèé çà :  
 
2 2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( ) (0)
(0) (0) ( ) ... (0) (0) ( ) ... .
J y J y y J y J y h J y
O O
            
                 
Âèîêðåìëþþ÷è ïåðøèé äîäàíîê, ìàºìî: 
 
2
1
[ ] .
x
x
F F
J y y y dx
y y
           
ßêùî 2 1 2( ) ([ , ]),y x C x x  òî, óðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (1.6), çíàõîäèìî: 
 
2 2
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[ ] ( ) ( ) .
x x
xx
F F d F
J y y x y x dx
y y dx y
               
Äëÿ êðèâèõ ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè 
 
2
1
[ ] ( ) .
x
x
F d F
J y y x dx
y dx y
           (1.9) 
Äëÿ åêñòðåìàëüíî¿ êðèâî¿ 0( )y y x  ìàºìî: 0[ ] 0.J y   Öå ñï³â-
â³äíîøåííÿ íàãàäóº òåîðåìó Ôåðìà äëÿ òî÷îê åêñòðåìóìó 0x  ôóíê-
ö³¿ ( ) :f x  0( ) 0.df x   Àíàëîã³ÿ ì³æ ïîâíèì äèôåðåíö³àëîì ôóíêö³¿ 
òà âàð³àö³ºþ ôóíêö³îíàëà äîçâîëÿº øóêàòè îñòàíí³é çà çâè÷àéíèìè 
ïðàâèëàìè çíàõîäæåííÿ äèôåðåíö³àëà ( ) ( ) ,df x f x dx  ò³ëüêè òåïåð ó 
ðîë³ ïðèðîñòó àðãóìåíòó dx  âèñòóïàº âàð³àö³ÿ ôóíêö³¿ ,y  ³ ï³ä³íòå-
ãðàëüíèé âèðàç ó ôîðìóë³ äëÿ [ ] [ ] [ ]J y J y y J y      ôîðìàëüíî ðîç-
âèâàºòüñÿ çà .y  Âàð³àö³þ y  ìîæíà äèôåðåíö³þâàòè îäèí àáî äå-
ê³ëüêà ðàç³â, ïðè÷îìó .
k k
k k
d y d y
dx dx
    
Ï³äêðåñëèìî: ÿêùî ³ñíóº âàð³àö³ÿ ôóíêö³îíàëà ÿê äèôåðåíö³àë çà 
ïàðàìåòðîì (äèâ. äîâåäåííÿ ëåìè 1.2.2), òî ³ñíóº é âàð³àö³ÿ ôóíêö³î-
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íàëà ÿê ãîëîâíà ë³í³éíà ÷àñòèíà ïðèðîñòó ôóíêö³îíàëà, ³ ö³ äâà îçíà-
÷åííÿ ð³âíîñèëüí³. 
Âíåñêè â [ ],J y  ïðî-
ïîðö³éí³ äðóãîìó òà á³ëüø 
âèñîêèì ñòåïåíÿì ,y  íà-
çèâàþòü äðóãîþ âàð³àö³ºþ 
( 2 [ ]J y ) òà âàð³àö³ÿìè âè-
ùèõ ïîðÿäê³â. 
Àíàëîãîì ïîõ³äíî¿ ó 
âàð³àö³éíîìó ÷èñëåíí³ 
âèñòóïàº ôóíêö³îíàëüíà 
ïîõ³äíà. Âèáåðåìî âàð³-
àö³þ y  òàê, ùîá âîíà 
â³äð³çíÿëàñÿ â³ä íóëÿ â 
ìàëîìó -îêîë³ òî÷êè 
0,x  òîáòî ùîá êðèâ³ y  òà 
y y   çá³ãàëèñÿ ñêð³çü íà ïðîì³æêó 1 2[ , ],x x  çà âèíÿòêîì ³íòåðâàëó 
0 0 1 2( , ) [ , ]x x x x      (ðèñ. 1.4). Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ ïðî ñåðåä-
íº, ³íòåãðàë (1.9) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿä³ 
 
0
0 0
[ ] ( ) ,
x
x x x
F d F F d F
J y y x dx S
y dx y y dx y

 
                         
äå 
0
0
( )
x
x
S y x dx


   — ç òî÷í³ñòþ äî çíàêà ïëîùà (çàòåìíåíî¿ îáëàñò³) 
ì³æ êðèâèìè y  òà y y   (íàçèâàòèìåìî ¿¿ ïëîùåþ -îêîëó), 0x  — 
äåÿêà òî÷êà ç -îêîëó. Ôóíêö³îíàëüíîþ ïîõ³äíîþ çà êðèâîþ y  ó òî÷ö³ 
0x  íàçèâàþòü ãðàíèöþ â³äíîøåííÿ 
 
0
0
[ ] [ ]
lim .
x x
J y J y F d F
y S y dx y 
             (1.10) 
Ôóíêö³îíàëüíà ïîõ³äíà âçäîâæ åêñòðåìàëüíî¿ êðèâî¿ äîð³âíþº íóëþ â 
êîæí³é òî÷ö³ ö³º¿ êðèâî¿. 
Ïîíÿòòÿ ôóíêö³îíàëüíî¿ ïîõ³äíî¿ äîçâîëÿº äîñèòü ïðîñòî äîâåñòè 
òîé ôàêò, ùî âëàñòèâ³ñòü êðèâî¿ áóòè åêñòðåìàëëþ º ³íâàð³àíòíà â³ä-
íîñíî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò. 
Òåîðåìà 1.2.2. Íåõàé êðèâà 0( )y y x  º åêñòðåìàëëþ ôóíêö³îíàëà 
(1.2) íà ìíîæèí³ ãëàäêèõ êðèâèõ, ùî ç’ºäíóþòü òî÷êè 1 1( , )x y  ³ 2 2( , ).x y  
Êð³ì òîãî, íåõàé ï³ñëÿ ïåðåõîäó â³ä êîîðäèíàò ( , )x y  äî êðèâîë³í³é-
íèõ êîîðäèíàò ( , )t q  çà ôîðìóëàìè 
Ðèñ. 1.4. Ïëîùà -îêîëó òî÷êè x
0
 
 y2 
 y1 
 y 
 y(x)+δy(x) 
O  x1  x2  x x0 – Δ  x0  x0 + Δ 
  y(x) 
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 ( , ),x t q   ( , ),y t q   
ç â³äì³ííèì â³ä íóëÿ ÿêîá³àíîì ïåðåõîäó 
 0,
x x
t q
I
y y
t q
 
   
 
 
¿¿ ð³âíÿííÿ íàáèðàº âèãëÿäó 0( ),q q t  à ôóíêö³îíàë [ ]J y  ïåðåòâîðþ-
ºòüñÿ íà ôóíêö³îíàë 1[ ],J q  
 
2
1
1[ ] [ ] ( , , ),
t
t
J y J q dtL t q q     (1.11) 
â³ä êðèâèõ ( ),q q t  ùî ç’ºäíóþòü òî÷êè 1 1( , )t q  ³ 2 2( , )t q  íà ïëîùèí³ 
,TOQ  òàê³, ùî ( , ),i i ix t q   ( , ),i i iy t q   1,2.i   Òîä³ åêñòðåìóì ôóíê-
ö³îíàëà 1[ ]J q  äîñÿãàºòüñÿ ñàìå íà êðèâ³é 0( ),q q t  ÿêà áóäå ðîçâ’ÿçêîì 
ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà äëÿ 1[ ]:J q  
 0.
L d L
q dt q
      (1.12) 
²íøèìè ñëîâàìè, ÿêùî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1.4) ìàº 
âèãëÿä 0 1 2( , , ),y y x C C  òî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1.12) âè-
çíà÷àºòüñÿ ÿê íåÿâíà ôóíêö³ÿ 0( ),q q t  ùî çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
0 0 0 1 2( , ( )) ( ( , ( )), , ).t q t y t q t C C    
Äîâåäåííÿ. Ñïðàâä³, ÿêùî â -îêîë³ êîæíî¿ òî÷êè 0x  ç ³íòåðâàëó 
1 2( , )x x  äëÿ åêñòðåìàëüíî¿ êðèâî¿ âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 
0
[ ]
lim 0,
J y
S
   
òî ³ â 
1
-îêîë³ êîæíî¿ â³äïîâ³äíî¿ òî÷êè 0t  ç ³íòåðâàëó 1 2( , )t t  ôóíêö³î-
íàëüíà ïîõ³äíà â³ä 1[ ]J q  äîð³âíþº íóëþ: 
 
1
1
0 0
1 1
[ ] [ ]
lim lim 0,
J q J y S
S S S  
    
îñê³ëüêè â³äíîøåííÿ ïëîù S  ³ 1S  ñòàðîãî é íîâîãî îêîë³â ïðÿìóº äî 
äåòåðì³íàíòà ,I  ÿêèé íå äîð³âíþº íóëþ. 
²íâàð³àíòí³ñòü ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà â³äíîñíî ïåðåòâî-
ðåííÿ êîîðäèíàò äîçâîëÿº ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ êîíêðåòíèõ ãåîìå-
òðè÷íèõ òà ô³çè÷íèõ çàäà÷ â îäíàêîâ³é ì³ð³ êîðèñòóâàòèñÿ ð³çíèìè 
êðèâîë³í³éíèìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò, ëèøå á âîíè áóëè âçàºìíî 
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îäíîçíà÷íî ïîâ’ÿçàí³ ç äåêàðòîâèìè. Ïåðåõ³ä äî êðèâîë³í³éíèõ êî-
îðäèíàò, íàïðèêëàä, ñôåðè÷íèõ, ñòàº îñîáëèâî åôåêòèâíèì ó òîìó 
âèïàäêó, êîëè ñèñòåìà ìàº â³äïîâ³äíó ñèìåòð³þ, çîêðåìà, ñôåðè÷íó, 
îñê³ëüêè òîä³ ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà ñòàº ïîì³òíî ïðîñò³øèì. 
Çàóâàæèìî, ùî ïåðåõ³ä äî íîâèõ êîîðäèíàò ìîæíà çä³éñíþâàòè áåç-
ïîñåðåäíüî â ï³ä³íòåãðàëüíîìó âèðàç³ ôóíêö³îíàëà (1.2), à ïîò³ì äëÿ 
íîâîãî ³íòåãðàëà ïèñàòè ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà — öå é áóäå 
ïî÷àòêîâå ð³âíÿííÿ â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ, â³äíåñåíå äî íîâèõ 
çì³ííèõ. 
1.3. ÏÎÍÈÆÅÍÍß ÏÎÐßÄÊÓ Ð²ÂÍßÍÍß ÅÉËÅÐÀ — ËÀÃÐÀÍÆÀ 
ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà º, âçàãàë³ êà-
æó÷è, çâè÷àéíèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó, 
³ òîìó çíàõîäæåííÿ éîãî ðîçâ’ÿçê³â º â á³ëüøîñò³ âèïàäê³â çíà÷íî 
ñêëàäí³øîþ çàäà÷åþ, í³æ ðîçâ’ÿçóâàííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ó çâ’ÿçêó ç öèì îñîáëèâèé ³íòåðåñ ïðèâåðòàþòü 
óìîâè, çà ÿêèõ éîãî ïîðÿäîê ìîæíà ïîíèçèòè ÷è, íàâ³òü, öå ð³âíÿí-
íÿ ìîæíà àíàë³òè÷íî ðîçâ’ÿçàòè. Öå ìîæëèâî â òèõ âèïàäêàõ, êîëè 
³íòåãðàíò (ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ) ( , , )F x y y  ôóíêö³îíàëà (1.2) íå 
çàëåæèòü â³ä îäíîãî ÷è äâîõ ñâî¿õ àðãóìåíò³â. Ó ô³çè÷íèõ çàäà÷àõ 
â³äñóòí³ñòü òàêî¿ çàëåæíîñò³ º ïðîÿâîì ïåâíèõ ñèìåòð³é, íàïðè-
êëàä, ïðîñòîðó òà ÷àñó, ùî ïðèçâîäÿòü äî âèêîíàííÿ â³äïîâ³äíèõ 
çàêîí³â çáåðåæåííÿ. 
Çóïèíèìîñÿ íà àíàë³ç³ çàçíà÷åíèõ âèïàäê³â äîêëàäí³øå. Íàãàäàº-
ìî, ùî ï³ä x  ³ y  ìîæíà ðîçóì³òè äîâ³ëüí³ êðèâîë³í³éí³ êîîðäèíàòè. 
1) ßêùî ( )F F y , òîáòî çàëåæèòü ëèøå â³ä ïîõ³äíî¿ ,y  òî 
0F y    ³ .d F F dy
dx y y y dx
            Ð³âíÿííÿ (1.4) çâîäèòüñÿ äî ð³âíîñò³ 
 
2
2
( )
0,
F y
y
y
    (1.13) 
³ õî÷à á îäèí ³ç ñï³âìíîæíèê³â ïîâèíåí äîð³âíþâàòè íóëþ. Íåõàé 
( ) 0,y x   òîä³ 1( ) ,y x C   1 2( ) .y x C x C   Ö³ êðèâ³ óòâîðþþòü äâîïàðà-
ìåòðè÷íó ñ³ì’þ ïðÿìèõ. Ó äðóãîìó ìîæëèâîìó âèïàäêó, êîëè 
 
2
2
( )
( ) 0,
F y
f y
y
    
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ð³âíÿííÿ ( ) 0f y   º ôóíêö³îíàëüíèì ð³âíÿííÿì â³äíîñíî ïîõ³äíî¿ 
.y  Íåõàé ( )i iy x k   — óñ³ éîãî ä³éñí³ êîðåí³ (¿õ ìîæå é íå áóòè). Òîä³ 
( ) .i iy x k x C   Ö³ êðèâ³ óòâîðþþòü á³ëüø âóçüêó îäíîïàðàìåòðè÷íó 
( ik  — ô³êñîâàí³ ÷èñëà) ñ³ì’þ ïðÿìèõ, ùî âõîäèòü äî çàçíà÷åíî¿ âèùå 
äâîïàðàìåòðè÷íî¿. Îòæå, ó âèïàäêó, êîëè ( ),F F y  åêñòðåìàëÿìè 
ôóíêö³îíàëà (1.2) ìîæóòü áóòè ëèøå ïðÿì³ 
 1 2( ) .y x C x C    (1.14) 
2) ßêùî ( , ),F F x y  òîáòî íå çàëåæèòü â³ä ïîõ³äíî¿ ,y  òî 0F y    
³ ð³âíÿííÿ (1.4) âèðîäæóºòüñÿ ó ôóíêö³îíàëüíå â³äíîñíî ( ) :y x  
 
( , )
( , ) 0.
F x y
g x y
y
     (1.15) 
ßêùî ðîçâ’ÿçêè ( )i iy y x  îñòàííüîãî ð³âíÿííÿ ³ñíóþòü, òî, íà â³ä-
ì³íó â³ä ðîçâ’ÿçê³â äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ, âîíè íå ì³ñòÿòü äî-
â³ëüíèõ ñòàëèõ, ï³äáîðîì ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1.3). Ìîæíà 
î÷³êóâàòè, ùî ôóíêö³¿ ( )iy x  ï³äêîðÿòèìóòüñÿ óìîâàì (1.3) ëèøå ó âè-
êëþ÷íèõ ñèòóàö³ÿõ, òîáòî â çàãàëüíîìó âèïàäêó â³äïîâ³äíèé ôóíêö³-
îíàë íå ìàòèìå åêñòðåìàëåé. 
3) ßêùî F  çàëåæèòü â³ä y  ë³í³éíî, òîáòî ìàº âèãëÿä ( , )F a x y 
( , ) ,b x y y  äå ( , ),a x y  ( , )b x y  — äåÿê³ ôóíêö³¿, òî ð³âíÿííÿ Åéëåðà — 
Ëàãðàíæà çíîâó âèðîäæóºòüñÿ ó ôóíêö³îíàëüíå: 
 
( , ) ( , )
( , ) 0.
a x y b x y
g x y
y x
      
ßê ùîéíî áóëî çàçíà÷åíî, ðîçâ’ÿçîê ïîä³áíîãî ð³âíÿííÿ â çàãàëüíî-
ìó âèïàäêó íå çàäîâîëüíÿº óìîâè â êðàéí³õ òî÷êàõ, ³ òîìó ôóíêö³îíàë 
(1.2), íàé³ìîâ³ðí³øå, åêñòðåìàëåé íå ìàº. Á³ëüøå òîãî, âàð³àö³éíà çà-
äà÷à âçàãàë³ âòðà÷àº çì³ñò, ÿêùî 
 
( , ) ( , )
0,
a x y b x y
y x
     
áî òîä³ ë³í³éíà ôîðìà ( , ) ( , )a x y dx b x y dy  º ïîâíèì äèôåðåíö³àëîì, ³ 
çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëà (1.2) çàëåæàòü ëèøå â³ä ïî÷àòêîâî¿ òà ê³íöåâî¿ 
òî÷îê, à íå â³ä âèáîðó êðèâî¿ ( ).y y x  
4) ( , ),F F x y  òîáòî íå çàëåæèòü ÿâíî â³ä y  (çì³ííó y  ó öüîìó âè-
ïàäêó íàçèâàþòü öèêë³÷íîþ). Òîä³ 0F y    ³ ð³âíÿííÿ (1.4) íàáèðàº 
âèãëÿäó 
 
( , )
0.
'
d F x y
dx y
   
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Éîãî â³äðàçó ìîæíà îäèí ðàç ç³íòåãðóâàòè — ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëà-
ãðàíæà ìàº ïåðøèé ³íòåãðàë 
 1
( , )
.
F x y
C
y
    (1.16) 
Öå º äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêå íå çàëåæèòü 
ÿâíî â³ä ôóíêö³¿ ( ).y x  Ðîçâ’ÿçàâøè éîãî â³äíîñíî ,y  îòðèìàºìî ð³â-
íÿííÿ àáî ê³ëüêà ð³âíÿíü òèïó 1( , ),y f x C   çâ³äêè ( )y x  çíàõîäèìî 
³íòåãðóâàííÿì: 
 1 2( )  ( , ) .y x dx f x C C    (1.17) 
5) ( , ),F F y y  òîáòî íå çàëåæèòü ÿâíî â³ä .x  Ïîìíîæèâøè îáèäâ³ 
÷àñòèíè âèðàçó 
 
2 2
2
0
F d F F F F
y y
y dx y y y y y
                  
íà ,y  ïåðåïèøåìî éîãî ÿê ïîâíó ïîõ³äíó 
 0
d F
F y
dx y
      
(ïåðåâ³ðòå!). Â³äïîâ³äíî, ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà ìàº ïåðøèé 
³íòåãðàë 
 1.
F
F y C
y
    (1.18) 
Öå º äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêå íå çàëåæèòü 
ÿâíî â³ä .x  Ðîçâ’ÿçàâøè éîãî â³äíîñíî ,y  ä³ñòàíåìî ð³âíÿííÿ àáî 
ê³ëüêà ð³âíÿíü òèïó 1( , ).y f y C   Â³äîêðåìëþþ÷è â íüîìó çì³íí³ òà 
³íòåãðóþ÷è, ôóíêö³þ y  çíàõîäèìî ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 2
1( , )
dy
x C
f y C
  .  (1.19) 
Çàâäàííÿ 1.3.1. Ñåðåä óñ³õ ïëîñêèõ ãëàäêèõ êðèâèõ, ùî ç’ºäíóþòü 
çàäàí³ òî÷êè 1 1( , )x y  ³ 2 2( , ),x y  çíàéä³òü òó, ùî ìàº íàéìåíøó äîâæèíó. 
Âêàç³âêà: äèâ. çàâäàííÿ 1.1.1 à). 
Â³äïîâ³äü: ïðÿìà 11 2 1
2 1
( ) ( ).
x x
y x y y y
x x
    
Çàâäàííÿ 1.3.2. Äîâåä³òü, ùî ôóíêö³îíàë ïëîù³ (1.1) íå ìàº åêñ-
òðåìàëåé ó êëàñ³ ãëàäêèõ êðèâèõ, ùî ç’ºäíóþòü çàäàí³ òî÷êè 1 1( , )x y  ³ 
2 2( , ).x y  Â³äïîâ³äü ïîÿñí³òü. 
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Âêàç³âêà: ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà âèðîäæóºòüñÿ â íåïðà-
âèëüíó òîòîæí³ñòü. 
Çàâäàííÿ 1.3.3. Çíàéä³òü ãåîäåçè÷íó ïîâåðõí³ ñôåðè ðàä³óñîì R  
(ë³í³þ íàéìåíøî¿ äîâæèíè ì³æ äâîìà çàäàíèìè òî÷êàìè íà ö³é ïî-
âåðõí³). 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Äåêàðòîâ³ êîîðäèíàòè ( , , )x y z  òî÷êè íà ïîâåðõí³ ñôå-
ðè ïîâ’ÿçàí³ ç àçèìóòàëüíèì   òà ïîëÿðíèì   êóòàìè ñôåðè÷íî¿ 
ñèñòåìè êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì ó öåíòð³ ñôåðè ñï³ââ³äíîøåííÿìè 
sin cos ,x R    sin sin ,y R    cos ,z R   0 2 ,     0 .      (1.20) 
Â³äïîâ³äíî, êâàäðàò åëåìåíòà äîâæèíè íà ïîâåðõí³ ñôåðè 
 2 2 2 2 2 2 2 2 2sin ,dl dx dy dz R d R d         
³ øóêàíà êðèâà ( )     º åêñòðåìàëëþ ôóíêö³îíàëà 
 
2
1
2 2[ ] 1 sin ,L R d


      ,dd    
ÿêà ç’ºäíóº çàäàí³ òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè, ñêàæ³ìî, 1 1( , , )R    òà 
2 2( , , ).R    Ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ â íüîìó íå çàëåæèòü â³ä çì³ííî¿ 
,  òîìó ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ïåðøèì ³íòåãðàëîì âèäó (1.16) â³äïî-
â³äíîãî ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà: 
 
2
12 2
sin
.
1 sin
C
    
Çâ³äñè 
 1
2
2 1
2
.
sin 1
sin
C
C
 
  
 
Â³äîêðåìèâøè çì³íí³   ³   òà ïåðåéøîâøè äî íîâî¿ çì³ííî¿ ctg ,u    
ä³ñòàºìî: 
 1
2 2 2
1 1
,
1
C du
d
C C u
  
 
 
çâ³äêè 
 12 2
1
arccos ,
1
C u
C
C
      
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2C  — ùå îäíà ñòàëà ³íòåãðóâàííÿ. Ïîçíà÷èâøè 
* 2
1 1 11 ,C C C   çíà-
õîäèìî ð³âíÿííÿ ãåîäåçè÷íî¿ ó âèãëÿä³ 
 *1 2ctg cos( ).C C     (1.21) 
Ñòàë³ *1C  ³ 2C  çíàõîäèìî ç óìîâè, ùî êðèâà (1.21) ïî÷èíàºòüñÿ â 
òî÷ö³ 1 1( , , )R    ³ çàê³í÷óºòüñÿ â òî÷ö³ 2 2( , , ).R    Ä³ñòàºìî ñèñòåìó 
 
*
1 1 1 2
*
1 2 2 2
ctg cos( ),
ctg cos( ).
C C
C C
   
     
ßêùî *1 0,C   òî const.   Ó öüîìó âèïàäêó ãåîäåçè÷íà º â³äð³çêîì 
ìåðèä³àíà ñôåðè, òîáòî âåëèêîãî êîëà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîëþñè 
ñôåðè. ßêùî æ *1 0C  , òî ïåðåïèøåìî ôîðìóëó (1.21) ó âèãëÿä³ 
 ctg cos sin ,A B     
äå A  ³ B  — äåÿê³ êîìá³íàö³¿ ñòàëèõ. Ïîâåðòàþ÷èñü çà äîïîìîãîþ 
ôîðìóë (1.20) äî äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò, îòðèìóºìî: 
 .z Ax By   
Áà÷èìî, ùî é ó öüîìó âèïàäêó ãåîäåçè÷íà âèÿâëÿºòüñÿ â³äð³çêîì 
âåëèêîãî êîëà, ÿêå º ïåðåð³çîì ñôåðè 2 2 2 2x y z R    òà ïëîùèíè 
z Ax By  , ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ¿¿ öåíòð. 
Çàâäàííÿ 1.3.4. Ñåðåä óñ³õ êðèâèõ, ùî ç’ºäíóþòü çàäàí³ òî÷êè A  ³ 
B  ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³ (òî÷êè íå ëåæàòü íà îäí³é âåðòèêàë³), â³ä-
íàéä³òü òó, ðóõàþ÷èñü ïî ÿê³é ï³ä âïëèâîì ñèëè òÿæ³ííÿ ìàòåð³àëüíà 
òî÷êà ïðîéäå øëÿõ â³ä A  äî B  çà íàéêîðîòøèé ÷àñ. Ïî÷àòêîâà øâèä-
ê³ñòü òî÷êè äîð³âíþº íóëþ, òåðòÿ òà îï³ð ñåðåäîâèùà íåõòîâíî ìàë³. 
(Çàäà÷à ïðî áðàõ³ñòîõðîíó ². Áåðíóëë³1.) 
1 Öÿ çàäà÷à áóëà ñôîðìóëüîâàíà ². Áåðíóëë³ â 1696 ðîö³ â çàì³òö³ «Íîâà çàäà÷à, äî 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÿêî¿ çàïðîøóþòüñÿ ìàòåìàòèêè», äå â³í íàïèñàâ: «Ó âåðòèêàëüí³é ïëîùè-
í³ äàíî äâ³ òî÷êè A ³ B. Âèçíà÷èòè øëÿõ AMB, ñïóñêàþ÷èñü ïî ÿêîìó ï³ä âïëèâîì âëàñíî¿ 
âàãè, ò³ëî M, ïî÷àâøè ðóõàòèñÿ ç òî÷êè A, ä³éäå äî òî÷êè B çà íàéêîðîòøèé ÷àñ. Ùîá çà-
ö³êàâèòè àìàòîð³â ïîä³áíèõ çàïèòàíü òà çàîõîòèòè ¿õ äî á³ëüø àêòèâíèõ ñïðîá ðîçâ’ÿçàòè 
âêàçàíó çàäà÷ó, ïîâ³äîìëÿþ, ùî âîíà íå çâîäèòüñÿ äî ìàðíî¿ ðîçóìîâî¿ âïðàâè, ïîçáàâ-
ëåíî¿ áóäü-ÿêîãî ïðàêòè÷íîãî çíà÷åííÿ — ÿê öå ìîæå êîìóñü çäàòèñÿ. Íàñïðàâä³ öÿ çà-
äà÷à ìàº âåëèêèé ïðàêòè÷íèé ³íòåðåñ, ïðè öüîìó, êð³ì ìåõàí³êè, ùå é äëÿ ³íøèõ äèñ-
öèïë³í, ùî ìîæå âñ³ì çäàòèñÿ íåïðàâäîïîä³áíèì» (Johann Bernoulli. Problema novum ad 
cujus solutionem Mathematici invitantur, Acta Eruditorum Lipsiae, Junii A.MDCXCVI, p. 269). 
Ðîçâ’ÿçêè ö³º¿ çàäà÷³, îòðèìàí³ ñàìèì ². Áåðíóëë³, à òàêîæ Ëåéáí³öîì, Ëîï³òàëåì, ß. Áåð-
íóëë³ òà Íüþòîíîì, ³ ïîêëàëè ïî÷àòîê ðîçâèòêó âàð³àö³éíîãî ÷èñëåííÿ òà, âçàãàë³, äàëè 
çíà÷íèé ïîøòîâõ ðîçâèòêó àíàë³çó. Çàãàëüí³ ï³äõîäè äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ âàð³àö³éíîãî 
÷èñëåííÿ áóëè ðîçðîáëåí³ Åéëåðîì ³ Ëàãðàíæåì ó XV²²² ñòîë³òò³. 
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Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé ìàñà ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè ,m  ïðèñêîðåííÿ â³ëü-
íîãî ïàä³ííÿ .g  Íàïðÿìèìî â³ñü OX  ãîðèçîíòàëüíî, â³ñü OY  — âåð-
òèêàëüíî âíèç, ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïîì³ñòèìî â òî÷êó ,A  à êîîðäè-
íàòè òî÷êè B  ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( , )l h  (äèâ. ðèñ. 1.5). Ùîá çíàéòè ÷àñ 
[ ],T y  ïîòð³áíèé ìàòåð³àëüí³é òî÷ö³ äëÿ ðóõó âçäîâæ øóêàíî¿ êðèâî¿ 
( ),y x  â³çüìåìî äî óâàãè, ùî ä³ëÿíêó dl  ç êîîðäèíàòàìè ê³íö³â ( , ),x y  
( , )x dx y dy   òà äîâæèíîþ 2 2 21 ( )dl dx dy y x dx     òî÷êà ïðî-
õîäèòü çà ÷àñ ( ),dt dl v y  äå ( )v y  — øâèäê³ñòü òî÷êè íà ö³é ä³ëÿí-
ö³. Îñòàííþ çíàõîäèìî ³ç çàêîíó çáåðåæåííÿ ìåõàí³÷íî¿ åíåðã³¿: 
1 2
2
( )mv y mgy  (ïî÷àòêîâà øâèäê³ñòü ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè äîð³âíþº 
íóëþ, ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ â³äðàõîâóºìî â³ä îñ³ ).OX  Ä³ñòàºìî: 
 
2
0
1
[ ] .
2
l y
T y dx
gy
    (1.22) 
Çíàéäåìî åêñòðåìàë³ 
ôóíêö³îíàëà (1.22), ñêî-
ðèñòàâøèñü ïåðøèì ³í-
òåãðàëîì (1.18). Îñòàíí³é 
íàáèðàº âèãëÿäó (ìíîæ-
íèê 2g  çàíîñèìî â ñòà-
ëó ³íòåãðóâàííÿ )C  
 
2
1
.
1
C
y y

  (1.23) 
Ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿí-
íÿ çðó÷íî ïîäàòè â ïà-
ðàìåòðè÷íîìó âèãëÿä³ 
( ),x x   ( ),y y   äå 
1 2,      ïðè öüîìó òî÷ö³ A  çðó÷íî â³äíåñòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà 
1 0 :   (0) 0,x   (0) 0.y   Äëÿ òî÷êè ,B  äå 2,    ìîæåìî çàïèñàòè: 
2( ) ,x l   2( ) .y h   Ï³äñòàâèâøè â ð³âíÿííÿ (1.23) ctg ,2y
   ä³ñòàºìî: 
 2 12
1
( ) sin (1 cos ),
2
y C
C
       (1.24) 
äå äëÿ çðó÷íîñò³ ìè ââåëè íîâó ñòàëó 21 1 (2 )C C . Â³äïîâ³äíî, 
 1 1( ) tg ( ) tg sin (1 cos ) ,2 2
dx dy C d C d
            
Ðèñ. 1.5. Ãåîìåòð³ÿ çàäà÷³ ïðî áðàõ³ñòîõðîíó 
 y 
O  x
 y+dy 
 y 
h B
dl 
A  x  x+dx  l 
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çâ³äêè 
 1 2( ) ( sin ) .x C C       (1.25) 
Ç óìîâ ó òî÷ö³ A  âèïëèâàº, ùî ñòàëà ³íòåãðóâàííÿ 2 0.C   Ç óìîâ ó 
òî÷ö³ B  äëÿ ñòàëèõ 2  ³ 1C  çíàõîäèìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 2
2 2
1 cos
sin
h
l
     , 1 21 cos
h
C    .  (1.26) 
Î÷åâèäíî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó çíà÷åííÿ öèõ ñòàëèõ ìîæíà â³ä-
íîâèòè ëèøå ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè. 
Îòæå, øóêàíà åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà ÷àñó [ ]T y  äàºòüñÿ ôîðìó-
ëàìè (1.24)–(1.26). Âîíà íàçèâàºòüñÿ áðàõ³ñòîõðîíîþ ³ º â³äð³çêîì öè-
êëî¿äè — îäí³º¿ ç êðèâèõ, ùî îïèñóþòüñÿ ôîðìóëàìè (1.24) ³ (1.25). Çà-
óâàæèìî, ùî ñòàëà 1C  äîð³âíþº ðàä³óñó R  êîëà, ùî òâîðèòü öèêëî¿äó 
(êîæíà òî÷êà êîëà îïèñóº öèêëî¿äó, êîëè âîíî êîòèòüñÿ áåç êîâçàííÿ 
âçäîâæ îñ³ ),OX  à ñòàëà 2  — êóòó, íà ÿêèé òðåáà ïîâåðíóòè êîëî, 
ùîá éîãî âåðõíÿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò òî÷êà ïåðåì³ñòèëàñÿ ç ïîëî-
æåííÿ A  â ïîëîæåííÿ B  (ðèñ. 1.6). 
 ϕ
O  x 
B
A 
 y 
R 
'A 
Ðèñ. 1.6. Öèêëî¿äà, óòâîðåíà òî÷êîþ A òâ³ðíîãî êîëà. 
Â³äð³çîê AB — áðàõ³ñòîõðîíà 
Ïðèðîäíî âèíèêàº ïèòàííÿ ïðî õàðàêòåð ÷àñîâî¿ çàëåæíîñò³ êî-
îðäèíàò ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè ïðè ðóñ³ âçäîâæ áðàõ³ñòîõðîíè. Â³äïîâ³äü 
íà íüîãî ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ çàãàëüíîãî ïðèíöèïó íàéìåí-
øî¿ ä³¿ Ãàì³ëüòîíà, ÿêèé íà ñüîãîäí³ º îäíèì ç íàéá³ëüø âàæëèâèõ 
åêñòðåìàëüíèõ ïðèíöèï³â ó ô³çèö³1. Îïèøåìî, ÿê íà éîãî îñíîâ³ áó-
äóºòüñÿ ëàãðàíæåâèé ôîðìàë³çì êëàñè÷íî¿ ìåõàí³êè. 
1 ßê çàãàëüíèé ïðèíöèï ìåõàí³êè òà îïòèêè, ïðèíöèï íàéìåíøî¿ ä³¿ âïåðøå áóâ 
ñôîðìóëüîâàíèé ó ñëîâåñí³ ôîðì³ Ï. Ìîïåðòþ¿ â 1746 ð. Çãîäîì áóâ ðîçâèíóòèé Åéëå-
ðîì, Ëàãðàíæåì òà Ãàì³ëüòîíîì.
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1.4. ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍ² ÏÐÈÍÖÈÏÈ Ó Ô²ÇÈÖ² 
Ó ðàìêàõ ôîðìàë³çìó Ëàãðàíæà êîæí³é ìåõàí³÷í³é ñèñòåì³, 
ï³äêîðåí³é ³äåàëüíèì â’ÿçÿì, ñòàâèòüñÿ ó â³äïîâ³äí³ñòü ïåâíà 
ôóíêö³ÿ ( , , )k kL q q t  óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ( )kq t  òà óçàãàëüíåíèõ 
øâèäêîñòåé ( )kq t  òî÷îê ñèñòåìè, à òàêîæ ÷àñó t  ( 1,2,...,k s ). Íà-
ãàäàºìî, ùî óçàãàëüíåíèìè êîîðäèíàòàìè íàçèâàþòü áóäü-ÿê³ âå-
ëè÷èíè (íå îáîâ’ÿçêîâî äåêàðòîâ³ êîîðäèíàòè òî÷îê ñèñòåìè), çà 
äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà îäíîçíà÷íî çàäàòè ïîëîæåííÿ ñèñòåìè ó 
ïðîñòîð³. Ì³í³ìàëüíî íåîáõ³äíó ê³ëüê³ñòü 1s   òàêèõ âåëè÷èí íà-
çèâàþòü ê³ëüê³ñòþ ñòóïåí³â â³ëüíîñò³ ñèñòåìè. Óçàãàëüíåí³ øâèä-
êîñò³ îçíà÷àþòüñÿ ÿê ïîõ³äí³ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò çà ÷àñîì: 
( ) .k kq dq t dt  
Ôóíêö³þ ( , , )k kL q q t  íàçèâàþòü ôóíêö³ºþ Ëàãðàíæà ñèñòåìè; âîíà 
âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ð³çíèöÿ ê³íåòè÷íî¿ Ê  òà ïîòåíö³àëüíî¿ Ï  åíåðã³é 
ñèñòåìè ÿê ôóíêö³é çì³ííèõ ( )kq t  ³ ( ).kq t  ¯¿ ïîõ³äí³ 
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    k k
L
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    (1.27) 
íàçèâàþòüñÿ â³äïîâ³äíî óçàãàëüíåíèìè ³ìïóëüñàìè òà óçàãàëüíåíèìè 
ñèëàìè. Ïîâíà åíåðã³ÿ ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè1 
 .k
k k
L
E Ê Ï q L
q
       (1.28) 
Çã³äíî ç ïðèíöèïîì íàéìåíøî¿ ä³¿ (ïðèíöèïîì Ãàì³ëüòîíà), ðóõ 
ñèñòåìè íà ïðîì³æêó ÷àñó 1 2[ , ]t t  ì³æ äâîìà ô³êñîâàíèìè ïîëîæåí-
íÿìè, ÿê³ õàðàêòåðèçóþòüñÿ çíà÷åííÿìè 1( )kq t  ³ 2( )kq t  óçàãàëüíåíèõ 
êîîðäèíàò òî÷îê ñèñòåìè, â³äáóâàºòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùî ôóíêö³î-
íàë ä³¿ 
 
2
1
( , , )
t
k k
t
S dtL q q t     (1.29) 
íàáóâàº åêñòðåìàëüíîãî (çàçâè÷àé êàæóòü ì³í³ìàëüíîãî) çíà÷åííÿ: 
 
2
1
( , , ) 0.
t
k k
t
S dtL q q t       (1.30) 
1 Çà àíàëîã³ºþ, ïåðø³ ³íòåãðàëè âèäó (1.16) ³ (1.18) òàêîæ ³íêîëè íàçèâàþòü ³íòåãðà-
ëàìè ³ìïóëüñó òà åíåðã³¿. 
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Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ñèñòåìè ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ ( )q t  íåîá-
õ³äíîþ óìîâîþ äëÿ öüîãî º âèêîíàííÿ ð³âíÿííÿ 
 0.
L d L
q dt q
       (1.31) 
ßê áóäå ïîêàçàíî äàë³, ïðè íàÿâíîñò³ s  ñòóïåí³â â³ëüíîñò³ ( )kq t  
åâîëþö³ÿ îñòàíí³õ â³ä ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ 1( )kq t  äî ê³íöåâîãî 
2( )kq t  âèçíà÷àºòüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü Åéëåðà — 
Ëàãðàíæà 
 0,
k k
L d L
q dt q
      1,2,..., .k s   (1.32) 
Ð³âíÿííÿ (1.31) òà ñèñòåìà ð³âíÿíü (1.32) çàëèøàþòüñÿ ³íâàð³-
àíòíèìè â³äíîñíî âèáîðó óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ( ).kq t  Äëÿ çíà-
õîäæåííÿ ñòàëèõ ³íòåãðóâàííÿ â ðîçâ’ÿçêàõ öèõ ð³âíÿíü çàì³ñòü óìîâ 
òèïó (1.3) (òîáòî çíà÷åíü êîîðäèíàò òî÷îê ñèñòåìè â ïî÷àòêîâèé òà 
ê³íöåâèé ìîìåíòè ÷àñó: (1)1( )k kq t q  ³ (2)2( )k kq t q ) âèêîðèñòîâóþòü òàê 
çâàí³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè — çíà÷åííÿ êîîðäèíàò ³ øâèäêîñòåé ó ïî÷àò-
êîâèé ìîìåíò ÷àñó 1 :t  
(1)
1( ) ,k kq t q  (1)1( )k kq t v  (ÿê ïðàâèëî, óâàæàþòü, 
ùî 1 0t  ). Ó ô³çè÷íîìó ïëàí³ öå îçíà÷àº, ùî ðóõ ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè 
æîðñòêî äåòåðì³íîâàíèé: ïðè â³äîìîìó ð³âíÿíí³ ðóõó â³í ïîâí³ñòþ 
âèçíà÷àºòüñÿ ïî÷àòêîâèìè êîîðäèíàòàìè òà ïî÷àòêîâèìè øâèäêî-
ñòÿìè òî÷îê ñèñòåìè1. 
Ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ (1.27) ð³âíÿííÿ ðóõó (1.32) íàáèðàþòü âè-
ãëÿäó ð³âíÿíü Íüþòîíà, çàïèñàíèõ äëÿ óçàãàëüíåíèõ ³ìïóëüñ³â òà óçà-
ãàëüíåíèõ ñèë: 
 ,k kP F  1,2,..., .k s   (1.33) 
Ó ïîð³âíÿíí³ ç ð³âíÿííÿìè Íüþòîíà, çàïèñàíèìè äëÿ êîæíî¿ 
ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè ñèñòåìè, ð³âíÿííÿ (1.32), (1.33) ìàþòü òó ïåðå-
âàãó, ùî ¿õ ê³ëüê³ñòü äîð³âíþº ê³ëüêîñò³ ñòóïåí³â â³ëüíîñò³ ñèñòå-
ìè, ³ ïðè íàÿâíîñò³ â’ÿçåé, ùî îáìåæóþòü ðóõ ñèñòåìè, º ìåíøîþ 
â³ä 3 ,N  òîáòî º ìåíøîþ â³ä ê³ëüêîñò³ ð³âíÿíü Íüþòîíà, ïîòð³áíèõ 
1 Äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ïî÷àòêîâ³ óìîâè ãàðàíòóþòü ºäè-
í³ñòü ðîçâ’ÿçêó ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ (1) (1)( , )k kq v  (îêð³ì ñïåö³àëüíèõ âèïàäê³â, êîëè 
t
1
 — îñîáëèâà òî÷êà). Óìîâè æ íà ê³íöÿõ ïðîì³æêó [t
1
, t
2
] íå ãàðàíòóþòü óçàãàë³ ³ñíóâàí-
íÿ â³äïîâ³äíî¿ òðàºêòîð³¿. Íàïðèêëàä, äëÿ óìîâ q(0) = a, q(2/) = b ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
2 0q q    íà ïðîì³æêó [0,2 ]   ³ñíóº ëèøå ïðè a = b, ³ ïðè âèêîíàíí³ ö³º¿ óìîâè ³ñíóº 
íåñê³í÷åííî áàãàòî ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ð³âíÿííÿ.
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äëÿ îïèñó ñèñòåìè N  ìàòåð³àëüíèõ òî÷îê. Êð³ì òîãî, ó ð³âíÿííÿ 
Åéëåðà — Ëàãðàíæà íå âõîäÿòü ñèëè ðåàêö³¿ â’ÿçåé, ÿê³ çàçäàëåã³äü 
íåâ³äîì³. 
Ñêîðèñòàºìîñÿ îêðåñëåíèì ï³äõîäîì äëÿ àíàë³çó ðóõó öèêëî¿äàëü-
íîãî òà ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèê³â. 
Çàâäàííÿ 1.4.1. Ìàòåð³àëüíà òî÷êà ðóõàºòüñÿ â îäíîð³äíîìó ïîë³ 
òÿæ³ííÿ ïî ãëàäê³é öèêëî¿ä³, ðîçì³ùåí³é ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³. 
Çíàéä³òü çàêîí ðóõó òî÷êè, ÿêùî ðàä³óñ òâ³ðíîãî êîëà öèêëî¿äè äî-
ð³âíþº R, ³ ðóõ ïî÷èíàºòüñÿ ç íàéâèùî¿ òî÷êè öèêëî¿äè (òî÷êà A  íà 
ðèñ. 1.6). (Öèêëî¿äàëüíèé ìàÿòíèê.) 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé ìèòòºâå ïîëîæåííÿ A  òî÷êè íà öèêëî¿ä³ â ìî-
ìåíò ÷àñó t çàäàºòüñÿ êóòîì ïîâîðîòó ( )t    ðàä³óñà òâ³ðíîãî êîëà 
â³äíîñíî â³ä’ºìíîãî íàïðÿìó îñ³ OY  (äèâ. ðèñ. 1.6). Äåêàðòîâ³ êîîð-
äèíàòè òî÷êè â öåé ìîìåíò 
 ( ) ( sin ),x t R    ( ) (1 cos ).y t R    
Çàïèñàâøè (1 cos ) ,dx R d     sin ,dy R d    çíàõîäèìî äåêàðòîâ³ 
êîìïîíåíòè øâèäêîñò³: 
 ( ) (1 cos ) ,x t R      ( ) sin ,y t R    
òà äîâæèíó ( )l l   äóãè AA  öèêëî¿äè: 
 
0
2 sin 4 1 cos .
2 2AA
l dl R d R


           
Ôóíêö³ÿ Ëàãðàíæà òî÷êè ,L Ê Ï   äå 
  2 2 2 2 22 sin ,
2 2
m
Ê x y mR
       
 2 22 sin 2 cos 2 .
2 2
Ï mgy mgR mgR mgR
        
Â³äïîâ³äíå ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà 
 0
L d L
dt
     
äîñèòü ñêëàäíå. Çðó÷í³øå ñêîðèñòàòèñÿ éîãî ³íâàð³àíòí³ñòþ â³äíîñíî 
ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò òà ïåðåéòè äî íîâî¿ óçàãàëüíåíî¿ êîîðäèíà-
òè 4 4 cos ,
2
s l R R
     ÿêà îïèñóº çì³ùåííÿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè â³ä 
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íàéíèæ÷î¿ òî÷êè öèêëî¿äè. Îïóñòèâøè íåñóòòºâó ñòàëó â ïîòåíö³àëü-
í³é åíåðã³¿, ìàºìî: 
 2,
2
m
Ê s   2 .
8
mg
Ï s
R
  
Ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà â íîâèõ êîîðäèíàòàõ 
 0
L d L
s dt s
     
çâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ ðóõó ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà 
 20 0s s    (1.34) 
ç ÷àñòîòîþ êîëèâàíü 0 (4 )g R  . Éîãî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìàº âè-
ãëÿä 
 1 0 2 0( ) cos sin .s t C t C t      (1.35) 
Ñòàë³ 1C  ³ 2C  çíàõîäèìî ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ (0) 0,l   (0) 0,l   òîáòî 
(0) 4 ,s R   (0) 0.s   Ä³ñòàºìî: 1 4 ,C R   2 0.C   
Ðóõ òî÷êè âçäîâæ öèêëî¿äè ³çîõðîííèé — ïðè äîâ³ëüíèõ ïî÷àòêî-
âèõ â³äõèëåííÿõ | (0) | 4s R  òî÷êà äîñÿãàº íàéíèæ÷îãî ïîëîæåííÿ 
çà îäíàêîâ³ ïðîì³æêè ÷àñó, ÿê³ äîð³âíþþòü ÷âåðò³ ¿¿ ïåð³îäó êîëè-
âàíü. 
×àñ *,t  ÿêèé òî÷êà âèòðà÷àº íà ïðîõîäæåííÿ áðàõ³ñòîõðîíè AB  
(äèâ. çàâäàííÿ 1.3.4), çíàõîäèìî ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 * 2( ) 4 4 cos ,
2AB
s t l R R
      
çâ³äêè * 2 0(2 ).t     
Çàâäàííÿ 1.4.2. Ìàòåð³àëüíó òî÷êó ï³ä-
â³ñèëè íà íåðîçòÿæí³é íåâàãîì³é íèòö³ 
äîâæèíîþ l  òà, â³äõèëèâøè íà êóò 0,  
ïëàâíî â³äïóñòèëè. Çíàéä³òü ð³âíÿííÿ êî-
ëèâàíü òî÷êè òà âèÿñí³òü óìîâè, çà ÿêèõ 
âîíè ñòàþòü ãàðìîí³÷íèìè. (Ìàòåìàòè÷-
íèé ìàÿòíèê.) 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íàéá³ëüø çðó÷íîþ óçà-
ãàëüíåíîþ êîîðäèíàòîþ º êóò ( ),t    
ÿêèé îïèñóº â³äõèëåííÿ ìàÿòíèêà â³ä ïî-
ëîæåííÿ ð³âíîâàãè (ðèñ. 1.7). Òîä³: 
 y 
O  
 l 
 x(t) 
 m 
 ϕ(t) 
 y(t) 
Ðèñ. 1.7. Ìàòåìàòè÷íèé 
ìàÿòíèê
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 ( ) sin ,x t l   ( ) cos .y t l   
Ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ òà ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ (çà íóëüîâèé ð³âåíü 
ÿêî¿ âèáèðàºìî ïðÿìó 0y  ) äîð³âíþþòü: 
  2 2 2 21 ,
2 2
m
Ê x y ml       cos .Ï mgy mgl      
Ð³âíÿííÿ ðóõó ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà ìàº âèãëÿä 
 20 sin 0,    20 .gl   
Âîíî çâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü (1.34) ëèøå ó âè-
ïàäêó ìàëèõ êóò³â â³äõèëåííÿ ( 1)   â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè. Íà 
ïðàêòèö³ ö³ êóòè íå ïîâèíí³ ïåðåâèùóâàòè 015  1( 0,26 ðàä) .  
ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, ïðèíöèï íàéìåíøî¿ ä³¿ Ãàì³ëüòîíà äëÿ ìåõà-
í³÷íèõ ñèñòåì ìàòåð³àëüíèõ òî÷îê º îäíèì ç íàéá³ëüø çàãàëüíèõ ôîð-
ìóëþâàíü çàêîí³â ¿õ ðóõó. Éîãî ïåðåâàãà ïåðåä ³íøèìè ïîëÿãàº â òîìó, 
ùî â³í ëåãêî ïîøèðþºòüñÿ íå ëèøå íà ìåõàí³÷í³ ñèñòåìè ç íåïåðåðâ-
íèì ðîçïîä³ëîì ìàñè, àëå é íà ñèñòåìè ³íøî¿ ô³çè÷íî¿ ïðèðîäè — íà-
ïðèêëàä, åëåêòðîìàãí³òíå ïîëå, ïîëÿ ï³îí³â ÷è êâàðê-ãëþîíí³ ïîëÿ. 
À ñàìå, êîæí³é ïîëüîâ³é ñèñòåì³ ñòàâèòüñÿ ó â³äïîâ³äí³ñòü ôóíêö³-
îíàë ä³¿ ,S  ÿêèé çàëåæèòü â³ä â³äïîâ³äíèõ ïîëüîâèõ õàðàêòåðèñòèê 
(âåêòîð³â íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íî¿ ( , )tE r  òà ìàãí³òíî¿ ( , )tH r  êîì-
ïîíåíò åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ àáî éîãî òåíçîðà ( , ),F t r  (ïñåâäî)
ñêàëÿðíî¿ õâèëüîâî¿ ôóíêö³¿ ( , )t r  ìåçîííîãî ïîëÿ, á³ñï³íîð³â ( , )t r  
ä³ðàê³âñüêîãî ïîëÿ òîùî) òà ¿õ ïîõ³äíèõ, ÿê³ ñàì³ º ôóíêö³ÿìè êîîðäè-
íàò òî÷îê 4-âèì³ðíîãî ïðîñòîðó — ÷àñó. Çàêîíîì³ðíîñò³ çì³íè ñòàíó 
òàêî¿ ñèñòåìè ó ïðîñòîð³ òà ÷àñ³ ì³æ äâîìà ô³êñîâàíèìè ìîìåíòàìè 
1t  ³ 2t  îïèñóþòüñÿ ïåâíèìè äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè, ÿê³ âè-
ïëèâàþòü ç óìîâè åêñòðåìàëüíîñò³ S  íà â³äð³çêó 1 2[ , ].t t  
Çàñòîñóâàâøè ïðèíöèï íàéìåíøî¿ ä³¿ äî ð³âíîâàæíèõ ñèñòåì, ïà-
ðàìåòðè ÿêèõ íå çì³íþþòüñÿ ç ÷àñîì, ïðèõîäèìî äî âèäîçì³íåíèõ, 
àëå åêâ³âàëåíòíèõ éîãî ôîðìóëþâàíü ó âèãëÿä³ òàê çâàíèõ óìîâ ð³âíî-
âàãè. Íàâåäåìî äâ³ ç íèõ, äî ÿêèõ ìè çâåðòàòèìåìîñÿ äåùî ï³çí³øå: 
1) ñò³éêîìó ñòàíó ð³âíîâàãè ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè, ùî çíàõîäèòüñÿ â 
ïîë³ ïîòåíö³àëüíèõ ñèë ³ ï³äêîðåíà ãîëîíîìíèì (íàêëàäåíèì ò³ëüêè 
íà êîîðäèíàòè) ³äåàëüíèì ñòàö³îíàðíèì â’ÿçÿì, â³äïîâ³äàº òàêå ðîç-
1 Äîêëàäíèé àíàë³ç ðóõó ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà ïðè äîâ³ëüíèõ êóòàõ â³äõèëåííÿ 
ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, ó § 1.5 ïîñ³áíèêà àâòîð³â Âàð³àö³éíå ÷èñëåííÿ. — Îäåñà : 
Àñòðîïðèíò, 2005. — 128 ñ. 
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òàøóâàííÿ ¿¿ ÷àñòèí, ïðè ÿêîìó ïîâíà ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ ñèñòåìè º 
ì³í³ìàëüíîþ (òåîðåìà Ëàãðàíæà — Ä³ð³õëå); 
2) åíåðã³ÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ, ñòâîðþâàíîãî çàðÿäæåíèìè 
ïðîâ³äíèêàìè, º ì³í³ìàëüíîþ ïî â³äíîøåííþ äî åíåðã³¿ ïîë³â, ÿê³ 
ñòâîðþâàëèñÿ á óñ³ìà ³íøèìè ðîçïîä³ëàìè çàðÿä³â ïî îá’ºìó ïðîâ³ä-
íèê³â (òåîðåìà Òîìñîíà). Àíàëîã³÷íå òâåðäæåííÿ ñïðàâäæóºòüñÿ ³ äëÿ 
ìàãí³òîñòàòè÷íèõ ïîë³â, ñïðè÷èíåíèõ ñòàö³îíàðíèìè ñòðóìàìè. 
Ïðè àíàë³ç³ ñèñòåì, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç âåëè÷åçíî¿ ê³ëüêîñò³ ì³êðî-
÷àñòèíîê, ìè ïåðåõîäèìî â³ä îïèñó ³íäèâ³äóàëüíî¿ ïîâåä³íêè ÷àñòè-
íîê ñèñòåìè äî îïèñó ñèñòåìè ÿê ö³ëîãî çà äîïîìîãîþ â³äíîñíî íåâå-
ëèêî¿ ê³ëüêîñò³ ïàðàìåòð³â. Äî öèõ ïàðàìåòð³â íàëåæàòü ÿê ìåõàí³÷í³ 
(îá’ºì, òèñê) ÷è åëåêòðè÷í³ (äèïîëüíèé ìîìåíò) çà ñâîºþ ïðèðîäîþ, 
òàê ³ ò³, ùî ìàþòü âèêëþ÷íî ñòàòèñòè÷íó ïðèðîäó (òåìïåðàòóðà, åí-
òðîï³ÿ, ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó), îñê³ëüêè ç’ÿâëÿþòüñÿ âíàñë³äîê ñòàòèñ-
òè÷íîãî óñåðåäíåííÿ ïðîöåñ³â ó ñèñòåì³ çà éìîâ³ðíîñòÿìè ðåàë³çàö³¿ 
ð³çíèõ ì³êðîñòàí³â ñèñòåìè. ßê ðåçóëüòàò, çàêîíîì³ðíîñò³ ïîâåä³íêè 
òàêèõ ñèñòåì ëåæàòü ïîçà ìåæàìè çàñòîñîâíîñò³ ïðèíöèïó íàéìåí-
øî¿ ä³¿. 
Ç ³íøîãî áîêó, äëÿ òàêèõ ñèñòåì òàêîæ âäàºòüñÿ âñòàíîâèòè íèçêó 
âàð³àö³éíèõ ïðèíöèï³â, çîêðåìà, ïðèíöèï ìàêñèìóìó åíòðîï³¿ äëÿ 
ïðîöåñ³â ó çàìêíåí³é ñèñòåì³. Îáìåæèâøèñü ðîçãëÿäîì ð³âíîâàæíî¿ 
(òåðìîäèíàì³÷íî¿) ñèñòåìè, ìîæíà â³ä ¿¿ îïèñó çà äîïîìîãîþ åíòðî-
ï³¿ ïåðåéòè äî ¿¿ îïèñó çà äîïîìîãîþ òåðìîäèíàì³÷íîãî ïîòåíö³àëó, 
ùî â³äîáðàæàº õàðàêòåð íàêëàäåíèõ íà ñèñòåìó çîâí³øí³õ îáìåæåíü, 
òà ñôîðìóëþâàòè äëÿ öüîãî ïîòåíö³àëó âàð³àö³éíèé ïðèíöèï, ÿêèì 
óñòàíîâëþºòüñÿ êðèòåð³é ð³âíîâàæíîãî ñòàíó ñèñòåìè. Îäíå ç ôîðìó-
ëþâàíü öüîãî ïðèíöèïó òàêå: ó ñòàí³ òåïëîâî¿ ð³âíîâàãè â³ëüíà åíåð-
ã³ÿ ( , )F T V  òåðìîäèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè (òîáòî ðîáîòà, ÿêó ñèñòåìà çäàò-
íà çä³éñíèòè ïðè îáîðîòíîìó ³çîòåðì³÷íîìó ïðîöåñ³) º ì³í³ìàëüíîþ 
â ïîð³âíÿíí³ ç óñ³ìà ³íøèìè çì³íàìè ñòàíó ïðè ñòàëèõ òåìïåðàòóð³ T  
òà îá’ºì³ .V  Àíàëîã³÷í³ òåîðåìè ñïðàâäæóþòüñÿ ³ äëÿ ³íøèõ òåðìîäè-
íàì³÷íèõ ïîòåíö³àë³â ÿê ôóíêö³é âëàñíèõ çì³ííèõ — òåðìîäèíàì³÷-
íîãî ïîòåíö³àëó Ã³ááñà ( , ),T P  âíóòð³øíüî¿ åíåðã³¿ ( , )E S V  ³ òåïëî-
âî¿ ôóíêö³¿ ( , )W S P . Òóò S  — åíòðîï³ÿ ñèñòåìè, P  — òèñê ó ñèñòåì³. 
Çàâäàííÿ 1.4.3. Ì³æ äâîìà äðîòÿíèìè ê³ëüöÿìè ðàä³óñàìè R  íà-
òÿãíóòî ìèëüíó ïë³âêó. Â³äð³çîê, ùî ç’ºäíóº öåíòðè ê³ëåöü, ïåðïåí-
äèêóëÿðíèé äî ïëîùèí ê³ëåöü ³ ìàº äîâæèíó l  (ðèñ. 1.8). Óâàæàþ÷è 
òîâùèíó ïë³âêè ñòàëîþ òà ìàëîþ, çíàéä³òü ð³âíÿííÿ ïîâåðõí³, óòâî-
ðåíî¿ ïë³âêîþ. (Çàäà÷à Ïëàòî ïðî ì³í³ìàëüíó ïîâåðõíþ îáåðòàííÿ.) 
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 y = y(x)
O – l / 2 l / 2  x
 y 
 R 
Ðèñ. 1.8. Ïë³âêà, ÿêà ìàº ôîðìó ïîâåðõí³, óòâîðåíî¿ îáåðòàííÿì ãëàäêî¿ 
êðèâî¿ y(x) íàâêîëî îñ³ OX 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðè ô³êñîâàíèõ òåìïåðàòóð³ òà ãóñòèí³ ìèëüíîãî 
ðîç÷èíó ïë³âêà íàáèðàº òàêî¿ ôîðìè, äëÿ ÿêî¿ ôóíêö³îíàë íàäëèø-
êîâî¿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ F  ñèñòåìè, ïîâ’ÿçàíèé ç óòâîðåííÿì ïë³âêè, 
ì³í³ìàëüíèé. Îñòàíí³é äîð³âíþº åíåðã³¿ ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó ïë³âêè: 
2 ,F S    äå   — êîåô³ö³ºíò ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó, S  — ïëîùà á³÷íî¿ 
ïîâåðõí³ ïë³âêè, êîåô³ö³ºíò 2 âðàõîâóº íàÿâí³ñòü ó ïë³âêè âíóòð³ø-
íüî¿ òà çîâí³øíüî¿ ïîâåðõîíü. Ç ì³ðêóâàíü ñèìåòð³¿ çðîçóì³ëî, ùî ïî-
âåðõíÿ ïë³âêè çá³ãàºòüñÿ ç ïîâåðõíåþ, óòâîðåíîþ îáåðòàííÿì ãëàäêî¿ 
êðèâî¿ ( ) 0y x   íàâêîëî îñ³ .OX  Òîìó 
 
2
2
2
[ ] 4 1 ,
l
l
F y dxy y

      (1.36) 
³ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî â³äøóêàííÿ êðèâî¿, ùî ì³í³ì³çóº ôóíêö³îíàë 
[ ]F y  çà óìîâ 
 .
2 2
l l
y y R
              (1.37) 
Ñêîðèñòàâøèñü ïåðøèì ³íòåãðàëîì (1.18), ìîæåìî çàïèñàòè 
 21 1 ,y C y   2 21
1
1
,y y C
C
     
çâ³äêè, â³äîêðåìèâøè çì³íí³, ä³ñòàºìî: 
 1 22 2
1
.
C dy
x C
y C
  
  
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²íòåãðàë ñïðàâà ëåãêî îá÷èñëþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ï³äñòàíîâêè 
1 chy C t  é äîð³âíþº 1 .C t  Ìàºìî 2 1( ) ,t x C C    çâ³äêè 
 21
1
( ) ch .
x C
y x C
C
   (1.38) 
Øóêàíà êðèâà (1.38) º ëàíöþãîâîþ ë³í³ºþ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷-
êè (1.37). Ïîâåðõíÿ, óòâîðåíà îáåðòàííÿì ëàíöþãîâî¿ ë³í³¿, íàçèâà-
ºòüñÿ êàòåíî¿äîì. 
Ç óìîâ (1.37) âèïëèâàº, ùî ñòàëà 2 0C   (êðèâà ñèìåòðè÷íà â³ä-
íîñíî îñ³ ),OY  à ñòàëà 1C  çàäîâîëüíÿº òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ 
1
1
ch .
2
l
C R
C
  
ßê çàâæäè â ïîä³áíèõ âèïàäêàõ, àíàë³çóºìî öå ð³âíÿííÿ, ïåðå-
éøîâøè äî áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èí. Ä³ñòàºìî: 
 ch ,u u    (1.39) 
äå 2 ,R l   1(2 ).u l C  Ïðè 1   ch ,u u   ³ ð³âíÿííÿ (1.39) 
ðîçâ’ÿçê³â íå ìàº (äèâ. ðèñ. 1.9). Ïðè çðîñòàíí³   äî ïåâíîãî çíà-
÷åííÿ *  ïðÿìà u  ñòàº äîòè÷íîþ äî ãðàô³êà chu  — ìàºìî ºäèíèé 
ðîçâ’ÿçîê *.u  Ïðè *    ³ñíóþòü äâà ðîçâ’ÿçêè 1u  ³ 2;u  ¿õ ÷èñëîâ³ çíà-
÷åííÿ çàëåæàòü â³ä .  
Òàíãåíñ êóòà íàõè-
ëó äîòè÷íî¿ äî ôóíê-
ö³¿ chu  â òî÷ö³ *u  äî-
ð³âíþº *sh ,u  òîìó äëÿ 
*u  ìàºìî ð³âíÿííÿ 
* * *ch sh .u u u ×èñëî-
â³ îá÷èñëåííÿ äàþòü: 
* *sh 1,509 3 2.u     
Îòæå, ïðè 4 3l R  
çàäà÷à íå ìàº ðîç-
â’ÿçê³â ó êëàñ³ 
 1 [ 2, 2] :C l l  ñåðåä 
ãëàäêèõ ïîâåðõîíü 
îáåðòàííÿ íåìà òàêî¿, 
ÿêà á ðåàë³çîâóâàëà 
ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà 
(1.36), ïðîõîäÿ÷è ÷å-
Ðèñ. 1.9. Ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ ch u = u ïðè ð³çíèõ 
çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà  
 y 
O  u u1  u2  u* 
3:  α < α*
2:  α = α*
1:  α > α*
 y = ch u 
1, 2, 3 – ɩɪɹɦɿ  y = αu 
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ðåç òî÷êè (1.37). Öþ ñèòóàö³þ ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè íàñòóïíèì ÷è-
íîì. ßêùî â³äñòàíü ì³æ ê³ëüöÿìè äîñèòü âåëèêà â ïîð³âíÿíí³ ç ¿õ ðà-
ä³óñàìè, òî ïëîùà ïîâåðõí³, óòâîðåíî¿ äâîìà êðóãàìè ðàä³óñàìè R  òà 
â³äð³çêîì îñ³ OX  ì³æ íèìè, º ìåíøîþ, í³æ ïëîùà äîâ³ëüíî¿ ãëàäêî¿ 
ïîâåðõí³, íàòÿãíåíî¿ íà ê³ëüöÿ (ñõîæó ñèòóàö³þ ìàºìî é äëÿ ôóíêö³-
îíàëà ïëîù³ (1.1)). Ç ô³çè÷íîãî ïîãëÿäó öå îçíà÷àº, ùî ïðè 4 3l R  
ïë³âêà ñòàº íåñò³éêîþ é ðîçðèâàºòüñÿ. 
Ç äâîõ ðîçâ’ÿçê³â, ùî ìàºìî ïðè 4 3,l R  ðåàë³çóºòüñÿ ëèøå îäèí. 
Ùîá éîãî âèçíà÷èòè, îá÷èñëþºìî çíà÷åííÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ (1.36) äëÿ 
ôóíêö³¿ (1.38) ïðè äâîõ çíà÷åííÿõ ñòàëî¿ 1C  ( 1(2 )l u  ³ 2(2 )l u ). Øóêà-
íîìó êîðåíþ â³äïîâ³äàº ìåíøå çíà÷åííÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿. 
Ïîÿâà «çàéâîãî» êîðåíÿ â³äîáðàæàº òîé ôàêò, ùî âèêîíàííÿ ð³â-
íÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà (1.4) º íåîáõ³äíîþ, àëå íå äîñòàòíüîþ óìî-
âîþ ³ñíóâàííÿ ì³í³ìóìó ôóíêö³îíàëà. 
Çàâåðøèìî öåé ï³äðîçä³ë ïðèêëàäîì íà çàñòîñóâàííÿ â³äîìîãî ç 
ãåîìåòðè÷íî¿ îïòèêè åêñòðåìàëüíîãî ïðèíöèïó Ôåðìà1: ñåðåä äîïóñòè-
ìèõ øëÿõ³â ì³æ äâîìà ô³êñîâàíèìè òî÷êàìè â îïòè÷íî íåîäíîð³äíîìó 
ñåðåäîâèù³ ñâ³òëî ïîøèðþºòüñÿ (çà ñòàö³îíàðíèõ óìîâ) òèì, íà ÿêèé 
âîíî (àáî, òî÷í³øå, ôðîíò ñâ³òëîâî¿ õâèë³) âèòðà÷àº íàéìåíøå ÷àñó. 
Çàâäàííÿ 1.4.4. Ó ïðîçîðîìó ñåðåäîâèù³ ç³ çì³ííèì ïîêàçíè-
êîì çàëîìëåííÿ ( , )n x y  ñâ³òëî ïîøèðþºòüñÿ ç òî÷êè (0,0)A  ó òî÷êó 
( , ).B l h  Çíàéä³òü òðàºêòîð³þ ïðîìåíÿ ñâ³òëà, ÿêùî 0( , ) (1 ).n x y n y   
Ïðîàíàë³çóéòå ¿¿ ôîðìó äëÿ ñëàáêî íåîäíîð³äíîãî ( 1  ) òà îäíî-
ð³äíîãî ( 0  ) ñåðåäîâèù. 
Âêàç³âêà. Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî â³äøóêàííÿ åêñòðåìóìó ôóíêö³îíàëà 
 2
0
1
[ ]  ( , ) 1
( , )
B l
A
dl
T y dx n x y y
u x y c
      (1.40) 
çà äîäàòêîâèõ óìîâ (0) 0y   òà ( ) .y l h  Òóò c  — øâèäê³ñòü ñâ³òëà ó 
âàêóóì³, ( , ) ( , )u x y c n x y  — øâèäê³ñòü ñâ³òëà â ñåðåäîâèù³. 
1 Ï. Ôåðìà ïîñòóëþâàâ ñâ³é ïðèíöèï ó 1662 ð., ùå äî ïîÿâè îñíîâ êëàñè÷íî¿ ìåõà-
í³êè. Ïîêàçàâøè, ùî çàëîìëåíîìó íà ïîâåðõí³ ðîçä³ëó äâîõ ñåðåäîâèù ïðîìåíþ ñâ³òëà 
â³äïîâ³äàº øëÿõ, íà ÿêèé ñâ³òëî âèòðà÷àº íàéìåíøå ÷àñó, â³í óçàãàëüíèâ öåé ðåçóëüòàò, 
ïîñèëàþ÷èñü íà ì³ðêóâàííÿ, ùî «ïðèðîäà çàâæäè ä³º íàéêîðîòøèì òà íàéïðîñò³øèì 
ñïîñîáîì». Ïðèíöèï Ôåðìà ìàâ çì³ñò íàéá³ëüø çàãàëüíîãî çàêîíó, ç ÿêîãî âèïëèâàëè 
â³äîì³ íà òîé ÷àñ çàêîíè ãåîìåòðè÷íî¿ îïòèêè (çàêîí ïðÿìîë³í³éíîãî ïîøèðåííÿ ñâ³òëà 
â îäíîð³äíîìó ñåðåäîâèù³, çàêîíè â³äáèâàííÿ òà çàëîìëåííÿ ñâ³òëà íà ïîâåðõí³ ðîçä³ëó 
äâîõ ñåðåäîâèù ³ç ð³çíèìè îïòè÷íèìè ãóñòèíàìè). Ñó÷àñíå âèâåäåííÿ öüîãî ïðèíöèïó 
áàçóºòüñÿ íà àíàë³ç³ ð³âíÿíü õâèëüîâî¿ îïòèêè ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó ìàëèõ äîâæèí õâèëü.
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Â³äïîâ³äü. Òðàºêòîð³ºþ º â³äð³çîê ëàíöþãîâî¿ ë³í³¿ 
  1 2
1
1
( ) ch ,
C
y x x C
C
      
  (1.41) 
äå ñòàë³ 1C  òà 2C  çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ 
  
1
2
1
1
2
1
1
ch 0,
1
ch .
C
C
C
C
l C h
C
      
       
  (1.42) 
Óðàõóâàâøè òîòîæíîñò³ ch( ) ch ch sh sh ,x y x y x y    2 2ch sh 1x x   
òà ïåðøó ç ôîðìóë (1.42), ç ôîðìóëè (1.41) ìîæåìî âèêëþ÷èòè 2C : 
 21
1 1
1 1
( ) 1 ch 1 sh .
x x
y x C
C C
         
 
Ñòàëó 1C  çíàõîäèìî ç óìîâè ( ) .y l h  
Ïðè 1   ç òî÷í³ñòþ äî êâàäðàòè÷íèõ çà   ÷ëåí³â ìàºìî: 
 
3 2
2 2
1
1 1 1
1 1
( ) 1 .
6 2
x x x
y x C
C C C
                  
 
Äëÿ îäíîð³äíîãî ñåðåäîâèùà 
 21
1
( ) 1 ,
x h
y x C x
C l
    
òîáòî ñâ³òëî ïîøèðþºòüñÿ â íüîìó ïî ïðÿì³é. Îñòàíí³é ðåçóëüòàò 
ìîæíà îòðèìàòè â³äðàçó æ, ÿêùî âðàõóâàòè, ùî ïðè 0   ï³ä³íòå-
ãðàëüíèé âèðàç ó ôóíêö³îíàë³ (1.40) çàëåæèòü ëèøå â³ä ïîõ³äíî¿ .y  
1.5. ÄÎÑÒÀÒÍß ÓÌÎÂÀ ÑËÀÁÊÎÃÎ Ì²Í²ÌÓÌÓ 
Çóïèíèìîñÿ êîðîòêî íà äîñòàòí³õ óìîâàõ ³ñíóâàííÿ ì³í³ìóìó 
(ìàêñèìóìó) ôóíêö³îíàëà íàéïðîñò³øîãî òèïó (1.2). Îáìåæèìîñÿ 
ðîçãëÿäîì ì³í³ìóìó, ÿêèé ðåàë³çóºòüñÿ íà ìíîæèí³ ãëàäêèõ êðèâèõ ç³ 
ñï³ëüíèì ïî÷àòêîì ³ ñï³ëüíèì ê³íöåì. 
Íåõàé 0( )y x  — êðèâà, ÿêà íàäàº ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó (1.2). 
Òîä³ äëÿ äîâ³ëüíî¿ ãëàäêî¿ ôóíêö³¿ ( ),h x  ùî çàäîâîëüíÿº óìîâè 
1 2( ) ( ) 0,h x h x   ³ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà   ìàºìî: 
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2
1
0 0 0( ) [ ] ( , , )
x
h
x
J y h dxF x y h y h          
 
2
1
0 0(0) ( , , ),
x
x
dxF x y y     | | 0,   
òîáòî 
 (0) 0,h   (0) 0.h    (1.43) 
ßê áóëî âñòàíîâëåíî ðàí³øå (äèâ. ëåìó 1.2.2 òà òåîðåìó Åéëåðà — 
Ëàãðàíæà), ïåðøà ç öèõ óìîâ âåäå äî ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà 
(1.4). Ðîçâ’ÿçàâøè éîãî òà ñêîðèñòàâøèñü óìîâàìè æîðñòêîãî çàêð³-
ïëåííÿ (1.3), çíàõîäèìî 0( ).y x  
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 10 1 2([ , ])C x x  ìíîæèíó ãëàäêèõ ôóíêö³é íà â³äð³ç-
êó 1 2[ , ],x x  ÿê³ äîð³âíþþòü íóëþ ïðè 1x x  ³ 2 .x x  Äðóãå ³ç ñï³ââ³ä-
íîøåíü (1.43) ïîòðåáóº ïðîàíàë³çóâàòè óìîâè, çà ÿêèõ äëÿ äîâ³ëüíî¿ 
ôóíêö³¿ 10 1 2( ) ([ , ])h x C x x  ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 
  2
1
2 2(0) 0,
x
h
x
dx Sh Rh       (1.44) 
äå S  òà R  âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç 0( )y x  çà ôîðìóëàìè 
 
0
2 2
2
( ) ,
y y
F d F
S x
dx y yy 
      
 
0
2
2
( ) .
y y
F
R x
y 
    (1.45) 
Äàë³ ââàæàºìî, ùî ( )S x  ³ ( )R x  — íåïåðåðâí³ ôóíêö³¿ íà â³äð³çêó 
1 2[ , ],x x  ³ ùî ( )R x  ùå ìàº íà 1 2[ , ]x x  íåïåðåðâíó ïîõ³äíó. 
Òåîðåìà 1.5.1. Íåð³âí³ñòü (1.44) âèêîíóºòüñÿ äëÿ äîâ³ëüíî¿ ôóíêö³¿ 
1
0 1 2( ) ([ , ])h x C x x  ëèøå òîä³, êîëè 
 
1 2[ , ]
min ( ) 0.
x x x
R x     (1.46) 
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ( )R x  äîñÿãàº ì³í³ìóìó â òî÷ö³ 
0 1 2( , ),x x x  ³ ùî 0( ) 0.R x     Îñê³ëüêè ( )R x  — íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ, 
òî ³ñíóº òàêå ÷èñëî 0,   ùî ( ) 2,R x    ÿêùî 0| | .x x    
Ðîçãëÿíåìî ïîñë³äîâí³ñòü ôóíêö³é 
0 0 0
0
1 1 2
sin ( ) sin ( ) , | | , 1,2,...,
( ) 2
0, | | .
n
n n
x x x x x x n
h x
x x
                  
 
Óñ³ ö³ ôóíêö³¿ íàëåæàòü ìíîæèí³ 10 1 2([ , ]),C x x  ³ äëÿ íèõ 
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2 0
1 0
2 0
1 0
2 2
2 2
2 2
2
5
( ) ( ) ,
4
2
( ) ( ) .
x x
n n
x x
x x
n n
x x
dx h x dx h x
n
dx h x dx h x




 
   
 
    
(1.47) 
Íåõàé 
1 2[ , ]
max ( ).
x x x
M S x  Òîä³, çã³äíî ç ôîðìóëàìè (1.47), 
 
2 0
1 0
0 0
0 0
2 2 2 2
2 2
2 2
2
(0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5
( ) ( ) .
2 4
n
x x
h n n n n
x x
x x
n n
x x
dx S x h x R x h x dx S x h x R x h x
n
M dx h x dx h x M


 
 
             
      
 
   
ßêùî 0,   òî (0) 0
nh
   ïðè 2 25 (4 | |).n M     Îòæå, óìîâà (1.46) 
º íåîáõ³äíîþ äëÿ òîãî, ùîá ôóíêö³ÿ 0( )y x  íàäàâàëà ì³í³ìóì ôóíêö³-
îíàëó (1.2). 
Äàë³ ââàæàòèìåìî, ùî ( ) 0,R x   òîáòî 0.   Öÿ óìîâà íàçèâàºòüñÿ 
ïîñèëåíîþ óìîâîþ Ëåæàíäðà. 
Çàâäàííÿ 1.5.1. Íåõàé ôóíêö³îíàë (1.2) ïîðîäæóºòüñÿ ôóíêö³ÿìè 
âèäó 
 2( , , ) 1 ( ),F x y y y H y     (1.48) 
äå çà çì³ñòîì çàäà÷³ min ( ) 0.H y   Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî äëÿ ì³í³ìóìó 
òàêîãî ôóíêö³îíàëà ïîñèëåíà óìîâà Ëåæàíäðà âèêîíóºòüñÿ. 
Òåîðåìà 1.5.2. ßêùî ïîñèëåíà óìîâà Ëåæàíäðà âèêîíóºòüñÿ, òî íå-
ð³âí³ñòü 
 
0
2 2
2
( ) 0
y y
F d F
S x
y dx y y 
        
  (1.49) 
º äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá ôóíêö³îíàë (1.2) ìàâ ì³í³ìóì íà ôóíêö³¿ 
1
0 0 1 2( ) ([ , ]).y x C x x  
Äîâåäåííÿ. Çà óìîâ òåîðåìè äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ 10 1 2( ) ([ , ])h x C x x  
ìàºìî: 
 
2 2 2
1 1 1
2 2 2 2(0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.
x x x
h
x x x
dx S x h x R x h x dx R x h x dx h x               
Çíàê ð³âíîñò³ â îñòàíí³é íåð³âíîñò³ òðåáà ïèñàòè ëèøå òîä³, êîëè 
íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ ( )h x  º òîòîæíèì íóëåì íà â³äð³çêó 1 2[ , ],x x  
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à ç îãëÿäó íà óìîâè 1 2( ) ( ) 0h x h x   — ëèøå êîëè ( ) 0.h x   Îòæå, 
(0) 0h   äëÿ íåíóëüîâèõ 10 1 2( ) ([ , ]).h x C x x  
Çàâäàííÿ 1.5.2. Äîâåä³òü, ùî ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàí-
æà äëÿ ôóíêö³é âèäó 
 ( , , ) ( ) ( )F x y y H y G y    (1.50) 
íàäàþòü ì³í³ìàëüí³ çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëó (1.2) ç-ïîì³æ óñ³õ êðèâèõ 
ç³ ñï³ëüíèì ïî÷àòêîì ³ ñï³ëüíèì ê³íöåì, ÿêùî äâ³÷³ äèôåðåíö³éîâí³ 
ôóíêö³¿ ( )H y  ³ ( )G y  çàäîâîëüíÿþòü, íàïðèêëàä, óìîâè 
( ) 0,H y   ( ) 0,G y    ( ) ( ) 0,G y y G y      2( ) ( ) ( ) 0.H y H y H y     (1.51) 
Çàâäàííÿ 1.5.3. Ïåðåâ³ðòå âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåì 1.5.1, 1.5.2 òà 
óìîâ (1.51) äëÿ ôóíêö³îíàë³â ÷àñó â çàâäàííÿõ 1.3.4, 1.4.4. 
ßêùî 
1 2[ , ]
min ( ) 0,
x x x
S x   òî ïðè âèêîíàíí³ ïîñèëåíî¿ óìîâè Ëåæàí-
äðà êâàäðàòè÷íèé ôóíêö³îíàë (1.44) ìàº àáî ëèøå äîäàòí³ çíà÷åííÿ 
äëÿ âñ³õ íåíóëüîâèõ ôóíêö³é 10 1 2( ) ([ , ]),h x C x x  àáî íàáóâàº â³ä’ºìíèõ 
çíà÷åíü äëÿ äåÿêèõ íåíóëüîâèõ ôóíêö³é öüîãî êëàñó. Ó ïåðøîìó âè-
ïàäêó ôóíêö³ÿ 0( )y x  º êðèâîþ, ùî ñïðàâä³ íàäàº ì³í³ìóì ôóíêö³îíà-
ëó (1.2), òîä³ ÿê ó äðóãîìó âîíà òàêîþ íå º. 
Ùîá ç’ÿñóâàòè, êîëè ðåàë³çóºòüñÿ ñàìå ïåðøèé âèïàäîê, â³çüìåìî 
äîâ³ëüíó íåïåðåðâíó ôóíêö³þ ( ),x  äëÿ ÿêî¿ 
 
1 2[ , ]
min ( ) 0,
x x x
x     (1.52) 
òà ðîçãëÿíåìî íà ìíîæèí³ 10 1 2([ , ])C x x  ôóíêö³îíàë á³ëüø ñêëàäíî¿ 
ñòðóêòóðè 
 
2
1
2
1
2 2
2
( ) ( ) ( ) ( )
[ ] .
( ) ( )
x
x
x
x
dx S x h x R x h x
Q h
dx x h x
  




  (1.53) 
Óâåäåííÿ ôóíêö³îíàëà (1.53) äèêòóºòüñÿ ò³ºþ îáñòàâèíîþ, ùî 
êâàäðàòè÷íèé ôóíêö³îíàë (1.44) â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæå íàáóâà-
òè íåîáìåæåíèõ çà ìîäóëåì â³ä’ºìíèõ çíà÷åíü, ÿêùî 
1 2[ , ]
min ( ) 0.
x x x
S x   
Ñïðàâä³, íåõàé îñòàííÿ óìîâà âèêîíóºòüñÿ, ³ ïðè öüîìó (0) 0
h
a    
äëÿ äåÿêî¿ ôóíêö³¿ 10 1 2( ) ([ , ]).h x C x x  Òîä³ íà ôóíêö³¿ ( )Nh x  ôóíêö³î-
íàë (1.44) íàáóâàº çíà÷åííÿ 2 0,aN   ïðè öüîìó ÷èñëî N  ìîæíà âçÿ-
òè ÿê çàâãîäíî âåëèêèì. 
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Ùî æ ñòîñóºòüñÿ ôóíêö³îíàëà (1.53), òî â³í çàäîâîëüíÿº óìîâó 
 
1 2
0 [ , ]
( )
[ ] min .
( )x x x
S x
Q h
x
       (1.54) 
Ä³éñíî, ÿêùî ( ) 0,R x   òî ïðè íåíóëüîâèõ 10 1 2( ) ([ , ])h x C x x  âíåñîê 
äîäàíêà 
2
1
2( ) ( )
x
x
dx R x h x  ó [ ]Q u  íåíóëüîâèé ³ äîäàòíèé, îñê³ëüêè ð³â-
í³ñòü 
2
1
2( ) ( ) 0
x
x
dx R x h x   ñïðàâäæóºòüñÿ ëèøå ïðè ( ) 0h x  , ùî äëÿ 
ôóíêö³é êëàñó 10 1 2([ , ])C x x  º ð³âíîñèëüíèì óìîâ³ ( ) 0h x   (äèâ. äîâå-
äåííÿ òåîðåìè 1.5.2). Òîìó ìîæåìî çàïèñàòè: 
 
2 2
1 1
2 2
1 1
2 2
0
2 2
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
[ ] .
( ) ( ) ( ) ( )
x x
x x
x x
x x
S x
dxS x h x dx x h x
x
Q h
dx x h x dx x h x
   
 
 
 
 
Ïîçíà÷èâøè 
 
1
0 1 2
0
( ) [ , ]
inf [ ],
h x C x x
Q h

    (1.55) 
äëÿ êîæíî¿ 10 1 2( ) ([ , ])h x C x x  ìàºìî: 
 
2 2
1 1
2 2 2
0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
x x
x x
dx S x h x R x h x dx x h x         (1.56) 
Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåì 1.5.1, 1.5.2 ìîæíà ïîñèëèòè 
íàñòóïíèì ÷èíîì. 
Òåîðåìà 1.5.3. Ñåðåä ãëàäêèõ êðèâèõ ç³ ñï³ëüíèì ïî÷àòêîì ³ ñï³ëü-
íèì ê³íöåì êðèâà 0( )y x  íàäàº ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó (1.2), ÿêùî 
0 0,   ³ íå íàäàº, ÿêùî 0 0.   Âèïàäîê 0 0   âèìàãàº äîäàòêîâîãî 
äîñë³äæåííÿ. 
Ùîá çíàéòè ÷èñëî 0,  çàçíà÷èìî, ùî çã³äíî ç íåð³âí³ñòþ (1.56) 
òî÷íà íèæíÿ ìåæà çíà÷åíü ôóíêö³îíàëà 
 
2 2
1 1
2 2 2
0[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x
x x
h dx S x h x R x h x dx x h x         
íà ìíîæèí³ ôóíêö³é 10 1 2([ , ])C x x  äîð³âíþº íóëþ. Íåõàé öÿ ìåæà äîñÿ-
ãàºòüñÿ íà íåíóëüîâ³é ôóíêö³¿ 10 1 2( ) ([ , ]),u x C x x  òîáòî [ ] 0.u   Òîä³ 
äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ 10 1 2( ) ([ , ])h x C x x  ³ ä³éñíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà   ôóíêö³ÿ 
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 ( ) [ ]f u h      
ìàº àáñîëþòíèé ì³í³ìóì ïðè 0.   Çâ³äñè çíàõîäèìî, ùî ôóíêö³ÿ 
( )u x  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà 
 0
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
d du x
R x S x u x x u x
dx dx
          (1.57) 
Óìîâè çàêð³ïëåííÿ ìàþòü âèãëÿä 
 1 2( ) 0, ( ) 0.u x u x    (1.58) 
Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàë³çó çàì³íèìî 0  ó ôîðìóë³ (1.57) êîìïëåê-
ñíèì ïàðàìåòðîì .z  Ä³ñòàºìî ñèñòåìó 
 
1 2
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
( ) 0, ( ) 0,
d du x
R x S x u x z x u x
dx dx
u x u x
      
    (1.59) 
ÿêà íàçèâàºòüñÿ êðàéîâîþ çàäà÷åþ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ. Äèôåðåíö³-
àëüíå ð³âíÿííÿ â í³é íàçèâàºòüñÿ ð³âíÿííÿì Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ, à äî-
äàòêîâ³ óìîâè â êðàéí³õ òî÷êàõ — êðàéîâèìè óìîâàìè. 
Ñèñòåìà (1.59) ë³í³éíà òà îäíîð³äíà â³äíîñíî ôóíêö³¿ ( ),u x  ³ òîìó 
ìàº òðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ( ) 0.u x   Ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ ïàðà-
ìåòðà z  â³í º, âçàãàë³ êàæó÷è, ºäèíèì ðîçâ’ÿçêîì, ùî çàäîâîëüíÿº 
ÿê ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ, òàê ³ êðàéîâ³ óìîâè. Ç äðóãîãî áîêó, 
ìîæóòü ³ñíóâàòè âèíÿòêîâ³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ,z  äëÿ ÿêèõ ð³âíÿí-
íÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ ìàº íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü êðàéîâ³ óìîâè. Ö³ âèíÿòêîâ³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà z  íàçèâàþòüñÿ 
âëàñíèìè çíà÷åííÿìè êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ, à â³äïîâ³äí³ 
íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè (1.59) ïðè öèõ çíà÷åííÿõ z  — âëàñíè-
ìè ôóíêö³ÿìè, ùî â³äïîâ³äàþòü öèì âëàñíèì çíà÷åííÿì. 
Çàâäàííÿ 1.5.4. Çíàéä³òü âëàñí³ çíà÷åííÿ ³ â³äïîâ³äí³ âëàñí³ ôóíê-
ö³¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1.59) äëÿ âèïàäêó, êîëè âñ³ êîåô³ö³ºíòí³ ôóíêö³¿ º 
òîòîæíèìè ñòàëèìè: ( ) ,R x    ( ) ,S x q  ( ) .x    
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïðè çàäàíèõ çíà÷åííÿõ êîåô³ö³ºíò³â çàãàëüíèé 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ ìàº âèãëÿä 
 1 1( , ) sin ( ) cos ( ).
z q z q
u x z A x x B x x
          (1.60) 
Êðàéîâà óìîâà çë³âà äàº 0,B   à êðàéîâà óìîâà ñïðàâà âåäå äî ñï³â-
â³äíîøåííÿ 
42
 2 1sin ( ) 0,
z q
A x x
     
ç ÿêîãî âèïëèâàº, ùî íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè ( 0A  ) ³ñíóþòü ëèøå 
ïðè òàêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà :z  
 
2 2
2
2 1
1
,
( )n
n
z q
x x
     
 1,2,....n    (1.61) 
Â³äïîâ³äí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ ìàþòü âèãëÿä 
 1
2 1
( )
( , ) sin .n
n x x
u x z A
x x
     (1.62) 
Ïîâåðòàþ÷èñü äî ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ â (1.59), ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç ( , )x z  òîé éîãî ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé çë³âà çàäîâîëüíÿº 
óìîâè 
 1 1( , ) 0, ( , ) 1.x z x z      (1.63) 
Çàñòîñîâóþ÷è ñòàíäàðòí³ ìåòîäè òåîð³¿ çâè÷àéíèõ ë³í³éíèõ äè-
ôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ìîæíà ïîêàçàòè (äèâ. ï³äðîçä³ë 5.2), ùî ïðè 
ô³êñîâàíèõ çíà÷åííÿõ çì³ííî¿ x  ôóíêö³ÿ ( , )x z  º ö³ëîþ â³äíîñíî 
ïàðàìåòðà ,z  òîáòî àíàë³òè÷íîþ íà â³äêðèò³é êîìïëåêñí³é ïëîùèí³. 
Ïîð³âíþþ÷è ïåðø³ êðàéîâ³ óìîâè â (1.59) ³ (1.63), áà÷èìî, ùî êîæíà 
âëàñíà ôóíêö³ÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1.59) ïðîïîðö³éíà ôóíêö³¿ ( , ),x z  
ÿêùî z  çá³ãàºòüñÿ ç âëàñíèì çíà÷åííÿì. Ç äðóãî¿ êðàéîâî¿ óìîâè â 
(1.59) çíàõîäèìî, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ çàäà÷³ (1.59) º íóëÿìè ôóíêö³¿ 
2( , ),x z  òîáòî êîðåíÿìè ð³âíÿííÿ 2( , ) 0.x z   Îñê³ëüêè îäíîçíà÷-
íà àíàë³òè÷íà ôóíêö³ÿ â îáëàñò³ àíàë³òè÷íîñò³ ìîæå ìàòè ëèøå ³çî-
ëüîâàí³ íóë³, òî â êîæíîìó êðóç³ ñê³í÷åííîãî ðàä³óñà íà êîìïëåêñí³é 
ïëîùèí³ ìîæå çíàõîäèòèñÿ ëèøå ñê³í÷åííà ê³ëüê³ñòü âëàñíèõ çíà-
÷åíü êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1.59). Òîìó ö³ âëàñí³ çíà÷åííÿ óòâîðþþòü ïîñë³-
äîâí³ñòü òî÷îê  nz  ³ç ºäèíîþ òî÷êîþ ñêóï÷åííÿ íà íåñê³í÷åííîñò³. 
Íåõàé nz  — âëàñíå çíà÷åííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1.59), à ( )nu x  — 
âëàñíà ôóíêö³ÿ, ÿêà éîìó â³äïîâ³äàº. Ïîìíîæèâøè ë³âó ³ ïðàâó ÷àñ-
òèíè ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ äëÿ ( )nu x  íà êîìïëåêñíî ñïðÿæå-
íó ôóíêö³þ ( )nu x  òà ç³íòåãðóâàâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè çäîáóòî¿ ð³âíîñò³ 
çà x  ó ìåæàõ â³ä 1x  äî 2,x  ä³ñòàºìî: 
  2 2 2
1 1 1
2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
x x x
n n n n n
x x x
d
u x R x u x dx S x u x dx z x u x dx
dx
        (1.64) 
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Îá÷èñëþþ÷è ïåðøèé ³íòåãðàë â (1.64) ÷àñòèíàìè, ç óðàõóâàííÿì êðà-
éîâèõ óìîâ (1.59) äàë³ çíàõîäèìî: 
 
2 2
1 1
2
1
2 2
2
( ) ( ) ( ) ( )
.
( ) ( )
x x
n n
x x
n x
n
x
R x u x dx S x u x dx
z
x u x dx
 


 

  (1.65) 
Âèðàç ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíîñò³ (1.65) — öå ä³éñíà âåëè÷èíà. Çâ³äñè 
áà÷èìî, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ (1.59) º 
ä³éñíèìè ÷èñëàìè. 
Äëÿ ä³éñíèõ ÷èñåë nz  êîåô³ö³ºíòè â ð³âíÿíí³ (1.59) äëÿ ôóíêö³¿ 
( )nu x  ñòàþòü ä³éñíèìè, òîìó ä³éñíèìè º ôóíêö³ÿ ( , )nx z  òà (ïðè ä³é-
ñíèõ êîåô³ö³ºíòàõ nC ) âëàñí³ ôóíêö³¿ ( ) ( , ).n n nu x C x z   Çãàäàâøè îçíà-
÷åííÿ (1.53) ôóíêö³îíàëà [ ]Q h  ³ íåð³âí³ñòü (1.54), ä³ñòàºìî: 
 
1 2
0 [ , ]
( )
[ ] min .
( )n n x x x
S x
z Q u
x
       (1.66) 
Òèì ñàìèì ìè äîâåëè, ùî ïðàâèëüíà 
Òåîðåìà 1.5.4. Âëàñí³ çíà÷åííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ë-
ëÿ (1.59) º ä³éñíèìè ÷èñëàìè ç ³íòåðâàëó 0( , )   ç ºäèíîþ òî÷êîþ 
ñêóï÷åííÿ íà .  
Ç îçíà÷åííÿ (1.55) òà ñèñòåìè (1.57), (1.58) áà÷èìî, ùî 0  º âëàñ-
íèì çíà÷åííÿì, ïðè÷îìó íàéìåíøèì. Òîìó òåîðåìó 1.5.3 ìîæíà ñôîð-
ìóëþâàòè òàê: 
Òåîðåìà 1.5.5. Ñåðåä ãëàäêèõ êðèâèõ ç³ ñï³ëüíèì ïî÷àòêîì ³ ñï³ëü-
íèì ê³íöåì êðèâà 0( )y x  íàäàº ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó (1.2), ÿêùî íàé-
ìåíøå âëàñíå çíà÷åííÿ 0  êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ (1.59) 
äîäàòíå, ³ íå íàäàº, ÿêùî âîíî â³ä’ºìíå. 
Çàâäàííÿ 1.5.5. Íåõàé 
1 2[ , ]
min ( )
x x x
R x    ³ 1 2[ , ]min ( ) .x x x S x q   Äîâåä³òü, ùî 
0 0,   ÿêùî 
 
2
2
2 1
0.
( )
q
x x
     (1.67) 
Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ íåð³âí³ñòþ 
 
2 2
1 1
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x
x x
dx S x h x R x h x dx qh x h x            
òà ðåçóëüòàòîì çàâäàííÿ 1.5.4. 
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Çàâåðøèìî öåé ï³äðîçä³ë, íàâ³âøè ùå îäíó äîñòàòíþ óìîâó ì³í³-
ìóìó ôóíêö³îíàëà (1.2) ïðè âèêîíàíí³ ïîñèëåíî¿ óìîâè Ëåæàíäðà. 
Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ââåäåíèé âèùå ðîçâ’ÿçîê ( , )x z  ð³âíÿííÿ 
Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ (1.59), ï³äêîðåíèé óìîâàì (1.63). Ç òåîð³¿ ð³âíÿí-
íÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ â³äîìî, ùî ê³ëüê³ñòü íóë³â ôóíêö³¿ ( ,0)x  â 
³íòåðâàë³ 1 2( , )x x  òî÷íî çá³ãàºòüñÿ ç ê³ëüê³ñòþ â³ä’ºìíèõ âëàñíèõ çíà-
÷åíü êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1.59). Îòæå, êðèâà 0( )y x  íàäàº ôóíêö³îíàëó 
(1.2) ì³í³ìóì, ÿêùî ôóíêö³ÿ ( ,0)x  íå ìàº íóë³â íà ³íòåðâàë³ 1 2( , ].x x  
Öÿ óìîâà â³äîìà ÿê ïîñèëåíà óìîâà ßêîá³. 
Âèêîíàííÿ ïîñèëåíèõ óìîâ Ëåæàíäðà òà ßêîá³ º äîñòàòíüîþ óìîâîþ 
òîãî, ùîá åêñòðåìàëü 0( )y x  íàäàâàëà ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó íàéïðîñò³-
øîãî òèïó (1.2) íà êëàñ³ ãëàäêèõ êðèâèõ. Äîñòàòíÿ óìîâà ìàêñèìóìó 
ôîðìóëþºòüñÿ àíàëîã³÷íî, ëèøå òåïåð 0.R   
Çàâäàííÿ 1.5.6. Ñåðåä ãëàäêèõ êðèâèõ, ÿê³ ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êè 
(0,0)A  ³ (1,1),B  çíàéä³òü òó, ÿêà íàäàº åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëó 
 
1
3
0
[ ]  .J y dx y   
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà äëÿ 
öüîãî ôóíêö³îíàëà 1 2( ) .y x C x C   Ç óðàõóâàííÿì óìîâ çàêð³ïëåííÿ 
ìàºìî 0( ) .y x x  
Ïîñèëåíà óìîâà Ëåæàíäðà äëÿ ôóíêö³¿ 0( )y x  âèêîíóºòüñÿ ñêð³çü 
íà ³íòåðâàë³ (0,1) :  
0
2
02
6 6 0.
y y
F
R y
y 
      Ïåðåâ³ðÿºìî âèêîíàí-
íÿ ïîñèëåíî¿ óìîâè ßêîá³. Ïîòð³áíî çíàéòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
(1.59) ïðè 6,R   0S   ³ 0.z   Âîíî íàáèðàº âèãëÿäó ( ,0) 0,x   
çâ³äêè 1 2( ,0) ,x D x D    1D  ³ 2D  — ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ. Óìîâè çë³âà 
(0,0) 0,   (0,0) 1   îñòàòî÷íî äàþòü: ( ,0) .x x   Öÿ ôóíêö³ÿ íå ìàº 
æîäíèõ íóë³â íà ³íòåðâàë³ (0,1].  
Îòæå, åêñòðåìàëü 0( )y x x  íàäàº ì³í³ìóì çàäàíîìó ôóíêö³îíàëó. 
Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà áóëî á îòðèìàòè â³äðàçó, ñêîðèñòàâøèñü òåîðå-
ìîþ 1.5.2. 
Âèâ÷åííÿ äîñòàòí³õ óìîâ åêñòðåìóìó äëÿ á³ëüø ñêëàäíèõ òèï³â 
ôóíêö³îíàë³â º çíà÷íî ñêëàäí³øèì ³ òîìó â öüîìó òåêñò³ íå ïðîâî-
äèòüñÿ. ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, ó ô³çè÷íèõ òà ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ ³ñíó-
âàííÿ òàêèõ åêñòðåìóì³â âèïëèâàº ³ç ñàìî¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³. 
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ÊÎÍÒÐÎËÜÍ² ÏÈÒÀÍÍß ÄÎ ÐÎÇÄ²ËÓ 1 
1. ßê âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêö³îíàëè íà ìíîæèí³ ãëàäêèõ ôóíêö³é íà â³äð³ç-
êó 1 2[ , ]x x ?  Íàâåä³òü ïðèêëàäè òàêèõ ôóíêö³îíàë³â. ×è º â³äì³íí³ñòü 
ì³æ ïîíÿòòÿìè ôóíêö³¿ ³ ôóíêö³îíàëà? 
2. Ó ÷îìó ïîëÿãàº îñíîâíà çàäà÷à âàð³àö³éíîãî ÷èñëåííÿ? Ñôîðìóëþé-
òå ëåìè, ÿê³ ïîñò³éíî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè â³äøóêàíí³ íåîáõ³äíèõ 
óìîâ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó ö³º¿ çàäà÷³. 
3. ßêå ð³âíÿííÿ ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè êðèâà 0( ),y x  ÿêà íàäàº åêñòðå-
ìóì ôóíêö³îíàëó 
2
1
[ ] ( , , )
x
x
J y F x y y dx   ó êëàñ³ ôóíêö³é 1 1 2([ , ]),C x x  äå 
F  — äâ³÷³ äèôåðåíö³éîâíà çà âñ³ìà àðãóìåíòàìè? ßêà äîäàòêîâà 
óìîâà ãàðàíòóº äèôåðåíö³éîâí³ñòü äâ³÷³ åêñòðåìàëüíî¿ êðèâî¿ 0( )y x ?  
4. Ó ÿêèõ âèïàäêàõ ïîðÿäîê ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà ìîæíà ïî-
íèçèòè? ßê³ êðèâ³ ìîæóòü áóòè åêñòðåìàëÿìè ôóíêö³îíàëà íàé-
ïðîñò³øîãî òèïó, ÿêùî éîãî ³íòåãðàíò ( , , )F x y y  çàëåæèòü ëèøå 
â³ä y ?  Çíàéä³òü ïåðøèé ³íòåãðàë ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà äëÿ 
âèïàäêó, êîëè ³íòåãðàíò ôóíêö³îíàëà íàéïðîñò³øîãî òèïó íå çàëå-
æèòü â³ä .x  
5. ßêà óìîâà º íåîáõ³äíîþ äëÿ òîãî, ùîá åêñòðåìàëüíà êðèâà 0( )y x  íà-
äàâàëà ñëàáêèé ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó íàéïðîñò³øîãî òèïó? ßêó âè-
ìîãó òðåáà äîäàòè äî íå¿, ùîá óæå îòðèìàòè êðèòåð³é ñëàáêîãî ì³-
í³ìóìó â³äïîâ³äíîãî ôóíêö³îíàëà? 
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Ðîçä³ë 2 
ÑÊËÀÄÍ²Ø² ÒÈÏÈ ÂÀÐ²ÀÖ²ÉÍÈÕ ÇÀÄÀ× 
2.1. ÇÀÄÀ×² Ç ÐÓÕÎÌÈÌÈ Ê²ÍÖßÌÈ 
Äî öüîãî ÷àñó ïðè âèâ÷åíí³ ôóíêö³îíàëà (1.2) ðîçãëÿäàëèñÿ ëèøå 
ò³ ãëàäê³ êðèâ³, ê³íö³ ÿêèõ æîðñòêî çàêð³ïëåíî â íåðóõîìèõ òî÷êàõ ç 
àáñöèñàìè 1x  òà 2.x  Îðäèíàòè öèõ òî÷îê çàäàâàëèñÿ ñï³ââ³äíîøåí-
íÿìè (1.3). 
Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Äîäàòêîâ³ óìîâè, ÿêèì ï³äêîðÿþòüñÿ çíà÷åííÿ 
äîïóñòèìèõ ôóíêö³é òà ¿õ ïîõ³äíèõ íà ìåæàõ äîñë³äæóâàíîãî ³íòåð-
âàëó, íàçèâàþòüñÿ êðàéîâèìè. 
Êðàéîâ³ óìîâè (1.3) çàäàâàëèñÿ ççîâí³ ³ í³ÿêèì ÷èíîì íå áóëè 
ïîâ’ÿçàí³ ç ÿâíèì âèäîì ôóíêö³îíàëà (1.2). ²íøà ñèòóàö³ÿ çóñòð³÷àºòüñÿ 
ó âèïàäêàõ, êîëè åêñòðåìóì ôóíê-
ö³îíàëà (1.2) âèâ÷àºòüñÿ íà á³ëüø 
øèðîêîìó êëàñ³ ãëàäêèõ ôóíêö³é, 
íàïðèêëàä, êîëè ê³íö³ äîïóñòè-
ìèõ êðèâèõ ìîæóòü â³ëüíî êîâçàòè 
âçäîâæ äåÿêèõ êðèâèõ. Òåïåð ÿâíèé 
âèãëÿä êðàéîâèõ óìîâ çàëåæèòü 
â³ä êîíêðåòíîãî âèäó ³íòåãðàíòà 
( , , ),F x y y  à íåîáõ³äíà óìîâà ³ñ-
íóâàííÿ åêñòðåìóìó âèìàãàº, ùîá 
åêñòðåìàëüíà êðèâà çàäîâîëüíÿëà 
ÿê â³äïîâ³äíå ð³âíÿííÿ Åéëåðà — 
Ëàãðàíæà, òàê ³ ö³ íîâ³ óìîâè. 
Çíàéäåìî íåîáõ³äí³ óìîâè ³ñ-
íóâàííÿ åêñòðåìóìó ôóíêö³îíàëà 
(1.2) ó êëàñ³ 1 1 2([ , ])C x x  êðèâèõ, 
ë³â³ ê³íö³ ÿêèõ æîðñòêî çàêð³ïëåíî â òî÷ö³ 1,x x  à ïðàâ³ ìîæóòü â³ëü-
íî êîâçàòè âçäîâæ âåðòèêàëüíî¿ ïðÿìî¿ 2x x  (ðèñ. 2.1). 
Ïðè ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ çë³âà 
 1 1( )y x y   (2.1) 
íåîáõ³äíà óìîâà åêñòðåìóìó íàáèðàº âèãëÿäó (äèâ. ôîðìóëó (1.6)) 
Ðèñ. 2.1. Äîïóñòèì³ ãëàäê³ êðèâ³, 
ÿê³ çàê³í÷óþòüñÿ â äîâ³ëüíèõ òî÷-
êàõ ïðÿìî¿ x = x
2
 («ïðàâ³ ê³íö³ êðè-
âèõ â³ëüíî êîâçàþòü ïî âåðòèêàë³») 
y1 
 y 
O  x1  x2  x
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2
12
( ) ( ) 0.
x
xx x
F F d F
h x dx h x
y y dx y
              (2.2) 
Òå æ ñàìå ìîæåìî çàïèñàòè â òåðì³íàõ âàð³àö³¿ ( )y x  ôóíêö³¿ ( ) :y x  
 
2
12
( ) ( ) 0.
x
xx x
F F d F
y x dx y x
y y dx y
               (2.3) 
Íà ³íòåðâàë³ 1 2( , ),x x  à òàêîæ ó òî÷ö³ 2x x  çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( )h x  
(âàð³àö³¿ ( ))y x  äîâ³ëüí³. Êîðèñòóþ÷èñü öèì, ðîçãëÿíåìî ñïåðøó 
îêðåìèé âèïàäîê, êîëè 2( ) 0h x   2( ( ) 0).y x   Òîä³ ïåðøèé äîäàíîê ó 
(2.2) (³ (2.3)) äîð³âíþº íóëþ. Ó ñèëó æ äîâ³ëüíîñò³ ôóíêö³¿ ( )h x  (âà-
ð³àö³¿ ( ))y x  íà ³íòåðâàë³ 1 2( , )x x  äðóãèé äîäàíîê äîð³âíþº íóëþ òîä³, 
êîëè äîð³âíþº íóëþ âèðàç ó ô³ãóðíèõ äóæêàõ, òîáòî êîëè ñïðàâäæó-
ºòüñÿ ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà (1.4). 
Íåõàé òåïåð çíà÷åííÿ 2( )h x  (÷è 2( ))y x  äîâ³ëüí³. Äðóãèé äîäàíîê 
ó (2.2) (³ (2.3)) äîð³âíþº íóëþ, áî øóêàíà åêñòðåìàëü, íàëåæà÷è äî 
á³ëüø øèðîêîãî êëàñó äîïóñòèìèõ êðèâèõ, ìàº çàäîâîëüíÿòè íåîá-
õ³äíó óìîâó åêñòðåìóìó äëÿ á³ëüø âóçüêîãî êëàñó êðèâèõ ³ç çàêð³ïëå-
íèìè ê³íöÿìè, òîáòî ìàº ñïðàâäæóâàòèñÿ ð³âíÿííÿ (1.4). Òîä³ ïåð-
øèé äîäàíîê ó (2.2) (³ (2.3)) äîð³âíþº íóëþ ëèøå çà óìîâè 
 
2
0
x x
F
y 
    (2.4) 
– ä³ñòàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêîìó ïîâèíí³ ï³äêîðÿòèñÿ çíà÷åííÿ 
åêñòðåìàë³ òà ¿¿ ïîõ³äíî¿ â òî÷ö³ 2.x x  
Òàêèì ÷èíîì, íåîáõ³äíà óìîâà ³ñíóâàííÿ åêñòðåìóìó ôóíêö³îíà-
ëà (1.2) ó êëàñ³ ãëàäêèõ êðèâèõ, ë³â³ ê³íö³ ÿêèõ æîðñòêî çàêð³ïëåíî, 
à ïðàâ³ ìîæóòü â³ëüíî êîâçàòè âçäîâæ âåðòèêàëüíî¿ ïðÿìî¿ 2,x x  
ñêëàäàºòüñÿ ç: à) ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà (1.4); á) êðàéîâî¿ óìî-
âè (2.1); â) êðàéîâî¿ óìîâè (2.4). Äîäàòêîâî òðåáà ïåðåâ³ðèòè íàëåæ-
í³ñòü çíàéäåíèõ ðîçâ’ÿçê³â åêñòðåìàëüíî¿ çàäà÷³ ñàìå äî êëàñó ãëàä-
êèõ êðèâèõ. 
Çàóâàæåííÿ 2.1.1. ßêùî é ë³â³ ê³íö³ äîïóñòèìèõ êðèâèõ ìîæóòü 
â³ëüíî êîâçàòè ïî âåðòèêàë³ 1,x x  òî óìîâà (2.1) çàì³íÿºòüñÿ óìîâîþ 
(2.4), çàïèñàíîþ äëÿ 1.x x  Ó çàãàëüíîìó æ âèïàäêó êðàéîâ³ óìîâè º 
ð³çíèìè êîìá³íàö³ÿìè óìîâ (1.3), (2.1), (2.4) òà ¿ì ïîä³áíèõ. Êîíêðåò-
íèé âèãëÿä êðàéîâî¿ óìîâè â çàäàí³é òî÷ö³ âèçíà÷àºòüñÿ õàðàêòåðîì îá-
ìåæåííÿ íà ïîâåä³íêó äîïóñòèìî¿ êðèâî¿ ó ö³é òî÷ö³. 
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Çàâäàííÿ 2.1.1. Ïî ÿê³é êðèâ³é, ðîçòàøîâàí³é ó âåðòèêàëüí³é ïëî-
ùèí³ XOY  (â³ñü OX  íàïðÿìëåíà ãîðèçîíòàëüíî, â³ñü OY  — âåðòè-
êàëüíî âíèç), ìàº ðóõàòèñÿ ìàòåð³àëüíà òî÷êà ï³ä ä³ºþ ñèëè òÿæ³ííÿ, 
ùîá, â³äïðàâèâøèñü ³ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò ç íóëüîâîþ ïî÷àòêîâîþ 
øâèäê³ñòþ, ïåðåòíóòè âåðòèêàëüíó ïðÿìó x l  çà íàéêîðîòøèé ÷àñ? 
(Ìîäèô³êîâàíà çàäà÷à ïðî áðàõ³ñòîõðîíó ². Áåðíóëë³.) 
Âêàç³âêà: ( ) 0;y l   äèâ. òàêîæ çàâäàííÿ 1.3.4. 
Â³äïîâ³äü: ( ) ( sin ),
l
x      ( ) (1 cos ),
l
y      [0, ].   
Çàâäàííÿ 2.1.2. Ãîðèçîíòàëüíèé òîíêèé ñòåðæåíü äîâæèíîþ L 
æîðñòêî çàêð³ïëåíî â òî÷ö³ .A  Äî éîãî äðóãîãî ê³íöÿ B  ï³äâ³øåíî 
êóëüêó ìàñîþ .m  Íåõòóþ÷è ìàñîþ ñòåðæíÿ, çíàéä³òü éîãî ð³âíîâàæ-
íèé ïðîô³ëü (ðèñ. 2.2). 
O  A  xb ≈ L 
 B
 m
 α 
 y 
Ðèñ. 2.2. Ïðîãèí ñòåðæíÿ ï³ä âàãîþ êóëüêè. Äëÿ íàî÷íîñò³ âåëè÷èíó 
ïðîãèíó ïåðåá³ëüøåíî 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Òðåáà çíàéòè ôóíêö³þ ( ),y y x  ÿêà ðåàë³çóº ì³í³ìóì 
ôóíêö³îíàëà ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè 1 2.Ï Ï Ï   Òóò: 1Ï  — 
ôóíêö³îíàë ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè â ïîë³ ñèëè òÿæ³ííÿ; â³í 
äîð³âíþº ïîòåíö³àëüí³é åíåðã³¿ êóëüêè: 
 1 ,Ï mgY    (2.5) 
äå Y  — îðäèíàòà òî÷êè B  (åíåðã³þ âèì³ðþºìî â³ä ð³âíÿ 0,y   íå-
ñóòòºâó àäèòèâíó ñòàëó ,mga  a — äîâæèíà íèòêè, îïóñêàºìî); 2Ï  — 
ôóíêö³îíàë ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ ïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ ñòåðæíÿ; â³í 
îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ 
 
2
2
0
1
,
2
L d
Ï EJ dl
dl
       (2.6) 
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äå   — êóò ì³æ äîòè÷íîþ äî ïðîô³ëþ ( )y x  ³ â³ññþ ,OX  1d dl R   — 
êðèâèíà ñòåðæíÿ (R  — ðàä³óñ êðèâèíè), E  — ìîäóëü ðîçòÿãó Þíãà, 
J  — ãîëîâíèé ìîìåíò ³íåðö³¿ ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ñòåðæíÿ. 
Çàóâàæèìî, ùî ãîëîâí³ ìîìåíòè ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó S  â³äíîñ-
íî ãîëîâíèõ îñåé   ³   âèçíà÷àþòüñÿ ïîä³áíî äî çâè÷àéíèõ ìîìåíò³â 
³íåðö³¿, ëèøå çàì³ñòü åëåìåíòà ìàñè ó â³äïîâ³äíèõ ôîðìóëàõ ñòî¿òü 
åëåìåíò ïîâåðõí³ :dS  
 2,
S
J dS    2 .
S
J dS    
Äëÿ êðóãîâîãî ïåðåð³çó ðàä³óñîì ,R  ó ÿêîãî öåíòð ³íåðö³¿ çíàõîäèòüñÿ 
â öåíòð³ êðóãà, à íàïðÿìè ãîëîâíèõ îñåé äîâ³ëüí³, 4 4.J J J R    
Âèðàçèâøè îðäèíàòó Y  ÷åðåç êóò ,  
 
0
sin ,
L
AB
Y dy dl     
äëÿ Ï  ä³ñòàºìî: 
 2
0
1
sin .
2
L
Ï dl EJ mg
        
Ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà Ï  ðåàë³çóºòüñÿ äëÿ ôóíêö³¿ ( ),l    ÿêà 
çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
 cos 0EJ mg     
òà êðàéîâ³ óìîâè (0) 0,   ( ) 0.L   
Óâàæàþ÷è, ùî ïðîãèí ñòåðæíÿ ìàëèé ( 1),   òà íåõòóþ÷è âå-
ëè÷èíàìè äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³, ìîæåìî çàïèñàòè: cos 1,   
( ) tg .y x      Áà÷èìî òàêîæ, ùî äîâæèíà ñòåðæíÿ â öüîìó íàáëè-
æåíí³ çàëèøàºòüñÿ íåçì³ííîþ: 
 2
0 0
1 ,
L b
L dl dx y b      
äå b  — àáñöèñà òî÷êè .B  Òîìó ,y    ,y    à ð³âíÿííÿ äëÿ ïðî-
ô³ëþ ñòåðæíÿ òà êðàéîâ³ óìîâè íàáèðàþòü âèãëÿäó 
 0,EJy mg    (0) (0) ( ) 0,y y y L      (2.7) 
çâ³äêè 
 3 22 1 0( ) .6
mg
y x x C x C x C
EJ
      
Ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ äîð³âíþþòü: 0 0,C   1 0,C   2 (2 ).C mgL EJ  
Îòæå, îñòàòî÷íà â³äïîâ³äü òàêà: 
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 2( ) 3 ).
6
(mgy x x L x
EJ
   
Çàäà÷³ ïðî ôîðìó äåôîðìîâàíèõ ñòåðæí³â, áàëîê òà ïîâåðõîíü çà 
òèõ ÷è ³íøèõ êðàéîâèõ óìîâ ñêëàäàþòü ïðåäìåò âèâ÷åííÿ òåîð³¿ ïðóæ-
íîñò³ òà ¿¿ ñïðîùåíîãî âàð³àíòà — îïîðó ìàòåð³àë³â. ßê ïðàâèëî, äëÿ ¿õ 
ðîçâ’ÿçàííÿ äîâîäèòüñÿ àíàë³çóâàòè ôóíêö³îíàëè, ùî çàëåæàòü â³ä ôóíê-
ö³¿ òà ¿¿ âèùèõ ïîõ³äíèõ. Òàê³ ôóíêö³îíàëè âèâ÷àþòüñÿ â ï³äðîçä³ë³ 2.2. 
Ïîäàëüøèì óçàãàëüíåííÿì ôóíêö³îíàë³â íàéïðîñò³øîãî òèïó 
(1.2) âèñòóïàþòü ôóíêö³îíàëè âèäó 
 [ ] ( , , ),J y dxF x y y

    (2.8) 
ùî çàäàþòüñÿ íà ìíîæèí³ ãëàäêèõ êðèâèõ ,  ê³íö³ ÿêèõ ìîæóòü êîâ-
çàòè ïî â³äîìèõ ãëàäêèõ ë³í³ÿõ ( )y x   òà ( )y x   (íå îáîâ’ÿçêîâî 
âåðòèêàëüíèõ). Êð³ì íîâèõ êðàéîâèõ óìîâ, íîâèì åëåìåíòîì â³äïî-
â³äíî¿ åêñòðåìàëüíî¿ çàäà÷³ º òå, ùî àáñöèñè ïî÷àòêó òà ê³íöÿ åêñòðå-
ìàëüíî¿ êðèâî¿ òåæ òðåáà â³äøóêóâàòè. 
Çíàéäåìî åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëà òèïó (2.8) ó êëàñ³ ãëàäêèõ êðè-
âèõ, ë³â³ ê³íö³ ÿêèõ æîðñòêî çàêð³ïëåíî â òî÷ö³ 0,x   à ïðàâ³ ìîæóòü 
êîâçàòè âçäîâæ ãëàäêî¿ êðèâî¿ ( ).y x   Äëÿ öüîãî ôóíêö³îíàë ïîäà-
ìî ó âèãëÿä³ ³íòåãðàëà ç³ çì³ííîþ âåðõíüîþ ìåæåþ: 
 
0
[ ] ( , , ).
x
J y dxF x y y 

  (2.9) 
Íåõàé éîãî åêñòðåìóì äîñÿãàºòüñÿ íà êðèâ³é ( ),y y x  ïðàâèé ê³íåöü 
ÿêî¿ ìàº àáñöèñó 2.x  Îñê³ëüêè îñòàíí³é ëåæèòü íà êðèâ³é ( ),y x   
ìîæåìî çàïèñàòè (äèâ. ðèñ. 2.3): 
 2 2( ) ( ).y x x    (2.10) 
Çë³âà æ ìàºìî: 
 (0) 0.y    (2.11) 
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìíîæèíó äîïóñòèìèõ êðèâèõ ( ) ( ),y x h x  äå 
  — ìàëèé ïàðàìåòð, ( )h x  — äîâ³ëüíà ãëàäêà ôóíêö³ÿ. Ïðàâ³ ê³íö³ 
äîïóñòèìèõ êðèâèõ ëåæàòü íà êðèâ³é ( ),y x   òîìó ¿õ àáñöèñè x  çà-
äîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 ( ) ( ) ( ).y x h x x       (2.12) 
Çàóâàæèìî, ùî àáñöèñè x  çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòðà ,  ïðè÷îìó 
ïðè 0   (äëÿ åêñòðåìàëüíî¿ êðèâî¿) 2(0) .x x  Çë³âà é äàë³ ìàºìî 
(0) (0) 0,y h   òîáòî (0) 0.h   
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 y 
  y(x) 
O  x2  x
  y(x)+αh(x) 
  ȥ(x) 
 x ∼
Ðèñ. 2.3. Â³ëüíå êîâçàííÿ ïðàâèõ ê³íö³â äîïóñòèìèõ êðèâèõ ïî çàäàí³é 
êðèâ³é (x) 
Äëÿ åêñòðåìàë³ ( )y x  ôóíêö³ÿ ( ) [ ]J y h     íàáóâàº åêñòðåìóìó. 
Ìîæåìî çàïèñàòè: 
 
2
2
2
2
(0)
0
2
0
(0) (0) ( ) ( )
(0) ( ) ( ) 0.
x
x x
x
x x
x x
F F
F x dx h x h x
y y
F F d F
F x h x dx h x
y y dx y



              
              




   (2.13) 
×èñëî (0)x  çíàõîäèìî, äèôåðåíö³þþ÷è (2.12) çà :  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),y x x h x h x x x x                    
 2
2 2
( )
(0)
( ) ( )
h x
x
x y x
     . 
Ä³ñòàºìî: 
 
2
2
2
0
( ) ( ) 0.
x
x x
F F F d F
h x dx h x
y y y dx y
                      
Çâ³äñè, ç îãëÿäó íà äîâ³ëüí³ñòü ôóíêö³¿ ( )h x  íà ïðîì³æêó 2(0, ],x  ðî-
áèìî âèñíîâîê, ùî åêñòðåìàëü ( )y x  ìàº çàäîâîëüíÿòè ÿê ð³âíÿííÿ 
Åéëåðà — Ëàãðàíæà (1.4), òàê ³ òàêó êðàéîâó óìîâó ñïðàâà: 
  
2
0.
x x
F
F y
y 
          (2.14) 
Êð³ì òîãî, ïîâèíí³ ñïðàâäæóâàòèñÿ ð³âíîñò³ (2.11) (êðàéîâà óìîâà 
äëÿ æîðñòêî çàêð³ïëåíîãî ë³âîãî ê³íöÿ) òà (2.10) (ïðàâèé ê³íåöü åêñ-
òðåìàë³ ëåæèòü íà çàäàí³é êðèâ³é). 
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Ñï³ââ³äíîøåííÿ (2.14) íàçèâàºòüñÿ óìîâîþ òðàíñâåðñàëüíîñò³. 
Ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó âåðòèêàëüíî¿ ïðÿìî¿ ( )   âîíî ïåðåõî-
äèòü ó êðàéîâó óìîâó (2.4). Ãðàíè÷íèé âèïàäîê ãîðèçîíòàëüíî¿ ïðÿ-
ìî¿ ä³ñòàºìî, ïîêëàâøè 0.   
Êîðèñòóþ÷èñü ïîïåðåäí³ìè ðåçóëüòàòàìè, ìîæåìî òåïåð ñôîðìó-
ëþâàòè çàãàëüíó ñõåìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ åêñòðåìàëüíî¿ çàäà÷³ äëÿ ôóíê-
ö³îíàëà (2.8). Ñïåðøó ðîçâ’ÿçóºìî ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà (1.4) 
òà çíàõîäèìî äâîïàðàìåòðè÷íó ñ³ì’þ êðèâèõ 1 2( , , ).y y x C C  Ïîò³ì 
ñåðåä íèõ â³äøóêóºìî ò³, ÿê³ íà ë³âèõ (ç àáñöèñîþ 1)x  ³ ïðàâèõ (ç àá-
ñöèñîþ 2 )x  ê³íöÿõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òðàíñâåðñàëüíîñò³ 
  
1
0,
x x
F
F y
y 
          
2
0
x x
F
F y
y 
          (2.15) 
òà ð³âíÿííÿ 
 1 1 2 1( , , ) ( ),y x C C x   2 1 2 2( , , ) ( ).y x C C x    (2.16) 
Çà äîïîìîãîþ öèõ ÷îòèðüîõ ð³âíÿíü çíàõîäèìî 1,x  2,x  1C  òà 2.C  
Ï³äêðåñëèìî, ùî óìîâà òðàíñâåðñàëüíîñò³ ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ 
ëèøå äëÿ òîãî ê³íöÿ åêñòðåìàëüíî¿ êðèâî¿, ÿêèé ìîæå â³ëüíî ðóõàòè-
ñÿ ïî ïåâí³é êðèâ³é (÷è ïîâåðõí³). 
Çàâäàííÿ 2.1.3. Çíàéä³òü íàéêîðîòøó â³äñòàíü â³ä òî÷êè (0,0)A  äî 
êðèâî¿ ( ).y x   
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Òðåáà çíàéòè äîâæèíó L  åêñòðåìàë³ ( )y y x  ôóíê-
ö³îíàëà 
 2
0
[ ] 1 ,
x
J y dx y 

 
ÿêà ç’ºäíóº òî÷êó A  ç äåÿêîþ òî÷êîþ B  (ç ïîêè ùî íåâ³äîìîþ àá-
ñöèñîþ 2x ) íà ë³í³¿ ( ) :y x   2 2( ) ( ).y x x   Êðàéîâà óìîâà â òî÷ö³ A  
ìàº âèãëÿä (0) 0.y   Óìîâà òðàíñâåðñàëüíîñò³ â òî÷ö³ B  çàïèñóºòüñÿ 
ÿê 2 2( ) ( ) 1,y x x     òîáòî âèðîäæóºòüñÿ â óìîâó îðòîãîíàëüíîñò³ åêñ-
òðåìàë³ òà çàäàíî¿ êðèâî¿. 
Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà â íàøîìó âè-
ïàäêó â³äîìèé: 1 2( ) .y x C x C   Ç óðàõóâàííÿì êðàéîâèõ óìîâ äëÿ åêñ-
òðåìàë³ ä³ñòàºìî: 
2
1
( ) .
( )
y x x
x
    Òî÷êó 2x  çíàõîäèìî ÿê êîð³íü ð³â-
íÿííÿ 2 2 2( ) ( ).x x x    Øóêàíà â³äñòàíü 2 22 2( ).L x x   
Çàâäàííÿ 2.1.4. Íåõàé ³íòåãðàíò ó ôóíêö³îíàë³ (2.8) ( , , )F x y y 
2( , ) 1 .f x y y   Ïîêàæ³òü, ùî ÿêùî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ f  íà ë³âî-
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ìó ê³íö³ íå äîð³âíþº íóëþ, òî óìîâà òðàíñâåðñàëüíîñò³ íà íüîìó 
âèðîäæóºòüñÿ â óìîâó îðòîãîíàëüíîñò³ åêñòðåìàë³ ( )y y x  òà ë³í³¿ 
( ) :y x   1 1( ) ( ) 1.y x x     
Íåõàé òåïåð ( )y x  — åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà òèïó (2.9) ó êëàñ³ 
ãëàäêèõ êðèâèõ, ë³â³ ê³íö³ ÿêèõ æîðñòêî çàêð³ïëåíî â ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò, à ïðàâ³ ìîæóòü â³ëüíî êîâçàòè ó ïëîùèí³ .XOY  Ç’ÿñóºìî, ÿêó 
êðàéîâó óìîâó çàäîâîëüíÿº ( )y x  íà ðóõîìîìó ê³íö³. 
Â³çüìåìî äî óâàãè, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ (2.14) ïîâèííî òåïåð 
ñïðàâäæóâàòèñÿ äëÿ äîâ³ëüíî¿ ôóíêö³¿ ( ).x  Òàêå ìîæëèâî, ÿêùî îä-
íî÷àñíî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 
 
2
0,
x x
F    
2
0.
x x
F
y 
    (2.17) 
Ñèñòåìà öèõ ð³âíÿíü äîçâîëÿº çíàéòè êîîðäèíàòè 2 2( , )x y  ïðàâîãî ê³íöÿ 
åêñòðåìàë³ ( 2 2( )).y y x  Äîïîâíèâøè (2.17) ð³âíÿííÿì Åéëåðà — Ëàãðàí-
æà (1.4) òà êðàéîâîþ óìîâîþ (2.11), ä³ñòàºìî íåîáõ³äí³ óìîâè äëÿ ( ).y x  
Ïîÿâà äâîõ óìîâ (2.17) â³äîáðàæàº òîé ôàêò, ùî â³ëüíå êîâçàííÿ 
ïðàâèõ ê³íö³â äîïóñòèìèõ êðèâèõ ó ïëîùèí³ XOY  º ñóïåðïîçèö³ºþ 
äâîõ íåçàëåæíèõ ðóõ³â — â³ëüíèõ êîâçàíü óçäîâæ ãîðèçîíòàëüíîãî òà 
âåðòèêàëüíîãî íàïðÿì³â. 
Ïåðøîìó â³äïîâ³äàº íå-
çàëåæíà âàð³àö³ÿ àáñöèñè 
2,x  à äðóãîìó — íåçàëåæíà 
âàð³àö³ÿ îðäèíàòè 2y  ïðà-
âèõ ê³íö³â. Àíàëîã³÷í³ óìî-
âè ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòèñÿ 
é íà ë³âîìó ê³íö³ åêñòðå-
ìàëüíî¿ êðèâî¿, ÿêùî éîìó 
òàêîæ äîçâîëåíî â³ëüíî 
êîâçàòè ó ïëîùèí³ .XOY  
Öåé ñàìèé ðåçóëüòàò 
ìîæíà îòðèìàòè é òàê. Íå-
õàé 2 2( , )x y  — êîîðäèíàòè 
ïðàâîãî ê³íöÿ åêñòðåìàë³ ( ),y x  à 2 2 2 2( , )x x y y     — êîîðäèíàòè 
ïðàâèõ ê³íö³â äîïóñòèìèõ êðèâèõ ( ) ( )y x y x   (ðèñ. 2.4). Ïîäàìî ïåð-
øó âàð³àö³þ ôóíêö³îíàëà (2.9) ó âèãëÿä³ (äèâ. ôîðìóëó (2.13)) 
 
2
2
2
2 2
0
[ ] ( ) ( ).
x
x x
x x
F F d F
J y F x y x dx y x
y y dx y 
                  (2.18) 
 y 
O  x2  x2+δx2  x
y2+δy2 
 y(x)+δy(x) 
 y2 
 y(x) 
 δy2
 δy(x2)
Ðèñ. 2.4. Âàð³àö³ÿ ôîðìè êðèâî¿ òà êîîðäè-
íàò ¿¿ ê³íöÿ ïðè â³ëüíîìó ðóñ³ îñòàííüîãî 
ó ïëîùèí³ 
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Ó äðóãîìó äîäàíêó ö³º¿ ôîðìóëè òðåáà, îäíàê, ïåðåéòè â³ä 2( )y x  (âà-
ð³àö³¿ ôîðìè äîïóñòèìèõ ôóíêö³é ó òî÷ö³ 2 )x x  äî íåçàëåæíèõ âàð³-
àö³é 2x  ³ 2y  êîîðäèíàò ïðàâèõ ê³íö³â äîïóñòèìèõ ôóíêö³é. Ó ë³í³é-
íîìó íàáëèæåíí³ ìàºìî: 
 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ).y y x x y x x y x y x x y x              
Ç óðàõóâàííÿì ö³º¿ ôîðìóëè íåîáõ³äíó óìîâó åêñòðåìóìó ôóíêö³îíà-
ëà (2.9) ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 
 
22
2
2 2
0
[ ]
( ) 0.
x xx x
x
F F
J y F y x y
y y
F d F
dx y x
y dx y

            
          (2.19) 
Ðîçãëÿäàþ÷è ïî ÷åðç³ êîæíó ç âàð³àö³é ( ),y x  2(0, ),x x  2x  ³ 2,y  
ä³ñòàºìî ð³âíÿííÿ (1.4) òà êðàéîâ³ óìîâè (2.17). 
Îêð³ì óæå ðîçãëÿíóòèõ òèï³â îáìåæåíü íà ïîâåä³íêó ê³íö³â äîïóñ-
òèìèõ êðèâèõ — æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ òà â³ëüíîãî êîâçàííÿ âçäîâæ 
ïåâíèõ êðèâèõ — ìîæíà óÿâèòè ñîá³ é ³íø³ òèïè â’ÿçåé. Ïðèêëàäîì 
ìîæå áóòè òàê çâàíå ïðóæíå çàêð³ïëåííÿ ê³íö³â çà äîïîìîãîþ ïðóæè-
íîê ìàëî¿ (ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó — íóëüîâî¿) äîâæèíè. Âïëèâ òàêèõ 
ïðóæèíîê íà ðóõ ê³íö³â äîïóñòèìèõ êðèâèõ ìîæíà âðàõóâàòè çà äîïî-
ìîãîþ äåÿêî¿ ôóíêö³¿  1 2( ), ( ) ,y x y x  ÿêà çàëåæèòü ëèøå â³ä çíà÷åíü 
1( )y x  òà 2( )y x  øóêàíî¿ ôóíêö³¿ íà ê³íöÿõ â³äð³çêà 1 2[ , ].x x  Â³äïîâ³äí³ 
ôóíêö³îíàëè ìàþòü âèãëÿä 
  2
1
1 2[ ] ( , , ) ( ), ( )
x
x
J y dxF x y y y x y x    (2.20) 
³ íàçèâàþòüñÿ ôóíêö³îíàëàìè Áîëüöà, à çàäà÷à ïðî â³äøóêàííÿ ¿õ åêñ-
òðåìàëåé — çàäà÷åþ Áîëüöà. 
Çàâäàííÿ 2.1.5. Ïîêàæ³òü, ùî åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà (2.20) ç äè-
ôåðåíö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ  1 2( ), ( )y x y x  ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ð³â-
íÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà (1.4) òà êðàéîâ³ óìîâè 
 
1 1
0,
( )x x
F
y y x
     
2 2
0.
( )x x
F
y y x
      (2.21) 
Âêàç³âêà. Âàð³àö³ÿ ôóíêö³¿  1 2( ), ( )y x y x  äëÿ êðèâèõ ( ) ( )y x y x   
ç -îêîëó ïåðøîãî ïîðÿäêó êðèâî¿ ( )y x  äîð³âíþº 
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     
   
1 2 1 1 2 2 1 2
1 2 1 2
1 2
1 2
( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( )
( ), ( ) ( ), ( )
( ) ( ).
( ) ( )
y x y x y x y x y x y x y x y x
y x y x y x y x
y x y x
y x y x
       
     
 
Ïåðøà âàð³àö³ÿ ôóíêö³îíàëà (2.20) íàáèðàº âèãëÿäó 
 1 2
2
1
1 2
1 2
[ ] ( ) ( )
( ) ( )
( ).
x x x x
x
x
F F
J y y x y x
y y x y y x
F d F
dx y x
y dx y
 
                           
       
 
Óâàæàþ÷è çíà÷åííÿ 1( )y x  òà 2( )y x  äîâ³ëüíèìè (÷îìó?), çíàéä³òü 
óìîâè, çà ÿêèõ [ ] 0.J y   
Çàâäàííÿ 2.1.6. Ïîêàæ³òü, ùî ãëàäêà åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà 
 2 2 2 21 2
0
1
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( )
2 2 2
l k k
Ï y p x y x q x y x dx y y l       
çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ 
  ( ) ( ) ( ) ( ) 0,d p x y x q x y x
dx
    0 ,x l   
òà îäíîð³äí³ êðàéîâ³ óìîâè 
 1(0) (0) 0,y h y    2( ) ( ) 0,y l h y l    
äå 1 1 (0),h k p  2 2 ( ).h k p l  
2.2. ÔÓÍÊÖ²ÎÍÀËÈ Â²Ä ÔÓÍÊÖ²¯ ÒÀ ¯¯ ÂÈÙÈÕ ÏÎÕ²ÄÍÈÕ 
Òåïåð óâàæàòèìåìî, ùî ïðè 1 2[ , ]x x x  ôóíêö³ÿ F  çàëåæèòü ùå é 
â³ä äðóãî¿ ïîõ³äíî¿ y  òà º íåïåðåðâíîþ ðàçîì ç³ âñ³ìà ñâî¿ìè ÷àñ-
òèííèìè ïîõ³äíèìè äî òðåòüîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ïðè âñ³õ ìîæëèâèõ 
çíà÷åííÿõ ñâî¿õ àðãóìåíò³â. 
Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé êðèâà 0( )y x  º åêñòðåìàëëþ ôóíêö³îíàëà 
 
2
1
[ ] ( , , , )
x
x
J y dxF x y y y     (2.22) 
ó êëàñ³ 2 1 2([ , ])C x x  äîïóñòèìèõ êðèâèõ, ÿê³ ðàçîì ç³ ñâî¿ìè ïåðøèìè 
ïîõ³äíèìè íàáóâàþòü ô³êñîâàíèõ çíà÷åíü íà ìåæàõ â³äð³çêà 1 2[ , ]:x x  
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 1 10( ) ,y x y  1 11( ) ,y x y   2 20( ) ,y x y  2 21( ) .y x y    (2.23) 
Ïðèïóñòèìî, ùî 40 1 2( ) ([ , ]).y x C x x  Òîä³ 0( )y x  çàäîâîëüíÿº ð³â-
íÿííÿ Åéëåðà — Ïóàññîíà 
 
2
2
0.
F d F d F
y dx y ydx
          (2.24) 
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó êðèâèõ 0( ) ( ) ( )y x y x y x    
ç -îêîëó äðóãîãî ïîðÿäêó êðèâî¿ 0( ).y x  ²íòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, ïåð-
øó âàð³àö³þ ôóíêö³îíàëà (2.22) ïîäàìî ó âèãëÿä³ 
 
2 2
11
2
1
2
2
[ ] ( ) ( )
( ) .
x x
xx
x
x
F d F F
J y y x y x
y dx y y
F d F d F
y x dx
y dx y ydx
                
              (2.25) 
Óíàñë³äîê êðàéîâèõ óìîâ 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0y x y x y x y x          ïîäâ³éí³ 
ï³äñòàíîâêè ó ôîðìóë³ (2.25) äîð³âíþþòü íóëþ, òîìó ïåðøà âàð³àö³ÿ 
çá³ãàºòüñÿ ç ³íòåãðàëîì ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ö³º¿ ôîðìóëè. Îñòàíí³é äî-
ð³âíþº íóëþ äëÿ äîâ³ëüíî¿ âàð³àö³¿ y  (ÿêà íà ê³íöÿõ â³äð³çêà 1 2[ , ]x x  
äîð³âíþº íóëþ ðàçîì ³ç ïåðøîþ ïîõ³äíîþ), ÿêùî ñïðàâäæóºòüñÿ ð³â-
í³ñòü (2.24). 
Çàóâàæåííÿ 2.2.1. ²íòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè ó ôîðìóë³ (2.25), ìè ïðè-
ïóñòèëè, ùî øóêàíà ôóíêö³ÿ ìàº íåïåðåðâí³ ïîõ³äí³ òðåòüîãî òà ÷åò-
âåðòîãî ïîðÿäê³â. Ìîæíà äîâåñòè, ùî äëÿ åêñòðåìàëüíî¿ êðèâî¿ öå 
ïðèïóùåííÿ ñïðàâäæóºòüñÿ ñêð³çü, äå 2 2 0.F y    
Çàóâàæåííÿ 2.2.2. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ïóàñ-
ñîíà (2.24) º çâè÷àéíèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêó, òîìó éîãî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ì³ñòèòü, óçàãàë³ êàæó÷è, ÷îòèðè 
ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ. Îñòàíí³ âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ êðàéîâèõ 
óìîâ, ùî â³äïîâ³äàþòü äîñë³äæóâàíîìó êëàñó êðèâèõ. 
Çàâäàííÿ 2.2.1. Çíàéä³òü íåîáõ³äí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ åêñòðåìóìó 
ôóíêö³îíàëà (2.22) ó êëàñ³ 2 1 2([ , ])C x x  êðèâèõ, ïðàâ³ ê³íö³ ÿêèõ æîð-
ñòêî çàêð³ïëåíî ï³ä ô³êñîâàíèì êóòîì äî îñ³ ,OX  à ë³â³: 
à) ìîæóòü â³ëüíî êîâçàòè ïî âåðòèêàëüí³é ïðÿì³é 1,x x  óòâîðþ-
þ÷è ïðè öüîìó ç íåþ ô³êñîâàíèé êóò (ìàþ÷è â òî÷ö³ 1x  çàäàíèé êóò 
íàõèëó äîòè÷íî¿); 
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á) çàêð³ïëåíî â òî÷ö³ 1x  øàðí³ðíî (òîáòî â òî÷ö³ 1x  âîíè ìîæóòü 
óòâîðþâàòè äîâ³ëüí³ êóòè ç â³ññþ );OX  
â) ìîæóòü â³ëüíî êîâçàòè ïî âåðòèêàëüí³é ïðÿì³é 1,x x  óòâîðþ-
þ÷è ç íåþ äîâ³ëüí³ êóòè (ìàþ÷è â òî÷ö³ 1x  äîòè÷í³ äîâ³ëüíèõ íàïðÿ-
ì³â). 
Âêàç³âêà. Óçÿâøè äî óâàãè õàðàêòåð ïîâåä³íêè äîïóñòèìèõ êðè-
âèõ ó êðàéîâèõ òî÷êàõ, ïðîàíàë³çóéòå óìîâè, çà ÿêèõ ïåðøà âàð³àö³ÿ 
(2.25) äîð³âíþº íóëþ. Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó á) ð³âí³ñòü 0J   ìàº 
ñïðàâäæóâàòèñÿ ïðè 1 2 2( ) ( ) ( ) 0y x y x y x       ³ äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ 
1( ),y x  îñê³ëüêè òàíãåíñ êóòà íàõèëó äîòè÷íèõ çë³âà º äîâ³ëüíèì. 
Â³äïîâ³ä³. Åêñòðåìàëüí³ êðèâ³ çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ Åéëåðà — 
Ïóàññîíà (2.24) òà òàê³ êðàéîâ³ óìîâè: 
à)  
1
0,
x x
F d F
y dx y 
         1 11( ) ,y x y
   2 20( ) ,y x y  2 21( ) ;y x y    (2.26) 
á)  
1
0,
x x
F
y 
   1 10( ) ,y x y  2 20( ) ,y x y  2 21( ) ;y x y    (2.27) 
â)  
1
0,
x x
F d F
y dx y 
         
1
0,
x x
F
y 
   2 20( ) ,y x y  2 21( ) .y x y    (2.28) 
Íåâèêîíàííÿ õî÷à á îäí³º¿ ç öèõ óìîâ îçíà÷àº, ùî ôóíêö³îíàë íå 
ìàº åêñòðåìóìó ñåðåä êðèâèõ êëàñó 2 1 2([ , ])C x x . 
Çàâäàííÿ 2.2.2. Òîíêèé ñòåðæåíü äîâæèíîþ L  çàìóðîâàíî â òî÷-
êàõ A  òà ,B  ùî ëåæàòü íà îäí³é ãîðèçîíòàë³ (ðèñ. 2.5). Çíàéä³òü ôîð-
ìó ïðîô³ëþ ñòåðæíÿ âíàñë³äîê ïðîâèñàííÿ ï³ä âëàñíîþ âàãîþ. Ïî-
ãîííà ãóñòèíà ñòåðæíÿ .  
 y 
A 
 l 
B
O  x
Ðèñ. 2.5. Ïðîãèí ñòåðæíÿ ï³ä âëàñíîþ âàãîþ. Äëÿ íàî÷íîñò³ âåëè÷èíó ïðî-
ãèíó çíà÷íî ïåðåá³ëüøåíî 
Âêàç³âêè. Óðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ tg ( )y x   ³ dl 
21 ( )dx y x  , äëÿ êðèâèíè ñòåðæíÿ ìîæåìî çàïèñàòè: d dl 
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 3/221 .y y    Ôóíêö³îíàë ïîâíî¿ ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ äåôîðìî-
âàíîãî ñòåðæíÿ â ïîë³ òÿæ³ííÿ 
  
2
2
5/22
0
1
[ ] 1 ,
2 1
b y
Ï y dx EJ gy y
y
       
  
äå b  — àáñöèñà òî÷êè B  (äèâ. òàêîæ çàâäàííÿ 2.1.2). Çàäà÷à çâîäèòüñÿ 
äî â³äøóêàííÿ åêñòðåìóìó ôóíêö³îíàëà [ ]Ï y  ó êëàñ³ äâ³÷³ íåïåðåðâ-
íî äèôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é, ùî ï³äêîðÿþòüñÿ êðàéîâèì óìîâàì 
(0) (0) ( ) ( ) 0.y y y b y b      Â³äïîâ³äíå ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ïóàññîíà 
äîñèòü ñêëàäíå, àëå éîãî ìîæíà ñïðîñòèòè, ÿêùî ïðèðîäíî ïðèïóñ-
òèòè, ùî ïðîâèñàííÿ ñòåðæíÿ º ìàëèì: 2 1.y   Òîä³ ð³âíÿííÿ íàáè-
ðàº âèãëÿäó (4) ,
g
y
EJ
  à â êðàéîâèõ óìîâàõ ñïðàâà ìîæíà ïîêëàñòè 
.b L  
Â³äïîâ³äü: 2 2( ) .
24
( )gy x x L x
EJ
   Ìàêñèìàëüíå ïðîâèñàííÿ ñïî-
ñòåð³ãàºòüñÿ ïîñåðåäèí³ ñòåðæíÿ: 
4
max .2 384
L mgL
y y
EJ
      
Çàâäàííÿ 2.2.3. Çíàéä³òü ôîðìó ïðîô³ëþ ñòåðæíÿ âíàñë³äîê ïðî-
âèñàííÿ ï³ä âëàñíîþ âàãîþ, ÿêùî: 
à) îáèäâà ê³íö³ ñòåðæíÿ çàêð³ïëåíî øàðí³ðíî â òî÷êàõ 0x   òà 
x L  ãîðèçîíòàëüíî¿ îñ³; 
á) ê³íåöü 0x   ñïèðàºòüñÿ íà ñò³íêó, à ê³íåöü x L  çàìóðîâàíî â 
ñò³íêó; 
â) ê³íåöü 0x   çàìóðîâàíî â ñò³íêó, à ê³íåöü x L  â³ëüíèé. 
Âêàç³âêè. Ó íàáëèæåíí³ 2( ) 1y x   ôîðìóëè (2.26)–(2.28) äàþòü 
òàê³ (íà äîäàòîê äî óìîâ æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ) êðàéîâ³ óìîâè: 
ÿêùî ê³íåöü 0x x  ( 0  àáî L ) çàêð³ïëåíî øàðí³ðíî àáî ñïèðà-
ºòüñÿ íà ñò³íêó, òî 0 0( ) ( ) 0;y x y x   ÿêùî ê³íåöü 0x x  â³ëüíèé, òî 
0 0( ) ( ) 0.y x y x    
Â³äïîâ³ä³: à) 3 2 3( ) 2
24
( );gy x x x Lx L
EJ
    á) 3( ) (2
48
g
y x x x
EJ
 
2 33 );Lx L   â) 2 2 2( ) ( 4 6 ).
24
g
y x x x Lx L
EJ
    
Çàâäàííÿ 2.2.4. Íåõàé ( )y x  — åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà (2.22) ó 
êëàñ³ äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèõ êðèâèõ, ÿê³ ðàçîì ç³ ñâî¿ìè 
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ïåðøèìè ïîõ³äíèìè íàáóâàþòü ô³êñîâàíèõ çíà÷åíü íà ë³âèõ ê³íöÿõ, 
à íà ïðàâèõ ìîæóòü â³ëüíî êîâçàòè ï³ä äîâ³ëüíèìè êóòàìè ó ïëîùèí³ 
.XOY  Çíàéä³òü óìîâè òðàíñâåðñàëüíîñò³ äëÿ ðóõîìîãî ê³íöÿ êðèâî¿ 
( ).y x  
Â³äïîâ³äü: 
 
2
0,
x x
F
y 
   
2
0,
x x
F d F
y dx y 
         2 0.x xF     (2.29) 
Ñèñòåìà ð³âíÿíü (2.29) äîçâîëÿº çíàéòè àáñöèñó 2x  òà îðäèíàòó 
2 2( )y y x  ïðàâîãî ê³íöÿ åêñòðåìàë³, à òàêîæ òàíãåíñ êóòà íàõèëó äî-
òè÷íî¿ 2( )y x  äî åêñòðåìàë³ â ö³é òî÷ö³. Ðàçîì ³ç ð³âíÿííÿì Åéëåðà — 
Ïóàññîíà (2.24) òà êðàéîâèìè óìîâàìè æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ òèïó 
(2.23) ä³ñòàºìî íåîáõ³äí³ óìîâè, ÿê³ ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ( ).y x  
Ðåçóëüòàòè òåîðåìè 2.2.1 òà çàâäàííÿ 2.2.1 äîñèòü ëåãêî óçàãàëüíè-
òè. Ñïðàâäæóºòüñÿ òàêà 
Òåîðåìà 2.2.2 (Åéëåðà — Ïóàññîíà). Íåõàé ôóíêö³ÿ F  íåïåðåðâíà 
ðàçîì ç³ âñ³ìà ñâî¿ìè ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè äî ïîðÿäêó n + 1 âêëþ÷-
íî òà ïðè âñ³õ ìîæëèâèõ çíà÷åííÿõ àðãóìåíò³â ( ), , , ,..., .nx y y y y   Äëÿ 
òîãî, ùîá äåÿêà êðèâà áóëà åêñòðåìàëëþ ôóíêö³îíàëà 
 
2
1
( )[ ] ( , , , ,..., )
x
n
x
J y dxF x y y y y     (2.30) 
ó êëàñ³ 1 2([ , ])
nC x x  êðèâèõ, ï³äêîðåíèõ êðàéîâèì óìîâàì 
 
( 1)
1 10 1 11 1 1, 1
( 1)
2 20 2 21 2 2, 1
( ) , ( ) ,..., ( ) ,
( ) , ( ) ,..., ( ) ,
n
n
n
n
y x y y x y y x y
y x y y x y y x y




  
     (2.31) 
íåîáõ³äíî, ùîá âîíà çàäîâîëüíÿëà ð³âíÿííÿ 
 
2
2 ( )
... ( 1) 0.
n
n
n n
F d F d F d F
y dx y ydx dx y
               (2.32) 
Ïîðÿäîê ð³âíÿííÿ (2.32) â ïåâíèõ âèïàäêàõ ìîæíà ïîíèçèòè. 
1) ßêùî ôóíêö³ÿ F  íå çàëåæèòü ÿâíî â³ä ,y  òî ð³âíÿííÿ (2.32) ìàº 
ïåðøèé ³íòåãðàë: 
 
1
1
1 ( )
... ( 1) .
n
n
n n
F d F d F
C
y dx y dx y



           
2) ßêùî ôóíêö³ÿ F  íå çàëåæèòü ÿâíî â³ä ,x  
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2
1
( )[ ] ( , , ,..., ),
x
n
x
J y dxF y y y y    
òî çà íåçàëåæíó çì³ííó çðó÷íî âçÿòè y  ³ äàë³ øóêàòè x  ÿê ôóíêö³þ â³ä 
íå¿: ( ).x x y  Ó íîâèõ çì³ííèõ [ ]J y  íàáèðàº âèãëÿäó 
 
2
1
( )
3
( )
1
[ ] , , ,... ,
y x
y x
x
J x dy x F y
x x
       
äå ( ) .
n
n
n
d x
x
dy
  Ïîçíà÷èâøè íîâó ï³ä³íòåãðàëüíó ôóíêö³þ ÷åðåç 
  ( ) 31, , ,..., , , ,... ,n xy x x x x F y x x           
çíàõîäèìî ïåðøèé ³íòåãðàë ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ïóàññîíà ó âèãëÿä³ 
 
1
1
1 ( )
... ( 1) .
n
n
n n
d d
C
x dy x dy x



           
3) ßêùî F  çàëåæèòü ëèøå â³ä ïîõ³äíèõ ( ),ky  ( 1),ky   …, ( ),ny  2,k   
òî â³äïîâ³äíå ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ïóàññîíà 
 
1
1
( ) 1 ( 1) ( )
( 1) ( 1) ... ( 1) 0
k k n
k k n
k k k k n n
d F d F d F
dx y dx y dx y


 
            
ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ k  ðàç³â âåäå äî ³íòåãðàëà 
 1( ) ( 1) ( )... ( 1) ( ),
n k
n k
kk k n k n
F d F d F
Q x
dxy y dx y


 
          
äå 1 21 1 2 1( ) ...
k k
k k kQ x C x C x C x C
 
       — ïîë³íîì ñòåïåíÿ 1,k   
1,..., kC C  — äîâ³ëüí³ ñòàë³. 
4) ßêùî F  çàëåæèòü ëèøå â³ä ( ),ny  òî (2.32) çâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ 
 
( )
0,
n
n n
d F
dx y
   çâ³äêè 
 1( ) ( ),nn
F
P x
y 
   
äå 1( )nP x  — ïîë³íîì ñòåïåíÿ 1.n  Ë³âà ÷àñòèíà öüîãî ð³âíÿííÿ ì³ñ-
òèòü ëèøå ( ).ny  Ðîçâ’ÿçàâøè éîãî â³äíîñíî ( ),ny  ä³ñòàíåìî ( )ny  ÿê 
ôóíêö³þ â³ä :x  
  ( ) 1( ) .n ny f P x  
Ôóíêö³ÿ y  â³äíîâëþºòüñÿ äàë³ n-ðàçîâèì ³íòåãðóâàííÿì çà x  îáîõ 
÷àñòèí îñòàííüîãî ð³âíÿííÿ: 
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  1 1( ) ... ( ) ( ) ( ),n n ny x dx f P x Q x     
äå 1( )nQ x  — äîâ³ëüíèé ïîë³íîì ñòåïåíÿ 1.n  
2.3. ÇÀÄÀ×² ÄËß ÏÐÎÑÒÎÐÎÂÈÕ ÊÐÈÂÈÕ 
Äî öüîãî ÷àñó ðîçãëÿäàëèñÿ çàäà÷³, ó ÿêèõ ôóíêö³îíàëè çàëåæàëè 
â³ä ïëîñêèõ êðèâèõ. Ïðè ïîäàëüøîìó óçàãàëüíåíí³ öèõ çàäà÷ ïðèõî-
äèìî äî ôóíêö³îíàë³â, âèçíà÷åíèõ íà ìíîæèíàõ ïðîñòîðîâèõ ë³í³é. 
Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, çàäà÷ó ïðî ïîøèðåííÿ ñâ³òëà â íåîäíîð³ä-
íîìó ñåðåäîâèù³ ì³æ çàäàíèìè òî÷êàìè 1 1 1( , , )A x y z  ³ 2 2 2( , , ).B x y z  Óâà-
æàþ÷è øâèäê³ñòü ñâ³òëà â ñåðåäîâèù³ â³äîìîþ ôóíêö³ºþ ( , , )u u x y z  
ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò òà êîðèñòóþ÷èñü ïðèíöèïîì Ôåðìà (äèâ. 
ï³äðîçä³ë 1.4 òà çàâäàííÿ 1.4.4), áà÷èìî, ùî çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî â³ä-
øóêàííÿ ó òðèâèì³ðíîìó ïðîñòîð³ êðèâî¿ :  ( ),y y x  ( )z z x  ³ç ô³ê-
ñîâàíèìè ê³íöÿìè, óçäîâæ ÿêî¿ ïðîì³íü ñâ³òëà äîõîäèòü ³ç òî÷êè A  â 
òî÷êó B  çà ì³í³ìàëüíèé ÷àñ, òîáòî äëÿ ÿêî¿ ôóíêö³îíàë 
 
2
1
2 21
[ , ]
( , , )
x
x
y z
T y z dx
u x y z
      (2.33) 
íàáóâàº íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ ïðè äîäàòêîâèõ óìîâàõ 
 1 1( ) ,y x y  2 2( ) ,y x y  1 1( ) ,z x z  2 2( ) .z x z   (2.34) 
Çàóâàæèìî, ùî ôóíêö³îíàë (2.33) çàëåæèòü â³ä äâîõ ôóíêö³é òà 
¿õ ïåðøèõ ïîõ³äíèõ. Ó âèïàäêó ( 1)n -âèì³ðíîãî ïðîñòîðó, ó ÿêîìó 
êðèâ³ çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ n  ôóíêö³é ( ),iy x  1 2[ , ],x x x  äîâîäèòüñÿ 
àíàë³çóâàòè ôóíö³îíàëè âèäó 
 
2
1
1 2 1 2 1 2[ , ,..., ] ( ; , ,..., ; , ,..., ).
x
n n n
x
J y y y dxF x y y y y y y      (2.35) 
Óòî÷íèâøè äëÿ ïðîñòîðîâî¿ êðèâî¿ ïîíÿòòÿ  -îêîëó, äëÿ íèõ òåæ ìî-
æåìî êîðèñòóâàòèñÿ (ç â³äïîâ³äíèìè çì³íàìè) îçíà÷åííÿìè â³äíîñ-
íîãî òà àáñîëþòíîãî åêñòðåìóì³â, íàâåäåíèìè â ï³äðîçä³ë³ 1.1. 
Îçíà÷åííÿ 2.3.1.  -Îêîëîì ïîðÿäêó k ïðîñòîðîâî¿ êðèâî¿ 
0 0 0:  ( ),i iy y x   1,2,..., ,i n  íà ïðîì³æêó 1 2[ , ]x x  íàçèâàþòü ìíîæèíó 
âñ³õ ïðîñòîðîâèõ êðèâèõ :  ( ),i iy y x   1,2,..., ,i n  äëÿ ÿêèõ ñêð³çü íà 
öüîìó ïðîì³æêó ³ ïðè âñ³õ i  âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 
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 0( ) ( ) ,i iy x y x    0( ) ( ) ,i iy x y x    ..., ( ) ( )0( ) ( ) .k ki iy x y x    
×èñëî   íàçèâàþòü â³äñòàííþ ïîðÿäêó k  ì³æ êðèâèìè   ³ 0.  
Íåõàé ôóíêö³¿ 0( )y x òà 0( )z x  çàäàþòü ïðîñòîðîâó êðèâó 0,  ÿêà ðå-
àë³çóº åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëà 
 
2
1
[ , ] ( , , , , )
x
x
J y z dxF x y z y z     (2.36) 
íà ôóíêö³ÿõ êëàñó 2 1 2([ , ])C x x  ç ô³êñîâàíèìè çíà÷åííÿìè (2.34) 
íà ê³íöÿõ, à ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ F  íåïåðåðâíà ðàçîì ç³ ñâî¿ìè 
÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. Ðîçãëÿíåìî 
ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ïðîñòîðîâèõ êðèâèõ :  0( ) ( ) ( ),y x y x y x    
0( ) ( ) ( )z x z x z x    ç  -îêîëó ïåðøîãî ïîðÿäêó êðèâî¿ 0  òà ïðîàíà-
ë³çóºìî óìîâè, çà ÿêèõ ïåðøà âàð³àö³ÿ ôóíêö³îíàëà (2.36) 
 
2 2
11
2 2
1 1
[ , ] ( ) ( )
( ) ( )
x x
xx
x x
x x
F F d F
J y z y x y x dx
y y dx y
F F d F
z x z x dx
z z dx z
              
            

   (2.37) 
äîð³âíþº íóëþ ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ âàð³àö³é ( )y x  ³ ( )z x  íà 
âíóòð³øí³õ òî÷êàõ ïðîì³æêó 1 2[ , ]x x  òà íóëüîâèõ çíà÷åííÿõ íà éîãî 
ìåæàõ: 1 2( ) ( ) 0,y x y x     1 2( ) ( ) 0.z x z x     Îñê³ëüêè âàð³àö³¿ ( )y x  ³ 
( )z x  íåçàëåæí³, â³äðàçó áà÷èìî, ùî ôóíêö³¿ 0( )y x  òà 0( )z x  çàäîâîëü-
íÿþòü ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü Åéëåðà — Ëàãðàíæà 
 
0,
 0.
F d F
y dx y
F d F
z dx z
   
      
(2.38) 
Çàóâàæåííÿ 2.3.1. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó óçàãàëüíåíà òåîðåìà Åéëå-
ðà — Ëàãðàíæà ñòâåðäæóº: ÿêùî êðèâà 1 1 2 2: ( ), ( ), ..., ny y x y y x y   
( )ny x  — åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà (2.35) ñåðåä êðèâèõ êëàñó 
1
1 2([ , ])C x x  ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, òî ôóíêö³¿ ( )iy x  çàäîâîëüíÿþòü 
ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
 0,
i i
F d F
y dx y
     1,2,..., .i n   (2.39) 
ßêùî ïðè öüîìó âçäîâæ   ôóíêö³îíàëüíèé âèçíà÷íèê 
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2 2 2
1 1 1 2 1
2
2 2 2
1 2
...
... ... ... ...
0,
... ... ... ...
...
n
i k
n n n n
F F F
y y y y y y
F
y y
F F F
y y y y y y
  
          
     
  
          
  (2.40) 
òî ôóíêö³¿ ( )iy x  ìàþòü íåïåðåðâí³ ïîõ³äí³, òîáòî åêñòðåìàëü   íà-
ëåæèòü êëàñó 2 1 2([ , ])C x x  (öÿ îáñòàâèíà âèêîðèñòîâóâàëàñÿ ïðè çíà-
õîäæåíí³ âàð³àö³¿ (2.37)). 
Ð³âíÿííÿ (2.39) ³íâàð³àíòí³ â³äíîñíî ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò. 
Çàâäàííÿ 2.3.1. Âèïèø³òü ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà äëÿ ôóíê-
ö³îíàëà (2.33) òà çíàéä³òü ¿õ çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ îäíîð³äíîãî 
ñåðå äîâèùà. 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Áåçïîñåðåäíº äèôåðåíö³þâàííÿ äàº: 
 
2 2
2 2 2
1
0,
1
y zu d y
y dxu u y z
        
 
 
2 2
2 2 2
1
0.
1
y zu d z
z dxu u y z
        
 
Äëÿ îäíîð³äíîãî ñåðåäîâèùà const,u   ³ ö³ ð³âíÿííÿ ìîæíà îäèí ðàç 
ç³íòåãðóâàòè: 
 12 2
,
1
y
C
y z
   
 22 2
,
1
z
C
y z
   
 
äå 1C  òà 2C  — ñòàë³. Ðîçâ’ÿçóþ÷è îñòàíí³ ð³âíÿííÿ â³äíîñíî y  òà ,z   
çíàõîäèìî 1( ) ,y x a   2( ) ,z x a   çâ³äêè 
 1 1( ) ,y x a x b   2 2( ) .z x a x b   
Òóò ia  òà ,ib  1,2i   — äåÿê³ ñòàë³, ÷è¿ çíà÷åííÿ âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç 
êîîðäèíàòè ïî÷àòêîâî¿ òà ê³íöåâèõ òî÷îê. 
Òàêèì ÷èíîì, â îäíîð³äíîìó ñåðåäîâèù³ ñâ³òëî ïîøèðþºòüñÿ ïî 
ïðÿì³é. 
Çàâäàííÿ 2.3.2. Äîâåä³òü ïðàâèëüí³ñòü òàêèõ òâåðäæåíü. 
1) ßêùî ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ F  ó ôóíêö³îíàë³ (2.35) íå çà-
ëåæèòü ÿâíî â³ä çì³ííî¿ (ê³ëüêîõ çì³ííèõ) ,ky  òî ñèñòåìà ð³âíÿíü 
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Åéëåðà — Ëàãðàíæà (2.39) ìàº ïåðøèé ³íòåãðàë (ê³ëüêà ïåðøèõ ³í-
òåãðàë³â) 
 .k
k
F
C
y
    (2.41) 
Óñüîãî ìîæóòü ³ñíóâàòè n  ïåðøèõ ³íòåãðàë³â òàêîãî òèïó. 
2) ßêùî ôóíêö³ÿ F  íå çàëåæèòü ÿâíî â³ä çì³ííî¿ ,x  òî ñèñòåìà 
ð³âíÿíü (2.39) ìàº ïåðøèé ³íòåãðàë 
 
1
.
n
i
i i
F
F y C
y
    (2.42) 
Çàâäàííÿ 2.3.3. Âèõîäÿ÷è ç ïðèíöèïó íàéìåíøî¿ ä³¿ Ãàì³ëüòîíà 
(1.30), âèâåä³òü ð³âíÿííÿ ðóõó (1.32) ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè ç s  ñòóïåíÿ-
ìè â³ëüíîñò³. 
Ðîçøèðåííÿ êëàñó äîïóñòèìèõ êðèâèõ, íà ÿêîìó øóêàºòüñÿ åêñ-
òðåìóì ôóíêö³îíàëà òèïó (2.35), â³äïîâ³äíèì ÷èíîì çì³íþº êðàéîâ³ 
óìîâè, ùî ¿õ (ÿê ³ ñèñòåìó ð³âíÿíü (2.39)) ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè åêñ-
òðåìàëü. Íåõàé, íàïðèêëàä, åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà (2.35) øóêàºòü-
ñÿ ó êëàñ³ ãëàäêèõ ïðîñòîðîâèõ êðèâèõ, ë³â³ ê³íö³ ÿêèõ æîðñòêî çà-
êð³ïëåíî, à ïðàâ³ ìîæóòü â³ëüíî êîâçàòè ó ïëîùèí³ 2.x x  ßêùî ïðè 
êîâçàíí³ ïðàâîãî ê³íöÿ äîïóñòèìî¿ êðèâî¿ :  ( ),i iy y x  1,2,..., ,i n  
ó ïëîùèí³ 2x x  ìîæóòü çì³íþâàòèñÿ çíà÷åííÿ îäí³º¿ àáî ê³ëüêîõ 
ôóíêö³é ( ),k ky y x  òî äëÿ êîæíî¿ ç íèõ ìàºìî: 
 
2
0.
k x x
F
y 
    (2.43) 
Óìîâà (2.43) º óçàãàëüíåííÿì êðàéîâî¿ óìîâè (2.4) íà âèïàäîê 
ôóíêö³îíàëà, ùî çàëåæèòü â³ä ïðîñòîðîâî¿ êðèâî¿. Óìîâà òðàíñâåð-
ñàëüíîñò³ (2.14) òàêîæ äîñèòü ëåãêî óçàãàëüíþºòüñÿ íà öåé âèïàäîê. 
Çàâäàííÿ 2.3.4. Äîâåä³òü òàêó òåîðåìó: ÿêùî êðèâà :  ( ),y y x  
( )z z x  íàäàº åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëó 
 [ ] ( , , , , )J dxF x y z y z

      (2.44) 
íà ìíîæèí³ ãëàäêèõ êðèâèõ ,  ùî ç’ºäíóþòü ô³êñîâàíó òî÷êó 
1 1 1( , , )A x y z  ç òî÷êàìè çàäàíî¿ ãëàäêî¿ êðèâî¿ :C  ( ),y x   ( ),z x   òî 
â òî÷ö³ 2 2 2( , , ),B x y z  ÿêà íàëåæèòü îáîì êðèâèì  òà ,C  âèêîíóºòüñÿ 
óìîâà òðàíñâåðñàëüíîñò³ 
    
2
0.
x x
F F
F y z
y z 
                  (2.45) 
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Ñï³ââ³äíîøåííÿ (2.45) ðàçîì ³ç ð³âíÿííÿìè 
 2 2( ) ( ),y x x   2 2( ) ( )z x x    (2.46) 
òà óìîâàìè æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ â òî÷ö³ A  äîçâîëÿþòü çíàéòè çíà-
÷åííÿ âñ³õ ñòàëèõ ³íòåãðóâàííÿ â çàãàëüíîìó ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ð³â-
íÿíü Åéëåðà — Ëàãðàíæà (2.38) òà çíà÷åííÿ àáñöèñè 2.x  
Çàâäàííÿ 2.3.5. Íåõàé ó ôóíêö³îíàë³ (2.44) 
 2 2( , , , , ) ( , , ) 1 .F x y z y z f x y z y z        (2.47) 
Äîâåä³òü, ùî åêñòðåìàëü   öüîãî ôóíêö³îíàëà îðòîãîíàëüíà äî êðè-
âî¿ C. 
Âêàç³âêà. Êîîðäèíàòè îäèíè÷íîãî âåêòîðà äîòè÷íî¿ ( )l tn  äî ãëàäêî¿ 
êðèâî¿ :l  ( ),x t   ( ),y t   ( ),z t   1 2,t t t   çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëîþ 
  
2 2 2
1
( ) ( ), ( ), ( ) .
( ) ( ) ( )
l t t t t
t t t
          
n  
Òîìó óìîâà îðòîãîíàëüíîñò³ 2 2( ) ( ) 0Cx x  n n  êðèâèõ :  ,x t  
( ),y y x  ( )z z x  ³ :C  ,x t  ( ),y x   ( )z x   ó òî÷ö³ 2x  ìàº âèãëÿä 
 2 2 2 21 ( ) ( ) ( ) ( ) 0.y x x z x x         
Çàóâàæèìî, ùî ïðàâèëüíå é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî äëÿ åêñ-
òðåìàë³   ôóíêö³îíàëà (2.44) ³ áóäü-ÿêî¿ ãëàäêî¿ êðèâî¿ C  óìîâà 
òðàíñâåðñàëüíîñò³ çá³ãàºòüñÿ ç óìîâîþ îðòîãîíàëüíîñò³, òî ôóíêö³ÿ 
F  ìàº ñòðóêòóðó (2.47), äå f  — äîâ³ëüíà äèôåðåíö³éîâíà ôóíêö³ÿ 
çì³ííèõ ,x  y  òà .z  
Çàâäàííÿ 2.3.6. Íåõàé ³ç òî÷êè A  âèïóùåíî ñâ³òëîâèé ñèãíàë. Äî-
âåä³òü, ùî ïðîì³íü ,AB  óçäîâæ ÿêîãî ñèãíàë óïåðøå äîñÿãàº çàäàíî¿ 
ãëàäêî¿ ïîâåðõí³ ,S  îðòîãîíàëüíèé äî íå¿. 
Âêàç³âêà. Çã³äíî ç ïðèíöèïîì Ôåðìà, òðåáà çíàéòè åêñòðåìàëü 
ôóíêö³îíàëà 
 
2 21
[ ]
( , , )
y z
T dx
u x y z
      
íà ìíîæèí³ ãëàäêèõ êðèâèõ ,  ùî ç’ºäíóþòü òî÷êó A  ç òî÷êàìè ïîâåðõí³ 
.S  Ç ïîïåðåäíüîãî çàâäàííÿ âèïëèâàº, ùî ïðîì³íü AB  º îðòîãîíàëüíèì 
äî áóäü-ÿêî¿ êðèâî¿, ùî ëåæèòü íà ïîâåðõí³ S  ³ ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó .B  
Âàæëèâèì ô³çè÷íèì íàñë³äêîì çàâäàííÿ 2.3.6 º ïðèíöèï Ìàëþ-
ñà â ãåîìåòðè÷í³é îïòèö³: ôðîíò ñâ³òëîâî¿ õâèë³ (ãåîìåòðè÷íå ì³ñöå 
66
òî÷îê, ÿê³ äîñÿãàþòüñÿ ñâ³òëîâèì ñèãíàëîì çà ð³âí³ ïðîì³æêè ÷àñó) 
º îðòîãîíàëüíèì äî âñ³õ ïðîìåí³â ñâ³òëîâîãî ïîòîêó. Öåé ïðèíöèï 
ñïðàâäæóºòüñÿ é òîä³, êîëè ïðîìåí³ çàëîìëþþòüñÿ òà â³äáèâàþòüñÿ 
äîâ³ëüíó ê³ëüê³ñòü ðàç³â. 
Äî â³äøóêàííÿ åêñòðåìàëåé ôóíêö³îíàë³â òèïó (2.35) âåäå é çàäà÷à 
ïðî ãåîäåçè÷í³ — êðèâ³ íàéá³ëüøî¿ àáî íàéìåíøî¿ äîâæèíè ì³æ äâîìà 
çàäàíèìè òî÷êàìè íà äâîâèì³ðí³é ïîâåðõí³ (äèâ. çàâäàííÿ 1.3.3) àáî â 
áàãàòîâèì³ðíîìó ð³ìàíîâîìó ïðîñòîð³. Ïîíÿòòÿ ãåîäåçè÷íî¿ º óçàãàëü-
íåííÿì ïîíÿòòÿ ïðÿìî¿ ë³í³¿ åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó — â³äð³çêè îñòàí-
íüî¿ º, ÿê ìè âæå áà÷èëè, íàéêîðîòøèìè ñåðåä óñ³õ ñïðÿìëþâàíèõ ë³-
í³é, ùî ç’ºäíóþòü äâ³ äîâ³ëüíî çàäàí³ òî÷êè åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó. 
Íåõàé ïîëîæåííÿ òî÷êè íà äåÿê³é ïîâåðõí³ âèçíà÷àºòüñÿ êîîðäè-
íàòàìè ( , ),u v  à êâàäðàò åëåìåíòà äîâæèíè íà í³é 
 2 2 2( , ) 2 ( , ) ( , ) .dl E u v du F u v dudv G u v dv     (2.48) 
Òîä³ ãåîäåçè÷íèìè ö³º¿ ïîâåðõí³ º ò³ ë³í³¿ ( ),u u   ( ),v v   1 2[ , ],    
ÿê³ íàäàþòü åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëó äîâæèíè 
 
2
1
2 2[ , ] 2 ,L u v d Eu Fu v Gv


         (2.49) 
äå ,u du d    .v dv d    
Çàâäàííÿ 2.3.7. Çíàéä³òü ãåîäåçè÷í³ ë³í³¿ ïîâåðõí³ êðóãîâîãî öè-
ë³íäðà ðàä³óñîì .R  
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ð³âíÿííÿ öèë³íäðè÷íî¿ ïîâåðõí³ ðàä³óñîì R  ìàº âè-
ãëÿä 
 cos ,x R   sin ,y R   0 2 ,     ,z     
òîìó êâàäðàò åëåìåíòà äîâæèíè íà í³é 2 2 2 2.dl R d dz    ßêùî ð³â-
íÿííÿ ãåîäåçè÷íî¿ øóêàòè â ïàðàìåòðè÷í³é ôîðì³ ( ),     ( ),z z   
1 2,      òî ôóíêö³îíàë äîâæèíè íàáèðàº âèãëÿäó ôóíêö³îíàëà, ùî 
çàëåæèòü â³ä äâîõ ôóíêö³é òà ¿õ ïåðøèõ ïîõ³äíèõ: 
 
2
1
2 2 2[ , ] .L z d R z


        (2.50) 
Ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ ó ôîðìóë³ (2.50) çàëåæèòü ëèøå â³ä ïîõ³ä-
íèõ   òà ,z   òîìó ñèñòåìà ð³âíÿíü Åéëåðà — Ëàãðàíæà ìàº ïåðø³ 
³íòåãðàëè 
 
2
12 2 2
,
R
C
R z
   
 22 2 2
.
z
C
R z
   
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Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî øóêàí³ ôóíêö³¿ º ë³í³éíèìè: 
 1 1( ) ,a b      2 2( ) ,z a b      (2.51) 
äå ia  ³ ib  — ñòàë³, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ êîîðäèíàò ïî÷àòêî-
âî¿ òà ê³íöåâî¿ òî÷îê. 
Ãåîäåçè÷í³ (2.51) — öå ãâèíòîâ³ ë³í³¿. ßêùî ê³íöåâ³ òî÷êè çíàõî-
äÿòüñÿ íà îäí³é âåðòèêàë³ ( const),   ãåîäåçè÷í³ âèðîäæóþòüñÿ ó â³ä-
ð³çêè ïðÿìèõ; ÿêùî æ íà îäí³é âèñîò³ ( const)z   — ó äóãè êîëà. 
Çàâäàííÿ 2.3.8. Òå ñàìå äëÿ êðóãîâîãî êîíóñà 
 cos ,x az   sin ,y az   0 2 ,     0 .z H   
Âêàç³âêà. Êâàäðàò åëåìåíòà äîâæèíè íà ïîâåðõí³ êîíóñà 
 2 2 2 2 2 2(1 ) .dl a z d a dz     
Â³äïîâ³äü:  22 11 arcsin ( ) ,C a C az     äå ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ âè-
çíà÷àþòüñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòè 1 1( , )z  òà 2 2( , )z  ïî÷àòêîâî¿ òà ê³íöå-
âî¿ òî÷îê ãåîäåçè÷íî¿. Ïðè 1 2,    1 2z z  ìàºìî 1 0,C   òîáòî ãåî-
äåçè÷íà — öå â³äð³çîê òâ³ðíî¿ êîíóñà. Ïðè 1 2    ðîçâ’ÿçîê çðó÷íî 
ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 1 2 21 2 2
sin sin .
1 1
C C
z z
a a 
      
Ïðîàíàë³çóéòå éîãî ïîâåä³íêó äëÿ âèïàäêó 1 2z z  (ê³íö³ ãåîäåçè÷íî¿ 
çíàõîäÿòüñÿ íà îäí³é âèñîò³). 
Íà çàâåðøåííÿ âèâåäåìî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ãåîäåçè÷íî¿ 
äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó n-âèì³ðíîãî ð³ìàíîâîãî ïðîñòîðó. 
Îçíà÷åííÿ 2.3.2. n-Âèì³ðíèé ïðîñò³ð ç äîâ³ëüíèì áàçèñîì ie  ³ êî-
îðäèíàòàìè ,ix  1,2,..., ,i n  íàçèâàºòüñÿ ð³ìàíîâèì, ÿêùî éîãî ìå-
òðèêà çàäàºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì 
 2 1 2
, 1
( , ,..., ) 0,
n
n i k i k
ik ik
i k
dl g x x x dx dx g dx dx

     (2.52) 
äå 1 2( , ,..., )nik i kg x x x  e e  — êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà. Çà íèæ-
í³ì ³ âåðõí³ì ³íäåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, òóò ³ äàë³ ðîçóì³ºìî ï³ä-
ñóìîâóâàííÿ. 
Ç îçíà÷åííÿ (2.52) âèïëèâàº, ùî ãåîäåçè÷íèìè ð³ìàíîâîãî ïðî-
ñòîðó º åêñòðåìàë³ ôóíêö³îíàëà 
 
2
1
1 2[ ] ( , ,..., ) ,
i k
i n
ik
dx dx
L x d g x x x
d d


      (2.53) 
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ÿêèé âèðàæàº äîâæèíó â³äð³çêà êðèâî¿ ( ),i ix x   1,2,..., ,i n  1 2[ , ],    
ì³æ çàäàíèìè òî÷êàìè. Á³ëüøå òîãî, áóäü-ÿêà äîñòàòíüî ìàëà ä³ëÿí-
êà ãåîäåçè÷íî¿ º íàéêîðîòøîþ ñåðåä óñ³õ ñïðÿìëþâàíèõ ë³í³é, ùî 
ç’ºäíóþòü ö³ òî÷êè. 
Çàïèøåìî ñèñòåìó ð³âíÿíü Åéëåðà — Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêö³îíàëà 
(2.53). Âîíè íàáèðàþòü íàéá³ëüø êîìïàêòíîãî âèãëÿäó, ÿêùî â ÿêîñò³ 
  ñêîðèñòàòèñÿ òàê çâàíèì êàíîí³÷íèì ïàðàìåòðîì. Çà îçíà÷åííÿì, 
öå áóäü-ÿêèé ïàðàìåòð, ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ,al b    äå 
0a   ³ b  — ñòàë³, à l  — äîâæèíà â³äð³çêà ãåîäåçè÷íî¿. Äëÿ êàíîí³÷-
íîãî ïàðàìåòðà âåëè÷èíà 
 2
1
const,
i k i k
ik ik
dx dx dx dx
g g
d d adl adl a
     
³ òîìó åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëà (2.53) äîñÿãàºòüñÿ íà ò³é ñàì³é êðèâ³é, 
ùî é åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëà 
 
2
1
[ ]  ,i i kikM x d g x x


      (2.54) 
äå .i ix dx d   Ñïðàâä³: 
  2 2 2
1 1 1
2
2
1 2
2 .i k i k i kik ik ikM d g x x d g x x d g x xaa
  
  
                  
Îñê³ëüêè i k ikx x      — ñèìâîë Êðîíåêåðà, ikg  — ñèìåòðè÷íèé 
òåíçîð, òî, ïåðåïîçíà÷àþ÷è ³íäåêñè ï³äñóìîâóâàííÿ, äëÿ ïîõ³äíèõ 
ï³ä³íòåãðàëüíî¿ ôóíêö³¿ i kikg x x F   ó ôîðìóë³ (2.54) ìàºìî: 
 ,i kikl l
gF
x x
x x
      ,
i k i k k i
ik l ik l lk lil
F
g x g x g x g x
x
            
 2 .i k k i k i i k ilk lkli lilk li lil i k i k
g gg gd F
x x g x x x g x x x g x
d x x x x x
                 
          
Ïîçíà÷èâøè òåïåð 
 ,
1
,
2
lk ikli
l ik k i l
g gg
x x x
           
äëÿ åêñòðåìàëåé ôóíêö³îíàëà (2.54), à, îòæå, ³ ôóíêö³îíàëà (2.53), 
ä³ñòàºìî: 
 , 0.
i i k
li l ikg x x x      
Âåëè÷èíè ,l ik  íàçèâàþòüñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ ïåðøîãî 
ðîäó. Çðó÷í³øå, îäíàê, ïåðåéòè äî ñèìâîë³â Êðèñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó 
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 , ,
m ml
ik l ikg    
äå òåíçîð mlg  âèçíà÷àºòüñÿ ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 .ml mli ig g    
Òîä³ îñòàòî÷íà â³äïîâ³äü òàêà: 
 
2
2
0.
m i k
m
ik
d x dx dx
d dd
      (2.55) 
Çàóâàæèìî, ùî ç äîâ³ëüíî¿ òî÷êè ð³ìàíîâîãî ïðîñòîðó â çàäàíîìó 
íàïðÿì³ âèõîäèòü ò³ëüêè îäíà ãåîäåçè÷íà. 
2.4. ÇÀÄÀ×² ÍÀ ÓÌÎÂÍÈÉ ÅÊÑÒÐÅÌÓÌ 
Ó çàäà÷àõ íà óìîâíèé åêñòðåìóì åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà â³äøó-
êóºòüñÿ ñåðåä ôóíêö³é çàäàíîãî êëàñó, ÿê³, êð³ì êðàéîâèõ, çàäîâîëü-
íÿþòü ïåâí³ äîäàòêîâ³ óìîâè. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ö³ çàäà÷³ ìîæíà 
ðîçâ’ÿçàòè, çâ³âøè ¿õ äî çâè÷àéíèõ çàäà÷ âàð³àö³éíîãî ÷èñëåííÿ äëÿ 
ôóíêö³îíàë³â á³ëüø çàãàëüíîãî âèäó. 
Çóïèíèìîñÿ ñïåðøó íà ³çîïåðèìåòðè÷í³é çàäà÷³. Ó íàéïðîñò³øîìó 
âàð³àíò³ âîíà ôîðìóëþºòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ñåðåä ãëàäêèõ ôóíê-
ö³é ³ç æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè çíàéòè åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà 
 
2
1
[ ] ( , , ),
x
x
J y dxF x y y    (2.56) 
äëÿ ÿêî¿ ³íøèé ôóíêö³îíàë íàáóâàº çàäàíîãî ñòàëîãî çíà÷åííÿ: 
 
2
1
0[ ]  ( , , ) .
x
x
L y dx G x y y L    (2.57) 
ßê ³ ðàí³øå, óâàæàòèìåìî, ùî ôóíêö³¿ ( , , )F x y y  ³ ( , , )G x y y  º íå-
ïåðåðâíèìè ðàçîì ç³ ñâî¿ìè ïåðøèìè òà äðóãèìè ïîõ³äíèìè çà âñ³ìà 
àðãóìåíòàìè â äåÿê³é îáëàñò³ D  ïëîùèíè XOY  ³ ïðè äîâ³ëüíèõ çíà-
÷åííÿõ ïîõ³äíî¿ ( ).y x  
Òåîðåìà 2.4.1 (Åéëåðà). ßêùî êðèâà 20 1 2( ) ([ , ])y x C x x  íàäàº åêñ-
òðåìóì ôóíêö³îíàëó (2.56) ó êëàñ³ 1 1 2([ , ])C x x  çà óìîâè (2.57) òà çâè-
÷àéíèõ óìîâ æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ 
 1 1( ) ,y x y  2 2( ) ,y x y   (2.58) 
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³ ÿêùî 0( )y x  íå º åêñòðåìàëëþ ôóíêö³îíàëà (2.57) (òîáòî ÷èñëî 0L  íå 
º åêñòðåìàëüíèì çíà÷åííÿì ôóíêö³îíàëà (2.57)), òî ³ñíóº òàêà ñòàëà 
,  ùî êðèâà 0( )y x  íàäàº åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëó 
  2
1
*[ ] [ ] [ ] ( , , ) ( , , ) .
x
x
J y J y L y dx F x y y G x y y        (2.59) 
Ñòàëà (ïàðàìåòð)   íàçèâàºòüñÿ íåâèçíà÷åíèì ìíîæíèêîì Ëà-
ãðàíæà. 
Äîâåäåííÿ. Íàçèâàòèìåìî äîïóñòèìèìè òàê³ âàð³àö³¿ ( )y x 
1
0 1 2([ , ])C x x  êðèâî¿ 0( ),y x  äëÿ ÿêèõ 
 0 0[ ] .L y y L     (2.60) 
Äëÿ äîïóñòèìèõ âàð³àö³é ìàºìî 
 
2
1
0[ ] ( ) 0,
x
x
G d G
L y y x dx
y dx y
            (2.61) 
à òàêîæ, ÿê ³ ó âèïàäêó ôóíêö³îíàëà íàéïðîñò³øîãî òèïó (äèâ. ï³äðîç-
ä³ë 1.2), 
 
2
1
0[ ] ( ) 0.
x
x
F d F
J y y x dx
y dx y
            (2.62) 
Óìîâà (2.61) ³ñòîòíî çâóæóº êëàñ ìîæëèâèõ âàð³àö³é åêñòðåìàëü-
íî¿ êðèâî¿. Çîêðåìà, íå º äîïóñòèìèìè âàð³àö³¿, ÿê³ â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä 
íóëÿ â ìàëîìó îêîë³ ëèøå îäí³º¿ òî÷êè 0 1 2( , ),x x x  äëÿ ÿêî¿ 
 
0
0 0 0 0( , ( ), ( )) ( , ( ), ( )) 0.
x x
G x y x y x G x y x y xd
y dx y 
          (2.63) 
Òî÷êè, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóºòüñÿ óìîâà (2.63), ³ñíóþòü, áî ³íàêøå 
ôóíêö³ÿ 0( )y x  çàäîâîëüíÿëà á íà ³íòåðâàë³ 1 2( , )x x  ð³âíÿííÿ 
 0
G d G
y dx y
     
äëÿ åêñòðåìàë³ ôóíêö³îíàëà (2.57), à öå ñóïåðå÷èòü óìîâ³ òåîðåìè. 
Ðîçãëÿíåìî òåïåð òàêó äîïóñòèìó âàð³àö³þ, ÿêà â³äì³ííà â³ä íóëÿ 
â ÿê çàâãîäíî ìàëèõ -îêîëàõ òî÷êè 0x  òà ³íøî¿ (äîâ³ëüíî¿) òî÷êè 
1 2( , ).x x x  Ïîçíà÷èâøè 
 
0
0
0 ( ) ,
x
x
S y x dx


   ( ) ,x
x
S y x dx


    
çàì³ñòü (2.61) ³ (2.62) ìîæåìî çàïèñàòè: 
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0
0 0[ ] 0,
x x x x
G d G G d G
L y S S
y dx y y dx y  
                           (2.64) 
 
0
0 0[ ] 0.
x x x x
F d F F d F
J y S S
y dx y y dx y  
                           (2.65) 
Ç ð³âíÿííÿ (2.64) çíàõîäèìî: 
 
0
0 .
x x
x x
G d G
y dx y
S S
G d G
y dx y


             
 
Ïîêëàâøè òåïåð 
 0
0
,
x x
x x
F d F
y dx y
G d G
y dx y


            
 
ð³âíÿííÿ (2.65) ìîæåìî ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 0.
x x
F d F G d G
S
y dx y y dx y 
                   
 
Îñê³ëüêè S   — ìàëå, àëå äîâ³ëüíå ÷èñëî, à x  — äîâ³ëüíà òî÷êà 
³íòåðâàëó 1 2( , ),x x  áà÷èìî, ùî åêñòðåìàëüíà ôóíêö³ÿ çàäîâîëüíÿº ð³â-
íÿííÿ 
 ( ) ( ) 0.
d
F G F G
y dx y
        (2.66) 
Òàêèì ÷èíîì, ùîá ðîçâ’ÿçàòè ³çîïåðèìåòðè÷íó çàäà÷ó (2.56)–
(2.58), ñïåðøó çà äîïîìîãîþ çàäàíèõ ôóíêö³îíàë³â [ ]J y  òà [ ]L y  
áóäóºìî ôóíêö³îíàë *[ ]J y  (2.59) ç ï³ä³íòåãðàëüíîþ ôóíêö³ºþ 
*( , , ) ( , , ) ( , , )F x y y F x y y G x y y      òà âèïèñóºìî äëÿ íüîãî â³äïîâ³äíå 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà (2.66). Ðîçâ’ÿçàâøè öå 
ð³âíÿííÿ, îòðèìóºìî â çàãàëüíîìó âèïàäêó òðèïàðàìåòðè÷íó ñ³ì’þ 
êðèâèõ 1 2( ; , , ),y y x C C   ñåðåä ÿêèõ, ìîæëèâî, çíàõîäèòüñÿ ôóíêö³ÿ, 
ùî º åêñòðåìàëëþ ôóíêö³îíàëà (2.56) ³ íàäàº ô³êñîâàíîãî (íå åêñòðå-
ìàëüíîãî) çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëó (2.57). Ùîá ¿¿ âèîêðåìèòè, çà äî-
ïîìîãîþ êðàéîâèõ óìîâ (2.58) òà óìîâè (2.57) çíàõîäèìî çíà÷åííÿ 
ñòàëèõ ³íòåãðóâàííÿ 1,C  2C  òà ïàðàìåòðà :  
 1 1 2 1( ; , , ) ,y x C C y   2 1 2 2( ; , , ) ,y x C C y   1 2 0[ ( ; , , )] .L y x C C L   
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Çàâäàííÿ 2.4.1. Çíàéä³òü ð³âíîâàæíèé ïðîô³ëü âàæêî¿ îäíîð³äíî¿ 
ãíó÷êî¿ íåðîçòÿæíî¿ íèòêè äîâæèíîþ ,l  ÿêà ïðîâèñàº ï³ä ä³ºþ ñèëè 
òÿæ³ííÿ. Ê³íö³ íèòêè çàêð³ïëåíî íà îäíîìó ð³âí³. (Çàäà÷à ïðî ëàíöþ-
ãîâó ë³í³þ.) 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé ê³íö³ íèòêè çàêð³ïëåíî â òî÷êàõ x a   ãî-
ðèçîíòàëüíî¿ îñ³ ,OX  à â³ñü OY  íàïðÿìëåíà âåðòèêàëüíî âãîðó 
(ðèñ. 2.6). Ó ñòàí³ ð³âíîâàãè ñèñòåìà ìàº ì³í³ìàëüíó ïîòåíö³àëüíó 
åíåðã³þ, òîáòî ¿¿ öåíòð âàãè Y çíàõîäèòüñÿ â íàéíèæ÷³é òî÷ö³. Òðåáà 
çíàéòè ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà 
 2[ ]  1
a
a
Y y dx y y


   
çà äîäàòêîâî¿ óìîâè, ùî äîâæèíà íèòêè çàëèøàºòüñÿ ñòàëîþ: 
 2[ ] 1 .
a
a
L y dx y l


     (2.67) 
 y 
+a 
O  x
– a 
Ðèñ. 2.6. Ïðîâèñàííÿ íèòêè ï³ä âëàñíîþ âàãîþ 
Ðîçâ’ÿçêîì ö³º¿ ³çîïåðèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ º åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà 
 2*[ ] ( ) 1 ,
a
a
Y y dx y y


     
ÿêà çàäîâîëüíÿº êðàéîâ³ óìîâè ( ) ( ) 0y a y a    òà óìîâó (2.67). Ïåð-
øèé ³íòåãðàë â³äïîâ³äíîãî ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà ìàº âèãëÿä 
 12
,
1
y
C
y
 
 
äå   — íåâèçíà÷åíèé ìíîæíèê Ëàãðàíæà, 1C  — ñòàëà ³íòåãðóâàííÿ. 
Ï³äñòàâèâøè sh ,y t   çíàõîäèìî: 
 1 2
1
( ) ch .
x
y x C C
C
      
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Êðàéîâ³ óìîâè äàþòü: 2 0,C    1 1ch .C a C    Ç óìîâè (2.67) äëÿ 
ñòàëî¿ 1C  ä³ñòàºìî ð³âíÿííÿ  1 1sh (2 ).a C l C  Ó áåçðîçì³ðíîìó âè-
ãëÿä³ ìàºìî: sh ,u u   äå 1 ,u a C  (2 ).l a   Òðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê 
0u   öüîãî ð³âíÿííÿ â³äïîâ³äàº âèïàäêó, êîëè 1C    ³ 0.y   Ç ô³çè÷-
íîãî ïîãëÿäó öå ìîæëèâî 
ëèøå çà óìîâè, ùî äîâ-
æèíà íèòêè 2 .l a  Íå-
òðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê 
ç’ÿâëÿºòüñÿ òîä³, êîëè 
òàíãåíñ êóòà íàõèëó ïðÿ-
ìî¿ y u   º á³ëüøèì çà 
òàíãåíñ êóòà íàõèëó äî-
òè÷íî¿ äî ôóíêö³¿ shy u  
â íóë³ (äèâ. ðèñ. 2.7), òîá-
òî êîëè 1,   àáî 2 .l a  
Îòæå, çàäà÷à ìàº 
ðîçâ’ÿçîê çà óìîâè, ùî 
2 .l a  
Çàâäàííÿ 2.4.2. Ñåðåä 
óñ³õ êðèâèõ äîâæèíîþ ,l  
ùî ç’ºäíóþòü ô³êñîâàí³ 
òî÷êè A  òà B  ( ),l AB  
çíàéä³òü òó, ÿêà ðàçîì ç 
â³äð³çêîì AB  îáìåæóº 
ïëîñêó çàìêíåíó îáëàñòü 
³ç íàéá³ëüøîþ ïëîùåþ. 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íåõàé â³äñòàíü 
2 .AB a  Âèáåðåìî çà â³ñü OX  
ïðÿìó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç çà-
äàí³ òî÷êè A  òà ,B  ³ ïîì³ñòèìî 
ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïîñåðåäèí³ 
â³äð³çêà ,AB  òîáòî ( ,0)A a  òà 
( ,0)B a  (äèâ. ðèñ. 2.8). Óâàæàòè-
ìåìî òàêîæ, ùî øóêàíà êðèâà 
  çíàõîäèòüñÿ íàä â³ññþ .OX  
Òîä³ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî â³äøó-
êàííÿ ìàêñèìóìó ôóíêö³îíàëà 
ïëîù³ 
Ðèñ. 2.7. Ãðàô³÷íèé àíàë³ç ð³âíÿííÿ sh u = u 
 y 
 u
 y = sh u 
1, 2, 3 – ɩɪɹɦɿ y = Įu ɩɪɢ 
        ɪɿɡɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧɧɹɯ Į 
O 
3:  α < 1 
2:  α = 1 
1:  α > 1 
Ðèñ. 2.8. Ïëîùà, îáìåæåíà â³äð³çêîì 
AB òà êðèâîþ  ³ç çàäàíîþ äîâæèíîþ 
 y 
A 
O  x
B 
+a – a 
γ 
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  [ ]
a
a
S y dx y


   
çà óìîâè, ùî äîâæèíà êðèâî¿   çàëèøàºòüñÿ ñòàëîþ: 
 2[ ] 1 .
a
a
L y dx y l


    
Çã³äíî ç òåîðåìîþ Åéëåðà, òðåáà çíàéòè åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà 
  2*[ ] 1 ,a
a
S y dx y y


     
ÿêà çàäîâîëüíÿº êðàéîâ³ óìîâè ( ) ( ) 0y a y a    òà óìîâó (2.67). Ïåð-
øèé ³íòåãðàë â³äïîâ³äíîãî ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà ìàº âèãëÿä 
 1 2
,
1
y C
y
  
 
äå   — íåâèçíà÷åíèé ìíîæíèê Ëàãðàíæà, 1C  — ñòàëà ³íòåãðóâàííÿ. 
Öå ð³âíÿííÿ ëåãêî ³íòåãðóºòüñÿ â ïàðàìåòðè÷íîìó âèãëÿä³ çà äîïî-
ìîãîþ ï³äñòàíîâêè tg .y    Ìàºìî: 
 1 cos ,y C     2 sin ,x C    
äå 2C  — íîâà ñòàëà ³íòåãðóâàííÿ. Âèêëþ÷èâøè ïàðàìåòð   çà äîïî-
ìîãîþ òîòîæíîñò³ 2 2sin cos 1,    áà÷èìî, ùî êðèâà  º äóãîþ êîëà 
 2 2 21 2( ) ( )y C x C      
ç öåíòðîì ó òî÷ö³ 2 1( , )C C  ³ ðàä³óñîì | | .R    
Êðàéîâ³ óìîâè äàþòü 2 21 ,C a     2 0.C   Äëÿ ñòàëî¿ 0R   ç 
óìîâè (2.67) ä³ñòàºìî ð³âíÿííÿ  2 arcsin ,R a R l  ÿêå çâîäèìî äî áåç-
ðîçì³ðíîãî âèãëÿäó arcsin ,u u   äå ,u a R  (2 ).l a   Òðèâ³àëüíèé 
ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ 0u   â³äïîâ³äàº çíà÷åííþ .R    Ó öüî-
ìó âèïàäêó êðèâà   ëåæèòü íà îñ³ ,OX  à â³äïîâ³äíà ïëîùà íàáóâàº 
íóëüîâîãî (íàéìåíøîãî) çíà÷åííÿ. Íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ³ñíóº, 
ÿêùî òàíãåíñ êóòà íàõèëó ïðÿìî¿ y u   º á³ëüøèì çà òàíãåíñ êóòà 
íàõèëó äîòè÷íî¿ äî ôóíêö³¿ arcsiny u  â íóë³ (äèâ. ðèñ. 2.9), òîá-
òî êîëè 1,   àáî 2 .l a  Ïðè öüîìó ôóíêö³ÿ, ÿêà îïèñóº äóãó ,  º 
îäíîçíà÷íîþ ëèøå çà óìîâè 2,    òîáòî ,l a   òà ìàº âèãëÿä 
2 2 2 2( ) ,y x R x R a     [ , ].x a a   Ïëîùà, îáìåæåíà íåþ òà â³ä-
ð³çêîì ,AB  äîð³âíþº 
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 2 2 2 2
2 2 2 2 2
( )
arcsin .
2
a
l a
a
S R dx R x R a
a Rl
a R a R a R a
R


    
     

 
 y 
u
3:  α < 1
2:  α = 1
1:  1 < α ≤ π/2
 y = arcsin u 
O
1, 2, 3 – ɩɪɹɦɿ y = Įu ɩɪɢ 
        ɪɿɡɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧɧɹɯ Į 
 1 
π/2 
Ðèñ. 2.9. Ãðàô³÷íèé àíàë³ç ð³âíÿííÿ arcsin u = u 
Çîêðåìà, ïðè l a   ðàä³óñ R a  ³ ïëîùà 2( ) 2.l aS R a    
ßêùî æ ,l a   ïðîåêö³ºþ äóãè   íà â³ñü OX  º â³äð³çîê [ , ],R R  à 
îáìåæåíà íåþ òà â³äð³çêîì AB  ïëîùà 2( ) ( ).l a l aS R R S R     
Êðàéîâ³ óìîâè æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ íå º îáîâ’ÿçêîâèìè ïðè 
ôîðìóëþâàíí³ ³çîïåðèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³. Êðàéîâ³ óìîâè ³íøèõ òèï³â 
òàêîæ ìîæëèâ³. 
Çàâäàííÿ 2.4.3. Ïîêàæ³òü, ùî ãëàäêà åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà 
 2 2 2 21 2
0
1
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( )
2 2 2
l k k
Ï X p x X x q x X x dx X X l        (2.68) 
çà óìîâè, ùî ³íøèé ôóíêö³îíàë 
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 2
0
1
[ ] ( ) ( )
2
l
K X x X x dx    (2.69) 
íàáóâàº ñòàëîãî çíà÷åííÿ, º ðîçâ’ÿçêîì êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³-
óâ³ëëÿ, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç îäíîð³äíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),d p x X x q x X x x X x
dx
     0 ,x l    (2.70) 
òà îäíîð³äíèõ êðàéîâèõ óìîâ 
1(0) (0) 0,X h X    2( ) ( ) 0,X l h X l    1 1 (0),h k p  2 2 ( ).h k p l   (2.71) 
Óçàãàëüíåííÿì íàéïðîñò³øî¿ ³çîïåðèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ (2.56)–
(2.58) º çàäà÷à ïðî â³äøóêàííÿ ãëàäêî¿ åêñòðåìàë³ ôóíêö³îíàëà 
 
2
1
1 2 1 2 1 2[ , ,..., ] ( , , ,..., ; , ,..., )
x
n n n
x
J y y y dxF x y y y y y y      (2.72) 
çà äîäàòêîâî¿ óìîâè, ùî çàëèøàþòüñÿ ñòàëèìè çíà÷åííÿ k  ³íøèõ 
ôóíêö³îíàë³â 
2
1
1 2 1 2 1 2[ , ,..., ]  ( , , ,..., ; , ,..., ) ,
x
j n j n n j
x
L y y y dx G x y y y y y y L     1,2,..., ,j k  (2.73) 
òà ïðè ô³êñîâàíèõ çíà÷åííÿõ ôóíêö³é ( )iy x  íà ê³íöÿõ â³äð³çêà 1 2[ , ].x x  
Àíàëîã³÷íî äî çàäà÷³ (2.56)–(2.58), âîíà ðîçâ’ÿçóºòüñÿ øëÿõîì óâå-
äåííÿ k  íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà j  òà ïîáóäîâè íîâîãî 
ôóíêö³îíàëà 
 1 2 1 2 1 2
1
*[ , ,..., ] [ , ,..., ] [ , ,..., ]
k
n n j j n
j
J y y y J y y y L y y y

     (2.74) 
ç ï³ä³íòåãðàëüíîþ ôóíêö³ºþ 
 
1
* .
k
j j
j
F F G

     (2.75) 
Øóêàíà åêñòðåìàëü º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè n  äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü Åéëåðà — Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêö³îíàëà 1 2
*[ , ,..., ],nJ y y y  
 
* *
0,
i i
F d F
y dx y
     1,2,..., ,i n   (2.76) 
ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâè (2.73) òà óìîâè æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ. 
²íøèé òèï çàäà÷ íà óìîâíèé åêñòðåìóì ä³ñòàºìî, âèìàãàþ÷è, ùîá 
åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà (2.72) çàì³ñòü óìîâè ñòàëîñò³ ôóíêö³îíàë³â 
(2.73) çàäîâîëüíÿëà â’ÿç³ 
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 1 2 1 2( , , ,..., ; , ,..., ) 0,j n nf x y y y y y y     1,2,..., .j m n    (2.77) 
Öÿ çàäà÷à íàçèâàºòüñÿ çàäà÷åþ Ëàãðàíæà. Íàãàäàºìî, ùî â’ÿçü jf  íà-
çèâàºòüñÿ ãîëîíîìíîþ, ÿêùî âîíà íå ì³ñòèòü (àáî çâîäèòüñÿ äî âèãëÿ-
äó, ùî íå ì³ñòèòü) ïîõ³äí³ ( ),iy x  1,2,..., .i n  Ó ïðîòèâíîìó ðàç³ âîíà 
íàçèâàºòüñÿ íåãîëîíîìíîþ. 
Ïðèêëàäàìè çàäà÷³ Ëàãðàíæà ç ãîëîíîìíîþ â’ÿççþ º ðîçãëÿíóò³ 
âèùå çàäà÷³ ïðî ãåîäåçè÷íó (äèâ. çàâäàííÿ 2.3.7 òà 2.3.8), ÿêà ç’ºäíóº 
çàäàí³ òî÷êè íà ïåâí³é ïîâåðõí³ 
 ( , , ) 0.f x y z    (2.78) 
Îòæå, ó íàéïðîñò³øîìó âàð³àíò³ çàäà÷ó Ëàãðàíæà ìîæíà ñôîðìó-
ëþâàòè òàê: çíàéòè ãëàäêó åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà âèäó 
 
2
1
[ , ] ( , , ; , ),
x
x
J y z dxF x y z y z     (2.79) 
ÿêà çàäîâîëüíÿº ãîëîíîìíó â’ÿçü (2.78) òà êðàéîâ³ óìîâè æîðñòêîãî 
çàêð³ïëåííÿ 
 1 1( ) ,y x y  1 1( ) ,z x z  2 2( ) ,y x y  2 2( ) .z x z   (2.80) 
Òåîðåìà 2.4.2. Íåõàé ôóíêö³¿ ( , , ; , )F x y z y z   òà ( , , )f x y z  íåïåðåðâí³ 
ðàçîì ç³ ñâî¿ìè ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè â³äïîâ³äíî äî äðóãîãî òà ïåð-
øîãî ïîðÿäê³â âêëþ÷íî. Òîä³ ãëàäêà åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà (2.79) 
çà óìîâ (2.78), (2.80) çàäîâîëüíÿº ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
Åéëåðà — Ëàãðàíæà 
 0,
F d F
y dx y
   
 
 0,
F d F
z dx z
   
 
  (2.81) 
äå 
 ( , , , ; , ) ( , , ; , ) ( ) ( , , ),F x y z y z F x y z y z x f x y z         (2.82) 
à ( )x  — íåâèçíà÷åíà ôóíêö³ÿ êëàñó 1 1 2([ , ])C x x . 
Ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ ³ ôóíêö³ÿ ( )x  ó çàãàëüíîìó ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè 
(2.81) çíàõîäÿòüñÿ çà äîïîìîãîþ êðàéîâèõ óìîâ (2.80) ³ â’ÿç³ (2.78). 
Äîâåäåííÿ. ßê ³ ó âèïàäêó ³çîïåðèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³, ñïðîáóºìî çà-
äà÷ó (2.78)–(2.80) íà óìîâíèé åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëà (2.79) çâåñòè 
äî çàäà÷³ ïðî çâè÷àéíèé åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëà á³ëüø çàãàëüíîãî 
âèäó ç ï³ä³íòåãðàëüíîþ ôóíêö³ºþ (2.82): 
 
2
1
[ , , ] ( , , , ; , ).
x
x
J y z dxF x y z y z       (2.83) 
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ßêùî ðîçãëÿäàòè ( )x  ÿê ùå îäíó ôóíêö³þ, â³ä ÿêî¿ çàëåæèòü ôóíê-
ö³îíàë [ , , ],J y z   òî éîãî åêñòðåìàëü ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ñèñòåìó 
òðüîõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü Åéëåðà — Ëàãðàíæà, à ñàìå, äâà ð³â-
íÿííÿ (2.81) òà ð³âíÿííÿ 
 0.
F d F
dx
   
 
  (2.84) 
À öå º íå ùî ³íøå, ÿê ð³âíÿííÿ (2.78). 
Çàâäàííÿ 2.4.4. Äîâåä³òü, ùî ãîëîâíà íîðìàëü äî ãåîäåçè÷íî¿ ë³í³¿ 
ïîâåðõí³ çá³ãàºòüñÿ â êîæí³é òî÷ö³ ç íîðìàëëþ äî ïîâåðõí³. (Îñíîâíà 
âëàñòèâ³ñòü ãåîäåçè÷íî¿.) 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïîòð³áíî ïðîàíàë³çóâàòè çàäà÷ó Ëàãðàíæà (2.78)–
(2.80), äå ó âèïàäêó ãåîäåçè÷íî¿ ë³í³¿ ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ ó ôóíê-
ö³îíàë³ (2.79) ìàº âèãëÿä 2 2( , ) 1 .F y z y z       Ç ð³âíÿíü Åéëåðà — 
Ëàãðàíæà (2.81) äëÿ äîïîì³æíî¿ ôóíêö³¿ 
 2 21 ( ) ( , , )F y z x f x y z      
âèïëèâàº, ùî 
 0,y
d y
f
dx F
        0.z
d z
f
dx F
         (2.85) 
Ùå îäíå ð³âíÿííÿ ä³ñòàíåìî, äèôåðåíö³þþ÷è (2.78) çà çì³ííîþ :x  
 0.x y zf f y f z     
Òåïåð ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè îñòàííüîãî ð³âíÿííÿ íà   òà 
ï³äñòàâèìî çàì³ñòü yf  ³ zf  ¿õ çíà÷åííÿ ç ôîðìóë (2.85): 
 0.x
d y d z
y z f
dx F dx F
                 
Ðîçêðèâàþ÷è ïîõ³äí³ çà x  òà âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 2 2 21 ,F y z     ,dFF y y z z
dx
      
çíàõîäèìî: 
 
1
0.x
d
f
dx F
         (2.86) 
Âèðàçè â äóæêàõ ï³ä çíàêîì ïîõ³äíî¿ äîð³âíþþòü íàïðÿìíèì êî-
ñèíóñàì äîòè÷íî¿ äî ãåîäåçè÷íî¿, òîìó ð³âíÿííÿ (2.85), (2.86) ìîæíà 
ïåðåïèñàòè òàê: 
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cos
0,x
d
f
dx
     cos 0,yd fdx
     cos 0.zd fdx
      (2.87) 
Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ cos ,dx dl    îïåðàö³þ äèôåðåíö³þâàí-
íÿ çà çì³ííîþ x  ó ôîðìóëàõ (2.87) çàì³íèìî îïåðàö³ºþ äèôåðåíö³þ-
âàííÿ çà äîâæèíîþ ãåîäåçè÷íî¿: 1(cos ) .d dx d dl   Îòðèìóºìî: 
 
cos
,x
d
f
dl
    cos ,yd fdl
    cos ,zd fdl
     (2.88) 
äå cos .     
ßê â³äîìî ç äèôåðåíö³àëüíî¿ ãåîìåòð³¿, ë³â³ ÷àñòèíè ôîðìóë (2.88) 
ïðîïîðö³éí³ íàïðÿìíèì êîñèíóñàì ãîëîâíî¿ íîðìàë³ äî êðèâî¿, à 
ïðàâ³ — íàïðÿìíèì êîñèíóñàì íîðìàë³ äî ïîâåðõí³. Çâ³äñè é âèïëè-
âàº, ùî âçäîâæ ãåîäåçè÷íî¿ ë³í³¿ ãîëîâíà íîðìàëü äî íå¿ º îäíî÷àñíî 
é íîðìàëëþ äî ïîâåðõí³. 
Çàãàëüíà çàäà÷à Ëàãðàíæà ïðî â³äøóêàííÿ åêñòðåìóìó ôóíê-
ö³îíàëà (2.72) çà óìîâè, ùî øóêàí³ ôóíêö³¿ ( )iy x  íàëåæàòü êëàñó 
1
1 2([ , ]),C x x  çàäîâîëüíÿþòü m  äèôåðåíö³àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü (íå-
ãîëîíîìíèõ â’ÿçåé) (2.77) òà ïåâí³ êðàéîâ³ óìîâè ê³ëüê³ñòþ 2 ,n m  
ðîçâ’ÿçóºòüñÿ àíàëîã³÷íî äî ïîïåðåäíüî¿. 
Íåõàé ôóíêö³¿ â (2.77) âèçíà÷åí³ òà ìàþòü íåïåðåðâí³ ÷àñòèí-
í³ ïîõ³äí³ äðóãîãî ïîðÿäêó çà âñ³ìà ñâî¿ìè àðãóìåíòàìè, à ìàòðèöÿ 
j if y   ìàº ðàíã m  â óñ³õ òî÷êàõ 1 2( , , ,..., )nx y y y  äåÿêî¿ ïðîñòîðîâî¿ 
îáëàñò³, êîëè ïîõ³äí³ 1 2, ,..., ny y y    ïðîá³ãàþòü äîâ³ëüí³ çíà÷åííÿõ íà 
ê³íöÿõ ³íòåðâàëó 1 2[ , ].x x  Òîä³ øóêàíîþ åêñòðåìàëëþ º ³íòåãðàëüíà 
êðèâà ñèñòåìè ( )n m  äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
 0,
i i
F d F
y dx y
   
 
 1,2,..., ,i n   (2.89) 
 0,  1,2,..., ,jf j m n     (2.90) 
äå äîïîì³æíà ôóíêö³ÿ 
 
1
( ) ,
m
j j
j
F F x f

     (2.91) 
à íåâèçíà÷åí³ ôóíêö³¿ Ëàãðàíæà ( )j x  íàëåæàòü êëàñó 1 1 2([ , ]).C x x  
Çàóâàæèìî, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ (2.90) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ð³â-
íÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà, ó ÿêèõ ôóíêö³ÿ (2.91) äèôåðåíö³þºòüñÿ çà 
íåâ³äîìèìè ôóíêö³ÿìè .j  
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Çàâäàííÿ 2.4.5. Ïî ÿê³é çàìêíåí³é êðèâ³é ó ãîðèçîíòàëüí³é ïëîùè-
í³ ïîâèíåí ðóõàòèñÿ ë³òàê ç³ ñòàëîþ çà âåëè÷èíîþ âëàñíîþ øâèäê³ñ-
òþ ,v  ùîá çà ô³êñîâàíèé ïðîì³æîê ÷àñó îáëåò³òè íàéá³ëüøó ïëîùó? 
Ï³ä ÷àñ ðóõó ë³òàêà äìå â³òåð, øâèäê³ñòü ÿêîãî â³äíîñíî çåìë³ ñòàëà çà 
íàïðÿìîì òà âåëè÷èíîþ .w v  (Çàäà÷à ×àïëèã³íà ïðî ìàêñèìàëüíó 
ïëîùó îáëüîòó.) 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Âèâ÷àòèìåìî ðóõ ë³òàêà â³äíîñíî íåðóõîìî¿ ñèñòåìè 
â³äë³êó, ïîâ’ÿçàíî¿ ³ç çåìëåþ. Íåõàé ðóõ â³äáóâàºòüñÿ â ãîðèçîíòàëü-
í³é ïëîùèí³ ,XOY  à â³ñü OX  íàïðÿìëåíà âçäîâæ øâèäêîñò³ â³òðó w  
(ðèñ. 2.10). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )t  êóò ì³æ íàïðÿìîì âëàñíî¿ øâèäêî-
ñò³ ë³òàêà v  òà â³ññþ ,OX  à ÷åðåç ( )x t  ³ ( )y t  — êîìïîíåíòè ðàä³óñ-
âåêòîðà öåíòðà ìàñ ë³òàêà r  ó ìîìåíò ÷àñó .t  Òîä³ øâèäê³ñòü ë³òàêà 
â³äíîñíî çåìë³  u v w  ìàº êîìïîíåíòè 
 cos ,x v w    sin .y v    (2.92) 
 y 
O  x x(t)
 ϕ(t) 
 α(t)
 r 
 w
 u v 
 y(t)
Ðèñ. 2.10. Ê³íåìàòèêà çàäà÷³ ×àïëèã³íà 
Ïëîùà, ÿêó îïèñóº ë³òàê y ãîðèçîíòàëüí³é ïëîùèí³ çà ÷àñ ,dt  äî-
ð³âíþº ïîëîâèí³ ìîäóëÿ (ôàêòè÷íî ïîëîâèí³ z-êîìïîíåíòè) âåêòîð-
íîãî äîáóòêó [ , ].dtr u  Òîìó ïëîùà, ÿêó ë³òàê îáë³òàº çà ïðîì³æîê ÷àñó 
,T  âèðàæàºòüñÿ ³íòåãðàëîì 
 
0
1
( ).
2
T
S dt xy yx      (2.93) 
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Çàäà÷à, òàêèì ÷èíîì, çâîäèòüñÿ äî â³äøóêàííÿ òðüîõ ôóíêö³é ( ),t  
( )x t  ³ ( ),y t  ùî íàäàþòü ìàêñèìóì ôóíêö³îíàëó (2.93) òà çàäîâîëüíÿ-
þòü äâ³ íåãîëîíîìí³ â’ÿç³ (2.92). 
Ïîáóäóºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü (2.89). Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ (2.91) ó íà-
øîìó âèïàäêó ìàº âèãëÿä 
 1 2
1
( ) ( )( cos ) ( )( sin ),
2
F xy yx t x v w t y v               (2.94) 
ä³ñòàºìî: 
 1 0,y     2 0,x     1 2sin cos 0.        (2.95) 
Ç ïåðøèõ äâîõ ð³âíÿíü (2.95) 
 1 1,y C     2 2.x C     (2.96) 
Ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì îñåé êîîðäèíàò ìîæíà äîìîãòèñÿ, ùîá 
ñòàë³ 1C  òà 2C  äîð³âíþâàëè íóëþ. Òîä³ òðåòº ð³âíÿííÿ ðóõó íàáèðàº 
âèãëÿäó 
 cos sin 0.x y      (2.97) 
Ðàçîì ³ç äâîìà ð³âíÿííÿìè â’ÿçåé (2.92) âîíî óòâîðþº çàìêíåíó ñèñ-
òåìó äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêö³é ( ),t  ( )x t  òà ( ).y t  
Ïåðåéäåìî äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò 
 cos ,x r   sin .y r   
Òîä³ ð³âíÿííÿ (2.97) çâîäèòüñÿ äî 
 cos( ) 0,    
çâ³äêè 
 .
2
     (2.98) 
Ç óðàõóâàííÿì öüîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ ð³âíÿííÿ (2.92) íàáèðàþòü âè-
ãëÿäó 
 
cos sin sin ,
sin cos cos .
r r v w
r r v
    
   
 
    (2.99) 
Ïîìíîæèìî ïåðøå ç ð³âíÿíü (2.99) íà cos ,  äðóãå — íà sin ,  òà 
äîäàìî ¿õ ë³â³ òà ïðàâ³ ÷àñòèíè. Çíàõîäèìî: 
 cos .
dr w dy
w
dt v dt
    
Îáèäâ³ ÷àñòèíè öüîãî ð³âíÿííÿ ëåãêî ³íòåãðóþòüñÿ: 
 sin ,
w w
r y C r C
v v
     
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äå C  — ñòàëà ³íòåãðóâàííÿ. Çâ³äñè 
 .
1 sin 1 cos
C C
r
w w
v v
 
   
  (2.100) 
Áà÷èìî, ùî òðàºêòîð³ÿ ë³òàêà ç ìàêñèìàëüíîþ ïëîùåþ îáëüî-
òó — öå êîí³÷íèé ïåðåð³ç ³ç ôîêóñîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ³ åêñöåí-
òðèñèòåòîì .w v   Îñê³ëüêè øâèäê³ñòü â³òðó ââàæàºòüñÿ ìåíøîþ 
çà øâèäê³ñòü ë³òàêà, òî 1,   òîáòî öåé ïåðåð³ç º åë³ïñîì ç âåëèêîþ 
â³ññþ âçäîâæ îñ³ .OY  Ðóõàþ÷èñü ïî òàêîìó åë³ïñó, ï³ëîò ïîâèíåí âè-
òðèìóâàòè êóò (2.98) äëÿ íàïðÿìó âëàñíî¿ øâèäêîñò³ ë³òàêà â³äíîñíî 
çåìë³. 
2.5. ÔÓÍÊÖ²ÎÍÀËÈ Â²Ä ÔÓÍÊÖ²¯ ÁÀÃÀÒÜÎÕ ÇÌ²ÍÍÈÕ 
Ó öüîìó ï³äðîçä³ë³ âèâ÷àºòüñÿ îñíîâíà çàäà÷à âàð³àö³éíîãî ÷èñëåí-
íÿ äëÿ ôóíêö³îíàë³â, ùî çàëåæàòü â³ä ôóíêö³é ê³ëüêîõ çì³ííèõ òà ¿õ 
÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ. Íàéïðîñò³øèé ïðåäñòàâíèê òàêîãî òèïó ôóíêö³-
îíàë³â çàëåæèòü â³ä ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ òà ¿¿ ïåðøèõ ïîõ³äíèõ: 
 
( , ) ( , )
[ ] , , ( , ), , .
D
z x y z x y
J z dxdyF x y z x y
x y
         (2.101) 
Óâàæàòèìåìî, ùî äîïóñòèì³ ôóíêö³¿ ( , )z z x y  âèçíà÷åí³ â äå-
ÿê³é îáëàñò³ D  ïëîùèíè XOY  ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ìåæåþ ,  íåïå-
ðåðâí³ ðàçîì ç³ ñâî¿ìè ïåðøèìè ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè, à ìíîæèíà 
¿õ çíà÷åíü äëÿ òî÷îê ( , )x y D  óòâîðþº äåÿêó ïðîñòîðîâó îáëàñòü G  
(ðèñ. 2.11). 
 y
z = z(x, y) 
O 
x 
 z 
 Γ 
 G
 D
 Ȗ
Ðèñ. 2.11. Ïîâåðõíÿ ó òðèâèì³ðíîìó ïðîñòîð³, çàäàíà ôóíêö³ºþ z = z(x,y). 
Êðèâà  — êðàé ïîâåðõí³ 
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Òåîðåìà 2.5.1. Íåõàé ïðè äîâ³ëüíèõ ñê³í÷åííèõ çíà÷åííÿõ 
xz z x    òà yz z y    ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ ( , , , , )x yF x y z z z  ó 
ôóíêö³îíàë³ (2.101) º â îáëàñò³ G  äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíîþ 
çà ñâî¿ìè àðãóìåíòàìè. ßêùî ôóíêö³ÿ 0( , ),z x y  ÿêà íàäàº åêñòðåìóì 
ôóíêö³îíàëó (2.101) íà ìíîæèí³ äîïóñòèìèõ ôóíêö³é ç îäíàêîâèìè 
ô³êñîâàíèìè çíà÷åííÿìè ( , )z x y   íà êîíòóð³ ,  ìàº íåïåðåðâí³ äðóã³ 
ïîõ³äí³, òî âîíà çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Îñòðîãðàäñüêîãî 
 0.
x y
F F F
z x z y z
             (2.102) 
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ïîâåðõîíü 
 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),z x y z x y z x y z x y h x y       
äëÿ ÿêèõ íà ìåæ³   ( , ) ( , ) 0.z x y h x y     Âàð³àö³þ ôóíêö³îíàëà 
(2.101) 
 [ ]
x yD
F F h F h
J z dxdy h
z z x z y
                  
çà äîïîìîãîþ äâîâèì³ðíèõ âåêòîð³â , ,
x y
F F
z z
       
A  ,h hh
x y
         òà òîòîæíîñò³ 
  h h h    A A A  
ïîäàìî ó âèãëÿä³ 
  [ ] .
D D
F F
J z dxdy h h dxdy h h
z z
                       A A A  
Çàñòîñîâóþ÷è äî îñòàííüîãî ÷ëåíà â [ ]J z  äâîâèì³ðíèé âàð³àíò òåî-
ðåìè Îñòðîãðàäñüêîãî — Ãàóññà 
   ,n
D
dxdy h dl hA

  A  
äå nA  — ïåðïåíäèêóëÿðíà äî êîíòóðà   êîìïîíåíòà âåêòîðà ,A  ä³ñ-
òàºìî: 
 [ ] ( , ) ( , ) .n
D
F
J z dxdy z x y dl z x y A
z 
         A   (2.103) 
Äðóãèé äîäàíîê ó ôîðìóë³ (2.103) äîð³âíþº íóëþ, îñê³ëüêè çíà÷åí-
íÿ äîïóñòèìèõ ïîâåðõîíü íà êîíòóð³   ô³êñîâàí³. Ð³âí³ñòü 0[ ] 0J z   
ñïðàâäæóâàòèìåòüñÿ äëÿ äîâ³ëüíèõ çíà÷åíü âàð³àö³¿ ( , )
D
z x y  âñåðå-
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äèí³ îáëàñò³ D  ëèøå òîä³, êîëè ñêð³çü â îáëàñò³ D  ôóíêö³ÿ 0( , )z x y  
çàäîâîëüíÿòèìå ð³âíÿííÿ 
 0,
F
z
   A  
òîáòî ð³âíÿííÿ (2.102). 
Çàâäàííÿ 2.5.1. Âèïèø³òü ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Îñòðîãðàäñüêîãî äëÿ 
çàäà÷³ ïðî çíàõîäæåííÿ ì³í³ìàëüíî¿ ïëîù³, íàòÿãíåíî¿ íà êîíòóð .  
Âêàç³âêà. Òðåáà çíàéòè ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà ïëîù³ ïîâåðõí³, ùî 
íàòÿãíåíà íà êîíòóð   ³ ïðîåêòóºòüñÿ íà îáëàñòü :D  
 
22
[ ] 1 .
D
z z
J z dxdy
x y
              
Â³äïîâ³äíå ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Îñòðîãðàäñüêîãî 
 
2 2 2 2
0
1 1
yx
x y x y
zz
x yz z z z
        
îçíà÷àº, ùî ñåðåäíÿ êðèâèíà øóêàíî¿ ïîâåðõí³ äëÿ âñ³õ òî÷îê D  äî-
ð³âíþº íóëþ. 
Çàâäàííÿ 2.5.2. Óçàãàëüí³òü ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Îñòðîãðàäñüêîãî 
íà âèïàäîê ôóíêö³îíàëà âèäó 
 
1 21 2 1 2
,[ ] ... ... ( , ,..., ; , ,..., ),
nn n x x x
J z dx dx dx F x x x z z z z     
äå 1 2( , ,..., ) .ix n iz z x x x x    
Â³äïîâ³äü: 
 
1
0.
i
n
i i x
F F
z x z
        (2.104) 
Çàâäàííÿ 2.5.3. Ïîêàæ³òü, ùî ïîòåíö³àë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ó 
âàêóóì³ çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà 
 ( ) 0. r  
Âêàç³âêè. Îá’ºìíà ãóñòèíà åíåðã³¿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ ó âàêóóì³ 
 2 2
1 1
( ) ( ) ( , , ).
8 8
w x y z  r E r E  
Óçÿâøè äî óâàãè çâ’ÿçîê ì³æ íàïðóæåí³ñòþ ïîëÿ ( )E r  òà éîãî ïîòåí-
ö³àëîì ( ), r  
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 ( ) ( ), E r r  
âèðàç³òü ïîâíó åíåðã³þ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ 
 2 2
1 1
( ) ( ) ( , , )
8 8V V V
W d w d dxdydz x y z     Er r r r E  
÷åðåç ïîòåíö³àë ( ) r  òà ñêîðèñòàéòåñÿ òåîðåìîþ Òîìñîíà (äèâ. ï³ä-
ðîçä³ë 1.4) äëÿ åíåðã³¿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ, ñòâîðþâàíîãî çàðÿ-
äæåíèìè ïðîâ³äíèêàìè. 
Îñê³ëüêè W  íàëåæèòü äî êëàñó ôóíêö³îíàë³â, ùî çàëåæàòü â³ä 
ôóíêö³¿ ê³ëüêîõ çì³ííèõ òà ¿¿ ïåðøèõ ïîõ³äíèõ, éîãî åêñòðåìàëüíà 
ïîâåðõíÿ ìàº çàäîâîëüíÿòè ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Îñòðîãðàäñüêîãî 
(2.104): 
 0,
x y z
F F F F
x y z
                 
äå â íàøîìó âèïàäêó 
    2 2 2 21 1 .
8 8 x y z
F           
Çàâäàííÿ 2.5.4. ²íòåãðàëîì Ä³ð³õëå â³ä ôóíêö³¿ 1 2( , ,..., )nz z x x x  ïî 
îáëàñò³ D  n-âèì³ðíîãî ïðîñòîðó íàçèâàºòüñÿ ³íòåãðàë 
 21
1
[ ] ... ... ( ) .
i
n
n x
iD
J z dx dx z

    
Óâàæàþ÷è, ùî ôóíêö³ÿ z  íàáóâàº çàäàíèõ çíà÷åíü íà ãðàíèö³ îáëàñò³ 
,D  çíàéä³òü óìîâè, çà ÿêèõ äîñÿãàºòüñÿ ì³í³ìóì ³íòåãðàëà Ä³ð³õëå. 
Â³äïîâ³äü. Ôóíêö³ÿ z  ìàº çàäîâîëüíÿòè n-âèì³ðíå ð³âíÿííÿ Ëà-
ïëàñà 
 
2 2 2
2 2 2
1 2
... 0.
n
z z z
z
x x x
           
Çàâäàííÿ 2.5.5. Òå ñàìå äëÿ ôóíêö³îíàëà 
 21 1
1
[ ] ... ... ( ) 2  ( ,..., ) .
i
n
n x n
iD
J z dx dx z z f x x

       
Â³äïîâ³äü. Ôóíêö³ÿ z  ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè n-âèì³ðíå ð³âíÿííÿ 
Ïóàññîíà 
 .z f   
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Çàâäàííÿ 2.5.6. Íåõàé åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëà (2.101) øóêàºòüñÿ 
ñåðåä ïîâåðõîíü, êðà¿ ÿêèõ ìîæóòü â³ëüíî êîâçàòè â íàïðÿì³, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîìó äî ïëîùèíè ,XOY  çàëèøàþ÷èñü ïðè öüîìó íàä 
êîíòóðîì   (ðèñ. 2.12). Óâàæàþ÷è ðåøòó óìîâ òåîðåìè 2.5.1 íà ï³ä-
³íòåãðàëüíó ôóíêö³þ ( , , , , )x yF x y z z z  òà íà äîïóñòèì³ ôóíêö³¿ âèêîíà-
íèìè, çíàéä³òü íåîáõ³äí³ óìîâè, ÿê³ òåïåð ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè åêñ-
òðåìàëüíà ïîâåðõíÿ 0( , )z x y  ôóíêö³îíàëà (2.101). 
 y
z = z(x, y) 
O 
 x 
 z 
 Γ 
 G
 D
 Ȗ
Ðèñ. 2.12. Äîïóñòèì³ ïîâåðõí³, êðà¿ ÿêèõ â³ëüíî êîâçàþòü ó âåðòèêàëüíîìó íà-
ïðÿì³ ïî çàäàí³é ïîâåðõí³ 
Âêàç³âêà. Ïðîàíàë³çóéòå óìîâè, çà ÿêèõ ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü 
0[ ] 0J z   äëÿ âàð³àö³¿ (2.103) ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ âàð³àö³é 
( , )
D
z x y  òà ( , ) .z x y   
Â³äïîâ³äü. Åêñòðåìàëüíà ïîâåðõíÿ 0( , )z x y  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
Åéëåðà — Îñòðîãðàäñüêîãî (2.102) òà êðàéîâó óìîâó 
 0,nA     (2.105) 
äå , .
x y
F F
z z
       
A  
Çàâäàííÿ 2.5.7. Íåõàé çàäàíî ôóíêö³îíàë òèïó (2.101), àëå ç äîäàò-
êîâèì âíåñêîì íà ìåæ³ :  
    [ ] , , ( , ), ( , ), ( , ) ( ) ,x y
D
J z dxdyF x y z x y z x y z x y dl f z l

     (2.106) 
äå ãëàäêà ôóíêö³ÿ  ( ) ,f z l  ( ) ( , ) ,z l z x y   çàëåæèòü ëèøå â³ä çíà÷åíü 
äîïóñòèìèõ ôóíêö³é ( , )z x y  íà êîíòóð³ .  Óâàæàþ÷è ðåøòó óìîâ òå-
îðåìè 2.5.1 íà ï³ä³íòåãðàëüíó ôóíêö³þ ( , , , , )x yF x y z z z  òà äîïóñòèì³ 
ôóíêö³¿ âèêîíàíèìè, çíàéä³òü íåîáõ³äí³ óìîâè, ÿê³ ïîâèííà çàäî-
âîëüíÿòè åêñòðåìàëüíà ïîâåðõíÿ 0( , )z x y  ôóíêö³îíàëà (2.106). 
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Â³äïîâ³äü. Åêñòðåìàëüíà ïîâåðõíÿ çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Åéëå-
ðà — Îñòðîãðàäñüêîãî (2.102) òà êðàéîâó óìîâó 
 0.n
f
A
z 
       (2.107) 
Çàâäàííÿ 2.5.8. Ïîêàæ³òü, ùî åêñòðåìàëüíà ïîâåðõíÿ ôóíêö³îíàëà 
 
2 2 2
2 2
[ ] , , , , , , ,
D
z z z z z
J z dxdyF x y z
x y x x y y
               
çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
 
2 2 2
2 2
0.
x y xx xy yy
F F F F F F
z x z y z z x y z zx y
                           
Çàâäàííÿ 2.5.9. Ïîêàæ³òü, ùî åêñòðåìàëüíà ïîâåðõíÿ ôóíêö³îíàëà 
 2 2 2[ ] 2 2  ( , )xx yy xy
D
J z dxdy z z z z f x y       
çàäîâîëüíÿº íåîäíîð³äíå á³ãàðìîí³÷íå ð³âíÿííÿ 
 ( , ).z f x y   
ÊÎÍÒÐÎËÜÍ² ÏÈÒÀÍÍß ÄÎ ÐÎÇÄ²ËÓ 2 
1. ßê³ êðàéîâ³ óìîâè çàäîâîëüíÿº åêñòðåìàëü êëàñó 1 1 2([ , ])C x x  ôóíê-
ö³îíàëà íàéïðîñò³øîãî òèïó, ÿêùî ¿¿ ë³âèé ê³íåöü âèõîäèòü ³ç òî÷êè 
1 1( , ),x y  à ïðàâèé â³ëüíî êîâçàº ïî ïðÿì³é 2x x ?  
2. ßê³ êðàéîâ³ óìîâè çàäîâîëüíÿº ãëàäêà åêñòðåìàëü ôóíêö³îíàëà 
( , , ) ,F x y y dx

  ÿêùî ¿¿ ë³âèé ê³íåöü âèõîäèòü ³ç òî÷êè 1 1( , ),x y  à ïðà-
âèé â³ëüíî êîâçàº ïî êðèâ³é ( )y x ?   Äî ÿêî¿ çâîäèòüñÿ óìîâà íà ïðà-
âîìó ê³íö³, ÿêùî 2( , , ) ( , ) 1F x y y f x y y ?    
3. ßêå ð³âíÿííÿ ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè åêñòðåìàëü 0( )y x  ôóíêö³îíàëà 
2
1
[ ] ( , , , )
x
x
J y F x y y y dx    ó êëàñ³ êðèâèõ 2 1 2([ , ])C x x  ç ê³íöÿìè, çàêð³-
ïëåíèìè ï³ä ô³êñîâàíèìè êóòàìè? Ôóíêö³ÿ F  óâàæàºòüñÿ äâ³÷³ äè-
ôåðåíö³éîâíîþ çà ñâî¿ìè àðãóìåíòàìè. 
4. ßê â³äð³çíÿþòüñÿ êðàéîâ³ óìîâè äëÿ ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ïóàññîíà â 
çàäà÷àõ ïðî åêñòðåìàëüí³ êðèâ³, ê³íö³ ÿêèõ ìîæóòü àáî â³ëüíî êîâçà-
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òè âçäîâæ âåðòèêàëüíèõ ïðÿìèõ ï³ä ô³êñîâàíèìè êóòàìè, àáî ïåðå-
òèíàòèñÿ ç íèìè ó ô³êñîâàíèõ òî÷êàõ ï³ä äîâ³ëüíèìè êóòàìè äî îñ³ 
àáñöèñ? 
5. ßê óçàãàëüíþºòüñÿ íåîáõ³äíà óìîâà åêñòðåìàëüíîñò³ êðèâî¿ ó âèïàä-
êó ôóíêö³îíàë³â â³ä ãëàäêèõ ïðîñòîðîâèõ êðèâèõ, ùî ç’ºäíóþòü äâ³ 
ô³êñîâàí³ òî÷êè ó òðèâèì³ðíîìó ïðîñòîð³? 
6. ßê ôîðìóëþºòüñÿ íàéïðîñò³øèé âàð³àíò ³çîïåðèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ 
äëÿ ôóíêö³îíàëà 
2
1
[ ] ( , , )
x
x
J y F x y y dx   ó êëàñ³ ãëàäêèõ êðèâèõ ³ç ô³ê-
ñîâàíèìè ê³íöÿìè? Êîðèñòóþ÷èñü çàãàëüíèì àëãîðèòìîì â³äøóêàí-
íÿ åêñòðåìóì³â ôóíêö³îíàë³â òàêîãî òèïó, ÿê ïîáóäóâàòè àëãîðèòì 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ â³äïîâ³äíî¿ ³çîïåðèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³? 
7. ßê³ óìîâè çàäîâîëüíÿº äâ³÷³ äèôåðåíö³éîâíà ôóíêö³ÿ ( , ),z x y  ÿêà íà-
äàº åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëó 
 
( , ) ( , )
[ ] , , ( , ), ,
D
z x y z x y
J z F x y z x y dxdy
x y
        
 ó êëàñ³ ôóíêö³é, ùî âèçíà÷åí³ é äèôåðåíö³éîâí³ â îáëàñò³ D  ïëîùèíè 
XOY  òà íàáóâàþòü çàäàíèõ çíà÷åíü íà ¿¿ êóñêîâî-ãëàäê³é ìåæ³ ?  
8. ßêó êðàéîâó óìîâó íà ìåæ³   îáëàñò³ D  ïëîùèíè XOY  ìàº çàäî-
âîëüíÿòè ôóíêö³ÿ ( , ),z x y  ùî ðåàë³çóº åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëà 
  ( , ) ( , )[ ] , , ( , ), , ( , ) ,
D
z x y z x y
J z F x y z x y dxdy f z x y dl
x y 
         
äå ( )f z  — ãëàäêà ôóíêö³ÿ? 
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Ðîçä³ë 3 
ÌÀË² ÊÎËÈÂÀÍÍß ÑÈÑÒÅÌ 
²Ç ÐÎÇÏÎÄ²ËÅÍÈÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ 
3.1. Ð²ÂÍßÍÍß ÊÎËÈÂÀÍÜ ÒÀ ÊÐÀÉÎÂ² ÓÌÎÂÈ 
Çã³äíî ç ïðèíöèïîì íàéìåíøî¿ ä³¿, ìåõàí³÷íèé ðóõ ñèñòåìè äèñ-
êðåòíèõ òî÷îê ç â³äîìîþ ôóíêö³ºþ Ëàãðàíæà L  ïðè íàÿâíîñò³ ³äå-
àëüíèõ â’ÿçåé ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ð³âíÿíü Åéëåðà — Ëà-
ãðàíæà, ÿê³ º íàñë³äêîì åêñòðåìàëüíîñò³ ôóíêö³îíàëà ä³¿ äëÿ ö³º¿ 
ñèñòåìè (äèâ. ï³äðîçä³ë 1.4). Äëÿ ñèñòåìè ç íåïåðåðâíèì ðîçïîä³ëîì 
ìàñè, ùî çàïîâíþº îáëàñòü ç îá’ºìîì ,V  âèíèêàº ïîòðåáà ïåðåéòè 
äî îá’ºìíî¿ ãóñòèíè (ëàãðàíæ³àíà) L  ôóíêö³¿ Ëàãðàíæà, âèçíà÷åíî¿ 
ñï³ââ³äíîøåííÿì 
 .
V
L dV  L   (3.1) 
Ä³ÿ äëÿ òàêî¿ ñèñòåìè íàáèðàº âèãëÿäó 
 
2
1
,
t
t V
S dt dV   L   (3.2) 
òîáòî º ôóíêö³îíàëîì, ùî çàëåæèòü â³ä ôóíêö³¿ ê³ëüêîõ çì³ííèõ. Âè-
ìàãàþ÷è äàë³, ùîá äëÿ ³ñòèííîãî ðóõó â³í íàáóâàâ åêñòðåìàëüíîãî 
çíà÷åííÿ, ä³ñòàºìî ð³âíÿííÿ ðóõó ó âèãëÿä³ ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Îñò-
ðîãðàäñüêîãî äëÿ ëàãðàíæ³àíà .L  
Ïî÷íåìî ðîçãëÿä òàêèõ ð³âíÿíü ³ç âèïàäêó ð³âíÿííÿ ìàëèõ â³ëüíèõ 
ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü ñòðóíè (ïðóæíî¿ ãíó÷êî¿ íèòêè). 
Íåõàé ó ñòàí³ ð³âíîâàãè ñòðóíà çá³ãàºòüñÿ ç â³äð³çêîì [0, ]l  îñ³ ,OX  
à ¿¿ êîëèâàííÿ â³äáóâàþòüñÿ ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³ XOU  òà õàðàê-
òåðèçóþòüñÿ äåÿêîþ ôóíêö³ºþ ( , ),u x t  ÿêà ìàº çì³ñò ïîïåðå÷íîãî 
â³äõèëåííÿ â³ä ñòàíó ð³âíîâàãè òî÷êè x ñòðóíè â ìîìåíò ÷àñó t  (äèâ. 
ðèñ. 3.1). Îñê³ëüêè ñòðóíà íå ìàº ðîçðèâ³â, ôóíêö³ÿ ( , )u x t  íåïåðåðâ-
íà. 
×àñòèííà ïîõ³äíà ( , ) ( , )tu x t u x t t    â³ä çì³ùåííÿ çà ÷àñîì ìàº 
çì³ñò ïîïåðå÷íî¿ øâèäêîñò³ òî÷êè x ñòðóíè â ìîìåíò ÷àñó t. Îñê³ëüêè 
ñòðóíà íå ðâåòüñÿ, ¿¿ ñóñ³äí³ òî÷êè ðóõàþòüñÿ ç áëèçüêèìè øâèäêîñòÿ-
ìè, òîáòî ôóíêö³ÿ ( , )tu x t  òåæ íåïåðåðâíà. 
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dl 
 x+dx 
 u 
O  x
 u(x,t) 
 x 
 u(x+dx,t)
 l 
Ðèñ. 3.1. Ìèòòºâ³ ïîïåðå÷í³ çì³ùåííÿ òî÷îê ñòðóíè 
×àñòèííà ïîõ³äíà ( , ) ( , )xu x t u x t x    â³ä çì³ùåííÿ çà êîîðäèíà-
òîþ ïîâ’ÿçàíà ç äåôîðìàö³ºþ ñòðóíè: ä³ëÿíêà ñòðóíè ( , )x x dx  ìàº 
â äåôîðìîâàíîìó ñòàí³, ç òî÷í³ñòþ äî íåñê³í÷åííî ìàëèõ á³ëüø âè-
ñîêîãî ïîðÿäêó, äîâæèíó 21 ( , ) .xdl u x t dx   Ôóíêö³ÿ ( , )xu x t  òàêîæ 
º íåïåðåðâíîþ, áî ïðîô³ëü ñòðóíè âíàñë³äîê ¿¿ ãíó÷êîñò³ íå ìàº ãî-
ñòðèõ êóò³â. 
Çà îçíà÷åííÿì, êîëèâàííÿ ââàæàþòüñÿ ìàëèìè, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 2 ( , ) 1.xu x t    (3.3) 
Äîâæèíà ñòðóíè l   çàçíàº ïðè ìàëèõ êîëèâàííÿõ íåçíà÷íèõ çì³í, çà-
ëèøàþ÷èñü ìàéæå ð³âíîþ äîâæèí³ l  íåäåôîðìîâàíî¿ ñòðóíè: 
 2
0 0
1 ( , ) .
l l
xl dx u x t dx l      
Òîìó ïðè ìàëèõ êîëèâàííÿõ ñèëüíî íàòÿãíåíî¿ ñòðóíè ìîæíà çíå-
õòóâàòè çì³íàìè ñèëè ¿¿ íàòÿãó âíàñë³äîê äåôîðìàö³¿ â ïîð³âíÿííÿ ç 
ñèëîþ íàòÿãó 0T  ñòðóíè â ñòàí³ ñïîêîþ. 
Âèâåäåìî ð³âíÿííÿ ìàëèõ ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü ñòðóíè çà äîïî-
ìîãîþ ïðèíöèïó íàéìåíøî¿ ä³¿. Ôóíêö³îíàë ä³¿ äëÿ ñòðóíè çàïèñó-
ºòüñÿ ó âèãëÿä³ 
  2 2
1 1 0
( ) ( ) ,
t t l
t t
S dt K t Ï t dt dx     L   (3.4) 
äå ( )K t , ( )Ï t  òà L  — â³äïîâ³äíî ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ, ïîòåíö³àëüíà 
åíåðã³¿ òà ëàãðàíæ³àí ñòðóíè, îá÷èñëåí³ â íàáëèæåíí³ (3.3). 
Íåõàé ( )x  — ïîãîííà ãóñòèíà ñòðóíè â òî÷ö³ x . Òîä³ ìàñà åëåìåí-
òàðíî¿ ä³ëÿíêè ( , )x x dx  ñòðóíè ( ) ( ) ,dm x x dx   à ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ 
ö³º¿ ä³ëÿíêè â ìîìåíò ÷àñó t  
 2 2
1 1
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) .
2 2t t
dK x t dm x u x t x u x t dx    
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Ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ âñ³º¿ ñòðóíè 
 2
0
1
( ) ( ) ( , ).
2
l
tK t dx x u x t   
Ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ ( , ),dÏ x t  ÿêó çàïàñàº ä³ëÿíêà ( , )x x dx  ó 
ïðîöåñ³ êîëèâàíü, äîð³âíþº ðîáîò³ ,dA  ÿêó òðåáà âèêîíàòè ïðîòè 
ñèëè 0,T  ùîá ðîçòÿãíóòè öþ ä³ëÿíêó íà âåëè÷èíó 
 
 2
2 4 2
1 ( , ) 1
1 1 1
1 ( , ) ( , ) ... 1 ( , ) .
2 8 2
x
x x x
l dl dx u x t dx
u x t u x t dx u x t dx
     
      

   
(Ïðîêîìåíòóéòå òó îáñòàâèíó, ùî äîâæèíà ñòðóíè ïðè ìàëèõ êîëè-
âàííÿõ óâàæàºòüñÿ íåçì³ííîþ, ,l l   òîä³ ÿê ïðè îá÷èñëåíí³ ïîòåíö³-
àëüíî¿ åíåðã³¿ ìè ââàæàºìî, ùî 0).l l    Ìàºìî: 
 20 0
1
( , ) ( , ) ,
2 x
dÏ x t dA T l T u x t dx     
 20
0
1
( ) ( , ).
2
l
xÏ t dxT u x t   
Îòæå, ôóíêö³ÿ Ëàãðàíæà ñòðóíè ìàº âèãëÿä 
 2 20
0
1
( ) ( , ) ( , ) ,
2
l
t xL dx x u x t T u x t       (3.5) 
à ôóíêö³îíàë ä³¿ ñòðóíè — 
 
2
1
2 2
0
0
1
( ) ( , ) ( , ) .
2
t l
t x
t
S dt dx x u x t T u x t        (3.6) 
Çàäà÷à, òàêèì ÷èíîì, çâîäèòüñÿ äî â³äøóêàííÿ åêñòðåìàëåé ôóíê-
ö³îíàëà (3.6), ùî çàëåæèòü â³ä ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ òà ¿¿ ïåðøèõ ÷àñ-
òèííèõ ïîõ³äíèõ:  ( , ), ( , ), ( , ) .x tu x t u x t u x tL L  Âàð³þâàííÿ çä³éñíþ-
ºòüñÿ çà ôóíêö³ºþ ( , ),u x t  çíà÷åííÿ ÿêî¿ â òî÷êàõ 1,t t  2t t  (îñê³ëüêè 
âèâ÷àºòüñÿ ðóõ ñòðóíè ì³æ äâîìà ô³êñîâàíèìè ìîìåíòàìè ÷àñó) òà â 
òî÷êàõ 0,x   x l  (îñê³ëüêè ê³íö³ ñòðóíè æîðñòêî çàêð³ïëåíî) ô³êñî-
âàí³. ²íøèìè ñëîâàìè, 1 2(0, ) ( , ) ( , ) ( , ) 0.u t u l t u x t u x t         
Çã³äíî ç òåîðåìîþ 2.5.1, òàêà åêñòðåìàëü îáîâ’ÿçêîâî çàäîâîëüíÿº 
ð³âíÿííÿ 
 0.
t xu t u x u
          
L L L
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Ó íàøîìó âèïàäêó 
 0,
u
 
L
 ( ) ( , ),t
t
x u x t
u
  
L
 0 ( , ),x
x
T u x t
u
  
L
 
³, îòæå, ð³âíÿííÿ ìàëèõ â³ëüíèõ ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü ñòðóíè ìàº âèãëÿä 
  0( ) ( , ) ( , ) .tt xx u x t T u x tx
     (3.7) 
Äëÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ãóñòèíà ( )x  º ñòàëîþ, òîìó ð³âíÿííÿ (3.7) 
çâîäèòüñÿ äî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ äðó-
ãîãî ïîðÿäêó ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè: 
 2( , ) ( , ),tt xxu x t a u x t   (3.8) 
äå âåëè÷èíà 2 0a T   ìàº ðîçì³ðí³ñòü êâàäðàòà øâèäêîñò³. 
Çàâäàííÿ 3.1.1. Âèâåä³òü ð³âíÿííÿ ìàëèõ ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü 
ñòðóíè, ÿêùî â ïðîöåñ³ êîëèâàíü íà íå¿ ùå ä³º çîâí³øíÿ ñèëà, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà äî ð³âíîâàæíîãî ïðîô³ëþ ñòðóíè. Ïîãîííà ãóñòèíà 
ñèëè (òîáòî ñèëà, ÿêà ä³º íà îäèíèöþ äîâæèíè ñòðóíè) äîð³âíþº 
( , ).F x t  
Âêàç³âêà. Óçàãàëüíåíà ñèëà, ÿêà ä³º íà ìàòåð³àëüíó òî÷êó, äîð³â-
íþº ÷àñòèíí³é ïîõ³äí³é ôóíêö³¿ Ëàãðàíæà òî÷êè çà óçàãàëüíåíîþ 
êîîðäèíàòîþ òî÷êè: ( , , )F L q q t q    (äèâ. ï³äðîçä³ë 1.4). Ó íà-
øîìó âèïàäêó íà åëåìåíòàðíó ä³ëÿíêó ( , )x x dx  ñòðóíè ä³º ñèëà 
ext( , ) ( , , , ) ,x tF x t dx L u u u t u    äå extL  — âíåñîê ö³º¿ ä³ëÿíêè ó ôóíê-
ö³þ Ëàãðàíæà ñòðóíè, çóìîâëåíèé çîâí³øíüîþ ñèëîþ: 
 ext   ext   ext .
x dx
x
L dx dx

   L L  
Ä³ñòàºìî:   ext( , ) ( , , , ) .x tF x t u u u t u  L  Óçÿâøè, çîêðåìà, ëàãðàíæ³àí 
  ext ( , , , ) ( , ) ( , ),x tu u u t F x t u x tL  íàÿâí³ñòü çîâí³øíüî¿ ñèëè ìîæåìî âðà-
õóâàòè çà äîïîìîãîþ äîäàòêîâîãî âíåñêó 
 ext
0
( , ) ( , )
l
L dx F x t u x t   
ó ôóíêö³þ Ëàãðàíæà (3.5) (àáî ext extÏ L   ó ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ, 
ÿêùî ( , )F x t  — ïîòåíö³àëüíà ñèëà). 
Â³äïîâ³äü: 
  0( ) ( , ) ( , ) ( , ).tt xx u x t T u x t F x tx
     (3.9) 
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Çàâäàííÿ 3.1.2. Âèâåä³òü ð³âíÿííÿ ìàëèõ ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü ìåì-
áðàíè ³ç çàêð³ïëåíèì êðàºì ïðè íàÿâíîñò³ ïîïåðå÷íèõ ïîòåíö³àëüíèõ 
çîâí³øí³õ ñèë. 
Âêàç³âêè. Íåõàé ð³âíîâàæíèé ïðîô³ëü ìåìáðàíè óòâîðþº ó ïëî-
ùèí³ XOY  äåÿêó îáëàñòü D, â³äõèëåííÿ ìåìáðàíè â³ä ñòàíó ð³âíîâàãè 
îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ ( , , ),u u x y t  ³ íà îäèíèöþ ïëîù³ ìåìáðàíè ä³º 
ñèëà ( , , ),F x y t  ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè .XOY  Êð³ì òîãî, íåõàé 
ôóíêö³¿ ( , )x y  ³ ( , )k x y  õàðàêòåðèçóþòü â³äïîâ³äíî ïîâåðõíåâó ãóñòè-
íó òà íàòÿã ìåìáðàíè. Òîä³ ¿¿ ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ, ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ 
ïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ òà ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ â ïîë³ çîâí³øí³õ ñèë äî-
ð³âíþþòü: 
 2
1
( ) ( , ) ( , , ),
2 tD
K t dxdy x y u x y t   
 
 
 
2 2
2 2
( ) ( , ) 1 ( , , ) ( , , ) 1
1
( , ) ( , , ) ( , , ) ,
2
x y
D
x y
D
Ï t dxdy k x y u x y t u x y t
dxdy k x y u x y t u x y t
    
 


 
 ext ( ) ( , , ) ( , , ).
D
Ï t dxdyF x y t u x y t   
Â³äïîâ³äü: 
     .tt x yu ku ku Fx y        (3.10) 
Çàâäàííÿ 3.1.3. Âèâåä³òü ð³âíÿííÿ ìàëèõ ïîçäîâæí³õ êîëèâàíü ïðóæ-
íîãî ñòåðæíÿ òà êðàéîâ³ óìîâè íà éîãî ê³íöÿõ, ÿêùî âîíè: à) çàêð³-
ïëåí³ ïðóæíî, òîáòî íà êîæíèé ê³íåöü ä³º ç áîêó êð³ïëåííÿ ïîçäîâ-
æíÿ ñèëà, ïðîïîðö³éíà çì³ùåííþ òà íàïðÿìëåíà ïðîòèëåæíî äî 
íüîãî; á) çàêð³ïëåí³ æîðñòêî; â) â³ëüí³, òîáòî íå çàêð³ïëåí³. Ïîêàæ³òü, 
ùî á) òà â) º ãðàíè÷íèìè âèïàäêàìè à). 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. à) Ñêîðèñòàºìîñÿ ïðèíöèïîì íàéìåíøî¿ ä³¿. Ôóíêö³-
îíàë ä³¿ äëÿ ñàìîãî ñòåðæíÿ çàïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ (3.4), äå ëàãðàíæ³àí 
çàëåæèòü â³ä ïîçäîâæíüîãî çì³ùåííÿ ( , )u x t  òî÷îê ñòåðæíÿ òà éîãî 
ïåðøèõ ïîõ³äíèõ: ( , , ).x tu u uL L  Ôóíêö³ÿ ( , )u x t  îïèñóº â³äõèëåííÿ 
òî÷îê ñòåðæíÿ â ìîìåíò ÷àñó t â³ä òèõ ïîëîæåíü ,x  ÿê³ âîíè ìàëè â 
íåäåôîðìîâàíîìó ñòåðæí³ (äèâ. ðèñ. 3.2). 
Íåõàé ( )x  òà ( )S x  — â³äïîâ³äíî ãóñòèíà òà ïëîùà ïîïåðå÷íîãî 
ïåðåð³çó ñòåðæíÿ â òî÷ö³ .x  Çíàéäåìî ê³íåòè÷íó åíåðã³þ ( , )dK x t  åëå-
ìåíòàðíî¿ ä³ëÿíêè ( , )x x dx  ñòåðæíÿ, îáìåæåíî¿ äâîìà áëèçüêèìè 
ïîïåðå÷íèìè ïåðåð³çàìè x  òà ,x dx  à òàêîæ ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ 
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äåôîðìàö³¿ ( , )dÏ x t  ö³º¿ 
ä³ëÿíêè ïðè ïîçäîâæí³õ 
êîëèâàííÿõ. Ïðè àíàë³ç³ 
ìàëèõ êîëèâàíü äîñòàò-
íüî îáìåæèòèñÿ ÷ëåíàìè 
äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³ çà 
ôóíêö³ºþ ( , )u x t  òà ¿¿ ïîõ³ä-
íèìè. 
Îñê³ëüêè ìàñà ä³ëÿí-
êè ( , )x x dx  äîð³âíþº 
( ) ( ) ,x S x dx  ³ ó çãàäàíîìó 
íàáëèæåíí³ øâèäêîñò³ âñ³õ 
òî÷îê ä³ëÿíêè ìîæíà ââà-
æàòè îäíàêîâèìè é ð³âíè-
ìè ( , ),tu x t  òî 
 2
1
( , ) ( ) ( ) ( , ) .
2 t
dK x t x S x u x t dx   
Ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ ( , )dÏ x t  çíàéäåìî çà äîïîìîãîþ çàêîíó 
Ãóêà, ÿêèé ñòâåðäæóº, ùî ìåõàí³÷íå íàïðóæåííÿ ( , )x t  â ïåðåð³ç³ x  
ó ìîìåíò ÷àñó t  ïðÿìî ïðîïîðö³éíå â³äíîñíîìó âèäîâæåííþ ( , )x t  
ñòåðæíÿ â öüîìó ïåðåð³ç³: 
 
( , )
( , ) ( ) ( , ) ,
( )
x t
x t E x x t
S x
   F  
äå ( , )x tF  — ñèëà ïðóæíîñò³, ÿêà ä³º â ïåðåð³ç³ x  ó ìîìåíò 
÷àñó ,t  ( )E x  — ìîäóëü Þíãà ìàòåð³àëó ñòåðæíÿ. Îñê³ëüêè 
( , ) ,x t l l    äå l dx  — ð³âíîâàæíà äîâæèíà ä³ëÿíêè ( , ),x x dx  
( , ) ( , ) ( , )xl u x dx t u x t u x t dx      — ¿¿ âèäîâæåííÿ, òî 
 
( , )
( , ) ( , ),x x
u x t dx
x t u x t
dx
   
òîáòî ïîõ³äíà ( , )xu x t  ìàº çì³ñò â³äíîñíîãî âèäîâæåííÿ ïðè ïîçäîâ-
æí³õ êîëèâàííÿõ. Ïðîåêö³ÿ ñèëè ( , )x tF  íà â³ñü OX  äîð³âíþº 
 ( , ) ( ) ( ) ( , ),xF x t E x S x u x t   
äå çíàê «–» óðàõîâóº íàïðÿì ö³º¿ ñèëè. Çîêðåìà, ÿêùî ñòåðæåíü 
âèäîâ æóºòüñÿ âçäîâæ îñ³ ,OX  òî ( , ) 0xu x t   ³ ( , ) 0.F x t   
Ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ ( , ),dÏ x t  ÿêó ä³ëÿíêà ( , )x x dx  çàïàñàº 
ó ïðîöåñ³ êîëèâàíü, äîð³âíþº ðîáîò³ ,dA  ùî òðåáà âèêîíàòè ïðîòè 
Ðèñ. 3.2. Çì³ùåííÿ òî÷îê ñòåðæíÿ ïðè ïî-
çäîâæí³õ êîëèâàííÿõ 
 t 
O  x
O 
A
A
 x 
 x
 u(x,t)
 ɧɟɞɟɮɨɪɦɨɜɚɧɢɣ ɫɬɟɪɠɟɧɶ 
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ñèëè ( , ),x tF  ùîá öþ ä³ëÿíêó ðîçòÿãíóòè. Îñê³ëüêè ïðè ðîçòÿãóâàíí³ 
ñòåðæíÿ ( , )F x t  çì³íþºòüñÿ çà ë³í³éíèì çàêîíîì, òî ¿¿ ñåðåäíº çíà-
÷åííÿ 
 
0 ( ) ( ) ( , ) 1
( , ) ( ) ( ) ( , ).
2 2
x
x
E x S x u x t
F x t E x S x u x t
     
Òîä³ 
 2
1
( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) .
2 x
dÏ x t dA F x t l E x S x u x t dx      
²íòåãðóþ÷è çà âñ³ìà åëåìåíòàðíèìè ä³ëÿíêàìè, ä³ñòàºìî ê³íåòè÷-
íó òà ïîòåíö³àëüíó åíåðã³¿ ñòåðæíÿ: 
 2
0
1
( )  ( ) ( ) ( , ),
2
l
tK t dx x S x u x t   
 2
0
1
( ) ( ) ( ) ( , ).
2
l
xÏ t dxE x S x u x t   
Óðàõóºìî òåïåð ùå òîé ôàêò, ùî ê³íö³ ñòåðæíÿ çàêð³ïëåíî ïðóæíî, 
íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþ ïðóæèíîê ³ç äóæå ìàëèìè ìàñàìè òà äîâæè-
íàìè. Ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ òàêèõ ïðóæèíîê ïðàêòè÷íî äîð³âíþº íóëþ, 
à ¿õ ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ âèçíà÷àºòüñÿ çì³ùåííÿìè ë³âîãî 0x   òà 
ïðàâîãî x l  ê³íö³â ñòåðæíÿ: 
 21 1
1
( ) (0, ),
2
Ï t k u t  22 21( ) ( , ),2Ï t k u l t  
äå 1k  òà 2k  — êîåô³ö³ºíòè æîðñòêîñò³ â³äïîâ³äíî ë³âî¿ òà ïðàâî¿ ïðó-
æèíîê. Îòæå, ïðóæíå çàêð³ïëåííÿ ê³íö³â ñòåðæíÿ âðàõîâóºòüñÿ çà äî-
ïîìîãîþ äîäàòêîâèõ âíåñê³â ó òî÷êàõ 0x   òà x l  äî ïîòåíö³àëüíî¿ 
åíåðã³¿ ñèñòåìè. 
Äëÿ ôóíêö³îíàëà ä³¿ âñ³º¿ ñèñòåìè îñòàòî÷íî ìàºìî: 
 
2
1
2 2
0
2 2
1 2
1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
2
(0, ) ( , ) .
t l
t x
t
S dt dx x S x u x t E x S x u x t
k u t k u l t
       
  
 
  (3.11) 
Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî â³äøóêàííÿ åêñòðåìàëåé ôóíêö³îíàëà ç äî-
äàòêîâèìè âíåñêàìè íà êðàÿõ. Âàð³þâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà ôóíêö³ºþ 
( , ),u x t  çíà÷åííÿ ÿêî¿ â òî÷êàõ 1,t t  2t t  ó âñ³õ âèïàäêàõ à) — â) ô³ê-
ñîâàí³ (âèâ÷àºòüñÿ ðóõ ñèñòåìè ì³æ ô³êñîâàíèìè ìîìåíòàìè ÷àñó): 
1 2( , ) ( , ) 0.u x t u x t     Çíà÷åííÿ æ ôóíêö³¿ ( , )u x t  â òî÷êàõ 0x   òà ,x l  
à, îòæå, ³ âàð³àö³é (0, )u t  òà ( , )u l t  º, âçàãàë³ êàæó÷è, äîâ³ëüíèìè. 
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Äëÿ âàð³àö³¿ ä³¿ (3.11) ìàºìî: 
  2
1
1 2
0
(0, ) (0, ) ( , ) ( , ) .
t l
t t x x
t
S dt dx Su u ESu u k u t u t k u l t u l t
                 
²íòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè òà ïðèð³âíþþ÷è S  äî íóëÿ, îòðèìóºìî 
 
 
 
 
2
1 0
1 0
2
( , )
( , ) ( , ) (0, )
( , ) ( , ) ( , ) 0,
t l
tt x
t
x x
x x l
dt dx Su ESu u x t
x
ESu x t k u x t u t
ESu x t k u x t u l t


         
   
    
 
  (3.12) 
çâ³äêè, óíàñë³äîê äîâ³ëüíîñò³ âàð³àö³é (0, )u t  òà ( , ),u l t  çíàõîäèìî ÿê 
ð³âíÿííÿ ðóõó ñòåðæíÿ, òàê ³ êðàéîâ³ óìîâè: 
  ,tt xSu ESux
     (3.13) 
 1(0, ) (0, ) 0,xu t h u t   2( , ) ( , ) 0,xu l t h u l t    (3.14) 
äå 1 1 (0) (0),h k E S  2 2 ( ) ( ).h k E l S l  
Â³äïîâ³ä³: á) Ïîòð³áíî çíàéòè âàð³àö³þ ôóíêö³îíàëà 
 
2
1
2 2
0
1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
2
t l
t x
t
S dt dx x S x u x t E x S x u x t        (3.15) 
çà äîäàòêîâî¿ óìîâè æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ: (0, ) ( , ) 0.u t u l t     Ä³-
ñòàºìî ð³âíÿííÿ (3.13) òà êðàéîâ³ óìîâè 
 (0, ) 0,u t   ( , ) 0.u l t    (3.16) 
Öå º ãðàíè÷íèé âèïàäîê çàäà÷³ à) ïðè 1,2k   (àáî 1,2 ).h   
â) Òðåáà çíàéòè âàð³àö³þ ôóíêö³îíàëà (3.15) çà äîäàòêîâî¿ óìî-
âè, ùî ê³íö³ ñòåðæíÿ â³ëüí³, òîáòî âàð³àö³¿ (0, )u t  ³ ( , )u l t  äîâ³ëüí³. 
Îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ (3.13) òà êðàéîâ³ óìîâè 
 (0, ) 0,xu t   ( , ) 0.xu l t    (3.17) 
Öå º ãðàíè÷íèé âèïàäîê çàäà÷³ à) ïðè 1,2 0k   (àáî 1,2 0).h   
Çàâäàííÿ 3.1.4. Âèâåä³òü ð³âíÿííÿ òà êðàéîâ³ óìîâè, ÿê³ îïèñóþòü 
ìàë³ çãèíàëüí³ êîëèâàííÿ ïðóæíîãî ñòåðæíÿ ³ç çàêð³ïëåíèì ë³âèì ê³í-
öåì, ÿêùî éîãî ïðàâèé ê³íåöü: à) çàêð³ïëåíî æîðñòêî; á) çàêð³ïëå-
íî øàðí³ðíî; â) â³ëüíèé. Îêðåìî ðîçãëÿíüòå âèïàäîê îäíîð³äíîãî 
ñòåðæíÿ. 
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Ðîçâ’ÿçàííÿ. Ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ ïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ çãèíó (äèâ. 
çàâäàííÿ 2.1.2 òà 2.2.2) äîð³âíþº 
 2
0
1
( ) ( ) ( ) ( , ) ,
2
l
xxÏ t E x J x u x t dx   
äå ôóíêö³ÿ ( , )u x t  îïèñóº ïîïåðå÷íå â³äõèëåííÿ òî÷êè x ñòåðæíÿ â 
ìîìåíò ÷àñó t. 
Ôóíêö³îíàë ä³¿ 
 
2
1
2 2
0
1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) .
2
t l
t xx
t
S dt dx x S x u x t E x J x u x t        (3.18) 
Ï³ñëÿ äâîðàçîâîãî ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òà ç óðàõóâàííÿì óìîâ 
1 2( , ) ( , ) 0u x t u x t     éîãî ïåðøà âàð³àö³ÿ íàáèðàº âèãëÿäó 
 
 
 
2
1
2
1
2
1
2
2
0
0
0
( , )
( , ) ( , )
( , ) ( , ) .
t l
tt xx
t
t
x l
xx x x
t
x lt
xx
t x
S dt dx Su ESu u x t
x
dt EJu x t u x t
dt EJu x t u x t
x




         
  
       
 

   (3.19) 
Ïðèð³âíþþ÷è ¿¿ äî íóëÿ òà âðàõîâóþ÷è äîâ³ëüí³ñòü âàð³àö³¿ ( , ),u x t
çíàõîäèìî: 
  22 0.tt xxSu EJux
     (3.20) 
Öå º ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó â³äíîñíî çì³ííî¿ x, òîìó éîãî ïî-
òð³áíî äîïîâíèòè ÷îòèðìà êðàéîâèìè óìîâàìè. 
Ó âèïàäêó æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ êðàéíÿ òî÷êà ñòåðæíÿ íå çì³-
ùóºòüñÿ, à äîòè÷íà äî ñòåðæíÿ â í³é çàëèøàºòüñÿ ãîðèçîíòàëüíîþ 
(âàð³àö³¿ ( , )u x t  òà ( , )xu x t  ó êðàéí³é òî÷ö³ äîð³âíþþòü íóëþ). Òîìó 
çë³âà ìàºìî: 
 (0, ) 0,u t   (0, ) 0.xu t    (3.21) 
Êðàéîâ³ óìîâè ñïðàâà ó âèïàäêó à) òàê³ ñàì³: 
 ( , ) 0,u l t   ( , ) 0.xu l t    (3.22) 
Ó âèïàäêó á) êðàéíÿ ïðàâà òî÷êà íå çì³ùóºòüñÿ ( ( , ) 0),u l t   à äî-
òè÷íà äî ñòåðæíÿ â í³é çì³íþº, âçàãàë³ êàæó÷è, ñâ³é íàïðÿì ( ( , )xu l t  — 
äîâ³ëüíà). Ìàºìî: 
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 ( , ) 0,u l t   ( , ) 0.xxu l t    (3.23) 
Ó âèïàäêó â) âàð³àö³¿ ( , )u l t  òà ( , )xu l t  äîâ³ëüí³, òîìó ä³ñòàºìî 
 ( , ) 0,xxu l t    ( , ) 0.xx
x l
EJu x t
x 
    (3.24) 
Çîêðåìà, äëÿ îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ 
 ( , ) 0,xxu l t   ( , ) 0.xxxu l t    (3.25) 
Çàâäàííÿ 3.1.5. Âèâåä³òü ð³âíÿííÿ, ÿêå îïèñóº ìàë³ çãèíàëüí³ êî-
ëèâàííÿ ïðóæíîãî ñòåðæíÿ ïðè íàÿâíîñò³ çîâí³øíüî¿ ñèëè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíî¿ äî éîãî ð³âíîâàæíîãî ïðîô³ëþ. Ïîãîííà ãóñòèíà ñèëè 
( , ).F x t  
Â³äïîâ³äü: 
  22 .tt xxSu EJu Fx
    
3.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÎÄÍÎÂÈÌ²ÐÍÈÕ ÊÐÀÉÎÂÈÕ ÇÀÄÀ×. 
ªÄÈÍ²ÑÒÜ ÐÎÇÂ’ßÇÊÓ 
Ç ìàòåìàòè÷íîãî ïîãëÿäó âèâ÷åííÿ ïðîöåñó ìàëèõ îäíîâèì³ðíèõ 
êîëèâàíü ïðîñòîðîâî-îáìåæåíî¿ ñèñòåìè çâîäèòüñÿ äî â³äøóêàííÿ 
ôóíêö³¿ ³ç çàäàíèìè àíàë³òè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè, ùî çàäîâîëüíÿº 
ð³âíÿííÿ êîëèâàíü òà ïåâí³ äîäàòêîâ³ óìîâè, äîñòàòí³ äëÿ òîãî, ùîá 
øóêàíà ôóíêö³ÿ áóëà ºäèíîþ òà îäíîçíà÷íîþ. 
Ùîá ç’ÿñóâàòè ö³ óìîâè, ñôîðìóëþºìî (ñïèðàþ÷èñü íà çàäà÷³ ïðî 
ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ íåîäíîð³äíî¿ ñòðóíè ó ô³êñîâàí³é ïëîùèí³ òà 
ïîçäîâæí³ êîëèâàííÿ íåîäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ âçäîâæ âëàñíî¿ îñ³) óçà-
ãàëüíþþ÷ó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äëÿ îïèñó îäíîâèì³ðíèõ êîëèâàíü 
ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì ³ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè, òîáòî ñèñòåì, ãåîìå-
òðè÷í³ ³ ô³çè÷í³ ïàðàìåòðè ÿêèõ çì³íþþòüñÿ, âçàãàë³ êàæó÷è, â³ä òî÷-
êè äî òî÷êè. ßê ³ ðàí³øå (äèâ. ï³äðîçä³ë 3.1), êîëèâàëüíèé ðóõ òàêèõ 
ñèñòåì áóäåìî îïèñóâàòè çà äîïîìîãîþ ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿ ( , ),u x t  âè-
çíà÷åíî¿ íà ï³âñìóç³  : 0 , 0 ,D x l t    l  — äîâæèíà ñèñòåìè. Ó êîæ-
íèé ìîìåíò ÷àñó 0t   ôóíêö³ÿ ( , )u x t  äîð³âíþº çì³ùåííþ ïîïåðå÷íî-
ãî ïåðåð³çó ñèñòåìè ç êîîðäèíàòîþ x  ç³ ñâîãî ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè; ó 
íåäåôîðìîâàíîìó ñòàí³ ( , ) 0.u x t   Ìè ââàæàòèìåìî ôóíêö³þ ( , )u x t  
íåïåðåðâíîþ ðàçîì ³ç ïåðøèìè òà äðóãèìè ïîõ³äíèìè. 
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Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ñèñòåìà ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè êî-
ëèâàºòüñÿ, âçàãàë³ êàæó÷è, ó ñåðåäîâèù³, åôåêòèâíèé âïëèâ ÿêîãî íà 
ñèñòåìó òà ¿¿ ê³íö³ ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ïðóæíèé. Ùîá çìîäåëþâà-
òè ïàðàìåòðè òàêî¿ ñèñòåìè, óâåäåìî íà â³äð³çêó [0, ]l  ôóíêö³¿ ( ),x  
( ),p x  ( )q x  òà ñòàë³ 1,h  2 .h  Äëÿ ñòðóíè ( )x  ìàº çì³ñò ïîãîííî¿ ãóñòè-
íè ñòðóíè â òî÷ö³ ,x  à ( )p x  äîð³âíþº (ñòàë³é) ñèë³ íàòÿãó ñòðóíè 0.T  
Ó âèïàäêó ñòåðæíÿ ï³ä ( )x  ³ ( )p x  ñë³ä ðîçóì³òè äîáóòêè ( ) ( )V x S x  ³ 
( ) ( ),E x S x  äå ( ),V x  ( )S x  òà ( )E x  — â³äïîâ³äíî îá’ºìíà ãóñòèíà, ïëî-
ùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ³ ìîäóëü Þíãà ìàòåð³àëó ñòåðæíÿ â òî÷ö³ .x  
Ôóíêö³ÿ ( )q x  âèçíà÷àº ñèëó ïðóæíîãî çâ’ÿçêó âíóòð³øí³õ òî÷îê ñèñ-
òåìè ç ñåðåäîâèùåì, îá÷èñëåíó íà îäèíèöþ äîâæèíè ñèñòåìè; ìîäå-
ëþâàòèìåìî öþ ñèëó ó âèãëÿä³ ( ) ( , ).q x u x t  ², íàðåøò³, ñòàë³ 1h  ³ 2h  õà-
ðàêòåðèçóþòü ïðóæí³ ñèëè, ÷èñåëüíî ð³âí³ 1 (0) (0, )h p u t  ³ 2 ( ) ( , ),h p l u l t  
ùî ä³þòü íà ë³âèé ( 0)x   òà ïðàâèé ( )x l  ê³íö³ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè 
ç áîêó ò³ë, äî ÿêèõ ö³ ê³íö³ ïðèêð³ïëåí³. Ðàí³øå (äèâ. ï³äðîçä³ë 3.1) 
óæå íàâîäèâñÿ ìîäåëüíèé ïðèêëàä òàêî¿ ñèñòåìè — ãîðèçîíòàëüíèé 
ñòåðæåíü, ê³íö³ ÿêîãî ïðèêð³ïëåí³ äî áåçìàñîâèõ ãîðèçîíòàëüíèõ 
ïðóæèíîê ç êîåô³ö³ºíòàìè æîðñòêîñò³ 1 2, 0.k k   Âïëèâ ïðóæèíîê íà 
ïîçäîâæí³ êîëèâàííÿ ñòåðæíÿ ìîäåëþâàâñÿ ÷åðåç äîäàòêîâèé âíåñîê 
 2 21 2
1 1
( ) (0, ) ( , )
2 2
Ï t k u t k u l t     (3.26) 
ó ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ ñèñòåìè; â³äïîâ³äíî, 1 1 (0) (0),h k E S  2h 
2 ( ) ( ).k E l S l  
Óÿâ³ìî òåïåð ñîá³ ñòðóíó, ê³íö³ ÿêî¿ ïðèêð³ïëåí³ äî ìàëèõ áåçìàñî-
âèõ ê³ëåöü, ÿê³ ìîæóòü êîâçàòè 
áåç òåðòÿ ïî ãëàäêèõ ïðÿìîë³-
í³éíèõ äðîòèíàõ, ùî ïðîõîäÿòü 
÷åðåç ê³íö³ ñòðóíè ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî äî ¿¿ ð³âíîâàæíîãî ïðî-
ô³ëþ (äèâ. ðèñ. 3.3). Íàñàäèâ-
øè íà äðîòèíè áåçìàñîâ³ ãëàäê³ 
ïðóæèíêè òà ïðèêð³ïèâøè ¿õ çà 
îäí³ ê³íö³ äî ê³ëåöü, à çà äðóã³ — 
äî äðîòèí ó òî÷êàõ, ðîçòàøîâà-
íèõ â³ä ð³âíîâàæíîãî ïðîô³ëþ 
ñòðóíè íà â³äñòàíÿõ, ùî äîð³â-
íþþòü äîâæèíàì ïðóæèíîê ó 
íåäåôîðìîâàíîìó ñòàí³, ïðè-
õîäèìî äî ìîäåëüíî¿ çàäà÷³ ïðî 
Ðèñ. 3.3. Ñòðóíà ç ë³âèì æîðñòêî òà 
ïðàâèì ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿ-
ìè. Ïîçíà÷åíî: Ê — ê³ëüöå, Ä — äðî-
òèíà, à — òî÷êà êð³ïëåííÿ ïðóæèíè äî 
äðîòèíè. Â³äñòàíü al äîð³âíþº äîâæè-
í³ íåäåôîðìîâàíî¿ ïðóæèíè. Òî÷êè 
ñòðóíè ðóõàþòüñÿ ïàðàëåëüíî äðîòèí³ 
u 
O  x l 
 a
 Ⱦ
 K 
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ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ ñòðóíè ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè. ßêùî 
íàÿâí³ñòü ïðóæèíîê çíîâó âðàõîâóâàòè çà äîïîìîãîþ âíåñêó âèäó 
(3.26) ó ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ ñèñòåìè, òî òåïåð 0i ih k T  ( 1,2i  ), 
0T  — ñèëà íàòÿãó ñòðóíè. 
Ç ô³çè÷íîãî çì³ñòó ôóíêö³é ( ),x  ( )p x  ³ ( )q x  âèïëèâàº, ùî ó âè-
ïàäêó ãîìîãåííî¿ ñèñòåìè (óòâîðåíî¿ ç îäíîãî é òîãî ñàìîãî ìàòåð³àëó 
òà ç îäíàêîâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè â óñ³õ òî÷êàõ) ¿õ ìîæíà ââàæàòè 
ãëàäêèìè, à ó âèïàäêó ãåòåðîãåííî¿ ñèñòåìè (ñêëàäåíî¿ ç äâîõ ÷è á³ëü-
øå ãîìîãåííèõ îáëàñòåé) — ãëàäêèìè ìàéæå ñêð³çü íà [0, ],l  çà âè-
íÿòêîì îáìåæåíî¿ ê³ëüêîñò³ òî÷îê ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó. Äëÿ ðåàëü-
íèõ ô³çè÷íèõ ñèñòåì ³ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè ö³ âèìîãè ìîæíà 
äåùî ïîñëàáèòè. Íàäàë³ ââàæàòèìåìî, ÿêùî íå îáóìîâëåíî ñóïðî-
òèâíå, ùî ôóíêö³¿ ( )x  ³ ( )q x  — íåïåðåðâí³, à ( )p x  — íåïåðåðâíî 
äèôåðåíö³éîâíà íà [0, ],l  ïðè÷îìó âñþäè 
 ( ) 0,x   ( ) 0,p x   ( ) 0.q x    (3.27) 
Â³äïîâ³äíî, ñòàë³ 
 1 2, 0,h h    (3.28) 
ïðè öüîìó ïðè 1 2,h h   ïðèõîäèìî äî ãðàíè÷íîãî âèïàäêó æîðñòêî-
ãî çàêð³ïëåííÿ ê³íö³â, à ïðè 1 2, 0h h   — ãðàíè÷íîãî âèïàäêó â³ëüíèõ 
ê³íö³â. Ó çàëåæíîñò³ â³ä çíà÷åíü öèõ ñòàëèõ, òîáòî â³ä ô³çè÷íèõ óìîâ, 
ï³äòðèìóâàíèõ íà ê³íöÿõ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè, ôóíêö³ÿ ( , )u x t  ìàº 
çàäîâîëüíÿòè â öèõ òî÷êàõ ïåâí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ — êðàéîâ³ óìîâè. 
Ð³âíÿííÿ ðóõó òà êðàéîâ³ óìîâè äëÿ ôóíêö³¿ ( , )u x t  çíàéäåìî, ñêî-
ðèñòàâøèñü ïðèíöèïîì íàéìåíøî¿ ä³¿. Äëÿ öüîãî íà ìíîæèí³ íåïå-
ðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é, çàäàíèõ íà ï³âñìóç³ ,D  ðîçãëÿíå-
ìî êâàäðàòè÷í³ ôóíêö³îíàëè 
 2
0
1
[ ; ] ( ) ( , ),
2
l
tK u t dx x u x t    (3.29) 
 
2 2
0
2 2
1 2
1
[ ; ] ( ) ( , ) ( ) ( , )
2
1 1
(0) (0, ) ( ) ( , ).
2 2
l
xÏ u t dx p x u x t q x u x t
h p u t h p l u l t
    
 

 (3.30) 
Ôóíêö³îíàë [ ; ]K u t  ìàº çì³ñò ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè, à ôóíêö³î-
íàë [ ; ]Ï u t  — ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè ç óðàõóâàííÿì ¿¿ ïðóæíî-
ãî çâ’ÿçêó ç ñåðåäîâèùåì, âêëþ÷àþ÷è ò³ëà, äî ÿêèõ âîíà ïðèêð³ïëåíà. 
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ßêùî çì³ùåííÿ òî÷îê ñèñòåìè â ìîìåíòè ÷àñó 1t  ³ 2,t  1 20 ,t t   âè-
çíà÷àþòüñÿ â³äïîâ³äíî ôóíêö³ÿìè 1( )u x  ³ 2 ( ),u x  ³ æîäí³ ³íø³ çîâí³øí³ 
ñèëè íà ñèñòåìó íå ä³þòü, òî çì³ùåííÿ öèõ ñàìèõ òî÷îê ó ïðîì³æí³ 
ìîìåíòè ÷àñó 1 2( , )t t t  âèçíà÷àþòüñÿ, çã³äíî ç ïðèíöèïîì íàéìåíøî¿ 
ä³¿, ôóíêö³ºþ ( , ),u x t  ùî íàäàº ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó ä³¿ 
  2
1
[ ] [ ; ] [ ; ] .
t
t
S u dt K u t Ï u t    (3.31) 
Ç íåîáõ³äíî¿ óìîâè åêñòðåìóìó ôóíêö³îíàëà (3.31) âèïëèâàº, ùî 
ôóíêö³ÿ ( , )u x t , ÿêà îïèñóº ðóõ ñèñòåìè, ìàº ñïðàâäæóâàòè äèôåðåí-
ö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
 
2
2
( ) ( ) ( ) ,
u u
x p x q x u
x xt
           0 ,x l   0,t    (3.32) 
òà çàäîâîëüíÿòè êðàéîâ³ óìîâè 
 1(0, ) (0, ) 0,xu t h u t   2( , ) ( , ) 0,xu l t h u l t   1 2, 0,h h   0.t    (3.33) 
Ð³âíÿííÿì (3.32) âèçíà÷àºòüñÿ çàãàëüíèé çàêîí ðóõó ñèñòåìè ç 
ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè ïðè ìàëèõ êîëèâàííÿõ ó ïðóæíîìó 
ñåðåäîâèù³. Ç óñ³õ ôóíêö³é âîíî â³äáèðàº ïåâíó ï³äìíîæèíó äâ³÷³ 
äèôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é, âèçíà÷åíèõ ó äîñë³äæóâàí³é îáëàñò³ êî-
îðäèíàò ³ ÷àñó ³ â çàãàëüíîìó âèïàäêó çàëåæíèõ â³ä ÷îòèðüîõ ñòàëèõ 
³íòåãðóâàííÿ. Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ êîíêðåòíî¿ ô³çè÷íî¿ çàäà÷³ ç öèõ 
ôóíêö³é âèîêðåìëþºòüñÿ á³ëüø âóçüêà äâîïàðàìåòðè÷íà ï³äìíîæè-
íà ôóíêö³é, ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâ³ óìîâè (3.33). Ùîá çíàéòè ñå-
ðåä îñòàíí³õ òó ôóíêö³þ (ïðè ïîâí³é ³ êîðåêòí³é ïîñòàíîâö³ çàäà÷³ — 
ºäèíó), ÿêà ïðàâèëüíî îïèñóº êîíêðåòíèé ïðîöåñ êîëèâàíü, òðåáà, 
î÷åâèäíî, ìàòè ùå äâ³ óìîâè. Íèìè âèñòóïàþòü ïî÷àòêîâ³ óìîâè — 
ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿê³ â³äîáðàæàþòü ìåõàí³÷íèé ñòàí òî÷îê ñèñòåìè â 
ìîìåíò ÷àñó 0,t  ç ÿêîãî ïî÷èíàþòü ñïîñòåð³ãàòè çà ¿õ êîëèâàííÿìè
1. 
1 Òðåáà íàãàäàòè, ùî ïðè âèêîðèñòàíí³ ïðèíöèïó íàéìåíøî¿ ä³¿ äëÿ àíàë³çó ðóõó 
ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè ïðèðîäíî âèíèêàº ïèòàííÿ, ÷è ìîæíà â³äíîâèòè ïðîì³æí³ çíà÷åí-
íÿ ôóíêö³¿ ( , ),u x t  
1 2( , ),t t t  ùî çàäîâîëüíÿº ë³í³éíó ñèñòåìó (3.32), (3.33), çà ¿¿ çíà÷åí-
íÿìè 1( )u x  ³ 2( )u x  ó ìîìåíòè ÷àñó 1t t  ³ 2.t t  Îäíàê òàêà çàäà÷à, âçàãàë³ êàæó÷è, íå 
çàâæäè ìàº ðîçâ’ÿçîê — óíàñë³äîê ìîæëèâî¿ íåñóì³ñíîñò³ çàäàíèõ ïî÷àòêîâîãî ³ ê³íöå-
âîãî ïîëîæåíü òî÷îê ñèñòåìè ³ ïðîì³æêó ÷àñó, ùî ¿õ ðîçä³ëÿº. Íàïðèêëàä, ç ïîäàëüøîãî 
(äèâ. çàâäàííÿ 4.6.2) çðîçóì³ëî, ùî îäíîð³äíà ñòðóíà ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, ôîðìà 
ÿêî¿ â ìîìåíò ÷àñó 
0 0t   îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ  0( ) sin / ,u x A x l   0,A   íå ìîæå ïðè 
â³ëüíèõ êîëèâàííÿõ íàáóâàòè â ìîìåíò ÷àñó 1 /t l a  ôîðìè, ÿêà îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ  1( ) sin 2 / ,u x B x l   0.B   
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ßê ïðàâèëî, ïî÷àòêîâ³ óìîâè çàäàþòü çì³ùåííÿ 0( )u x  òà øâèäêî-
ñò³ 0( )v x  òî÷îê ñèñòåìè â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò 0.t  Ïîêëàâøè, çà òðàäè-
ö³ºþ, 0 0,t   ìîæåìî çàïèñàòè ¿õ ó âèãëÿä³ 
 0( ,0) ( ),u x u x  0( ,0) ( ),tu x v x  0 .x l    (3.34) 
Íàäàë³, êð³ì îêðåìèõ âèïàäê³â, óâàæàòèìåìî, ùî ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ 
0( )u x  òà 0( )v x  º â³äïîâ³äíî äâ³÷³ òà îäèí ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíö³-
éîâíèìè â îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ. 
ßêùî íà âíóòð³øí³ òî÷êè ñèñòåìè ä³þòü, êð³ì ïðóæíèõ ñèë 
ç áîêó íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà, é ³íø³ çîâí³øí³ ñèëè, òî äî 
ïðàâî¿ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (3.32) òðåáà äîäàòè ¿õ ïîãîííó ãóñòèíó 
( , ) :F x t  
 
2
2
( ) ( ) ( ) ( , ),
u u
x p x q x u F x t
x xt
            0 ,x l   0.t    (3.35) 
Ó á³ëüøîñò³ çàäà÷ ôóíêö³þ ( , )F x t  ìîæíà ââàæàòè íåïåðåðâíîþ. Âè-
íÿòîê ñêëàäàþòü îêðåì³ ³äåàë³çîâàí³ âèïàäêè, êîëè íà ñèñòåìó ä³þòü 
çîñåðåäæåí³ ñèëè, óäàðí³ íàâàíòàæåííÿ òîùî. 
Êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ ð³âíÿííÿ êîëèâàíü (3.32) (àáî (3.35)) íàçèâà-
òèìåìî çàäà÷ó ïðî â³äøóêàííÿ â îáëàñò³ D  òàêîãî éîãî äâ³÷³ íåïåðåðâ-
íî äèôåðåíö³éîâíîãî ðîçâ’ÿçêó, ÿêèé çàäîâîëüíÿº êðàéîâ³ óìîâè (3.33) òà 
ïî÷àòêîâ³ óìîâè (3.34). Îêðåìèìè âèïàäêàìè ö³º¿ çàãàëüíî¿ çàäà÷³ âè-
ñòóïàþòü êðàéîâ³ çàäà÷³ ïðî êîëèâàííÿ ñèñòåì ³ç æîðñòêî çàêð³ïëå-
íèìè òà â³ëüíèìè ê³íöÿìè; â³äïîâ³äí³ êðàéîâ³ óìîâè 
 (0, ) 0,u t   ( , ) 0u l t    (3.36) 
òà 
 (0, ) 0,xu t   ( , ) 0xu l t    (3.37) 
çíàõîäèìî ç óìîâ (3.33), ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöü 1 2,h h   (óìîâè 
æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ ê³íö³â) òà 1 2, 0h h   (óìîâè íà â³ëüíèõ ê³í-
öÿõ). 
Çàóâàæåííÿ 3.2.1. Íà ïðàêòèö³ òèïîâèìè º ñèòóàö³¿, êîëè êðàéîâ³ 
óìîâè íà ê³íöÿõ ñèñòåìè ð³çíÿòüñÿ (äèâ. ðèñ. 3.3). Á³ëüøå òîãî, âîíè 
ìîæóòü ³ íå çâîäèòèñÿ äî óìîâ âèäó (3.33). ßêùî, íàïðèêëàä, íà ë³âèé 
ê³íåöü ñòåðæíÿ ä³º ñèëà ( ),F t  à ïðàâèé ê³íåöü çàêð³ïëåíî æîðñòêî, òî 
êðàéîâ³ óìîâè ìàþòü âèãëÿä 
 
( )
(0, ) ,
(0) (0)x
F t
u t
E S
   ( , ) 0.u l t   
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Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ðîçâ’ÿçêè êðàéîâèõ çàäà÷ (3.32)–(3.34) òà 
(3.33)–(3.35) ºäèí³, ³ ùî öåé ôàêò ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íàñë³äîê çà-
êîíó çáåðåæåííÿ åíåðã³¿. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî êîëè çîâí³øíÿ 
ñèëà ( , )F x t  â³äñóòíÿ, òî íàøà ñèñòåìà º êîíñåðâàòèâíîþ, ³ ð³âíÿííÿ 
(3.32) ìàº ïåðøèé ³íòåãðàë åíåðã³¿ const.E   Ñïðàâä³, çà äîïîìîãîþ 
ð³âíÿííÿ (3.35) äëÿ ïîõ³äíî¿ ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè ( )K t  çà ÷àñîì 
çíàõîäèìî 
     
0
0 0
 ( ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ).
l
t tt
l l
t t
dK
dx x u x t u x t
dt
u x t
dxu x t p x q x u x t dx F x t u x t
x x
  
          

    (3.38) 
Îñòàíí³é ³íòåãðàë ó ö³é ôîðìóë³ äîð³âíþº çàãàëüí³é ïîòóæíîñò³ çî-
âí³øí³õ ñèë (çà âèíÿòêîì ñèë ïðóæíîãî çâ’ÿçêó ñèñòåìè ç ñåðåäîâè-
ùåì). ²íòåãðóþ÷è â ïåðåäîñòàííüîìó ³íòåãðàë³ ÷àñòèíàìè òà âðàõîâó-
þ÷è êðàéîâ³ óìîâè (3.33), ä³ñòàíåìî: 
 
0
( , ) ( , ),
l
t
dK dÏ
dx F x t u x t
dt dt
      (3.39) 
äå 
 
2 2
0 0
2 2
1 2
1 1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
2 2
1 1
(0) (0, ) ( ) ( , )
2 2
l l
xÏ t dx p x u x t dxq x u x t
h p u t h p l u l t
  
 
 
  (3.40) 
– ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ ñèñòåìè ç óðàõóâàííÿì óìîâ çàêð³ïëåííÿ òà 
ïðóæíîãî çâ’ÿçêó ¿¿ âíóòð³øí³õ òî÷îê ç ñåðåäîâèùåì. Ôîðìóëà (3.39) 
åêâ³âàëåíòíà ñï³ââ³äíîøåííþ 
 
0
( , ) ( , ),
l
t
dE
dx F x t u x t
dt
    (3.41) 
çâ³äêè ïðè ( , ) 0F x t   ä³ñòàºìî çàêîí çáåðåæåííÿ ïîâíî¿ ìåõàí³÷íî¿ 
åíåðã³¿ ñèñòåìè: ( ) ( ) const.E K t Ï t    
Òåîðåìà 3.2.1 (ºäèíîñò³). Íåõàé ôóíêö³¿ ( ) 0,x   ( ) 0,p x   ( ) 0q x   
çàäîâîëüíÿþòü ïåðåë³÷åí³ âèùå óìîâè, ñòàë³ 1 2, 0.h h   Òîä³ â îáëàñò³ 
D  ìîæå ³ñíóâàòè ëèøå îäíà äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà ôóíê-
ö³ÿ ( , ),u x t  ÿêà çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (3.35), êðàéîâ³ óìîâè (3.33) òà 
ïî÷àòêîâ³ óìîâè (3.34). 
104
Äîâåäåííÿ. Äîâîäèìî â³ä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî ³ñíóþòü 
äâà ðîçâ’ÿçêè 1( , )u x t  ³ 2( , )u x t  ðîçãëÿäóâàíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³. ¯õ ð³çíè-
öÿ 1 2( , ) ( , ) ( , )U x t u x t u x t   çàäîâîëüíÿº îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ 
 
2
2
( ) ( ) ( ) ,
U U
x p x q x U
x xt
            (3.42) 
êðàéîâ³ óìîâè 
 1(0, ) (0, ) 0,xU t hU t   2( , ) ( , ) 0,xU l t h U l t   1 2, 0,h h    (3.43) 
òà íóëüîâ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè 
 ( ,0) 0,U x   ( ,0) 0.tU x     (3.44) 
Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (3.41), ïîâíà ìåõàí³÷íà åíåðã³ÿ ñèñòåìè, êîëè-
âàííÿ ÿêî¿ îïèñóþòüñÿ ôóíêö³ºþ ( , ),U x t  çáåð³ãàºòüñÿ ( ( , ) 0),F x t   à 
òîìó ¿¿ çíà÷åííÿ ( )E t  â äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó t  äîð³âíþº çíà÷åííþ 
(0)E  â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0 :t   
 
2 2 2
0
2 2
1 2
1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
2
1 1
(0) (0, ) ( ) ( , ) (0).
2 2
l
t xE t dx x U x t p x U x t q x U x t
h p U t h p l U l t E
      
  

  (3.45) 
Ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ (3.44) âèïëèâàº, ùî (0) 0.E   Îñê³ëüêè âñ³ äî-
äàíêè ó ôîðìóë³ (3.45) çà óìîâàìè òåîðåìè íåâ³ä’ºìí³, òî ¿õ ñóìà äî-
ð³âíþº íóëþ ëèøå çà óìîâè, ùî êîæíèé ç íèõ äîð³âíþº íóëþ. Ïðè 
( ) 0q x   çâ³äñè âèïëèâàº, ùî äîð³âíþþòü íóëþ ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ 
ôóíêö³¿ ( , )U x t : ( , ) ( , ) 0.t xU x t U x t   Òîìó ( , ) const,U x t   ³ ç ïî÷àòêî-
âèõ óìîâ (3.44) çíàõîäèìî, ùî ( , ) 0.U x t   Ïðè ( ) 0q x   ðàçîì ³ç ïî-
õ³äíèìè ( , )tU x t  ³ ( , )xU x t  äîð³âíþº íóëþ ³ ñàìà ôóíêö³ÿ ( , ),U x t  òîáòî 
çíîâó ìàºìî ( , ) 0.U x t   
Çàóâàæåííÿ 3.2.2. ßêùî ôóíêö³ÿ ( , ) 0q x t   ³ ïðè öüîìó òàêîæ 
1 2 0,h h   òî åíåðã³ÿ ( )E t  ìîæå äîð³âíþâàòè íóëþ ³ ïðè íåíóëüîâî-
ìó çíà÷åíí³ ( , ) const,U x t   òîáòî êîëè íåçàêð³ïëåíà íåäåôîðìîâàíà 
ñèñòåìà ïàðàëåëüíî çñóâàºòüñÿ ÿê ö³ëå â ³íøå ì³ñöå. 
Ïðè ôîðìóëþâàíí³ êðàéîâèõ çàäà÷, ùî îïèñóþòü ìàë³ çãèíàëüí³ 
êîëèâàííÿ ñòåðæíÿ (äèâ. çàâäàííÿ 3.1.4, 3.1.5), ñë³ä óðàõîâóâàòè, ùî 
ö³ êîëèâàííÿ îïèñóþòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ó ÷àñòèííèõ 
ïîõ³äíèõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó 
 
2 2 2
2 2 2
( ) ( ) ( , ),
u u
x p x F x t
t x x
         
  (3.46) 
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äå øóêàíà ôóíêö³ÿ ( , )u x t  îïèñóº ïîïåðå÷íå â³äõèëåííÿ òî÷êè ñòåðæ-
íÿ ç êîîðäèíàòîþ x  ó ìîìåíò ÷àñó t â³ä òîãî ïîëîæåííÿ, ÿêå öÿ òî÷-
êà çàéìàº â íåäåôîðìîâàíîìó ñòåðæí³, ï³ä ôóíêö³ÿìè ( )x  ³ ( )p x  
ñë³ä ðîçóì³òè äîáóòêè ( ) ( )V x S x  ³ ( ) ( ),E x J x  äå ( ),V x  ( ),S x  ( )E x  òà 
( )J x  — â³äïîâ³äíî îá’ºìíà ãóñòèíà, ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó, ìî-
äóëü Þíãà òà ãîëîâíèé ìîìåíò ³íåðö³¿ ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ñòåðæíÿ 
â òî÷ö³ ,x  ³ ôóíêö³ÿ ( , )F x t  îïèñóº ïîãîííó ãóñòèíó âñ³õ çîâí³øí³õ 
ñèë, ùî ä³þòü íà âíóòð³øí³ òî÷êè ñòåðæíÿ. Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3.46) 
ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè ÷îòèðè êðàéîâ³ òà äâ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè. Êðàéî-
â³ óìîâè äëÿ öüîãî ð³âíÿííÿ áóëè ðîçãëÿíóò³ â çàâäàíí³ 3.1.4 (ôîðìó-
ëè (3.21)–(3.25)). Ïî÷àòêîâ³ óìîâè é äàë³ ìàþòü âèãëÿä (3.34). 
Çàâäàííÿ 3.2.1. Äîâåä³òü, ùî â îáëàñò³ D  ìîæå ³ñíóâàòè ëèøå îäíà 
ôóíêö³ÿ ( , ),u x t  äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà çà ÷àñîì ³ ÷îòèðè 
ðàçè çà êîîðäèíàòîþ, ÿêà çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (3.46), êðàéîâ³ óìî-
âè (3.21)–(3.25) ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè (3.34). Óêàæ³òü îáìåæåííÿ, ÿê³ ïðè 
öüîìó òðåáà íàêëàñòè íà ôóíêö³¿ ( ),x  ( ),p x  0( ),u x  0( )v x  ³ ( , ),F x t  òà 
ñôîðìóëþéòå â³äïîâ³äíó òåîðåìó ºäèíîñò³. 
ÊÎÍÒÐÎËÜÍ² ÏÈÒÀÍÍß ÄÎ ÐÎÇÄ²ËÓ 3 
1. ßê âèçíà÷àþòüñÿ ê³íåòè÷íà ³ ïîòåíö³àëüíà åíåðã³¿ òà ôóíêö³ÿ Ëà-
ãðàíæà íàòÿãíåíî¿ ñòðóíè ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè? 
2. ßê âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêö³¿ Ëàãðàíæà íåîäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ ³ç çà-
êð³ïëåíèìè ê³íöÿìè â çàäà÷àõ ïðî éîãî ìàë³ ïîçäîâæí³ òà ïîïåðå÷í³ êî-
ëèâàííÿ? 
3. ßê ³ç âàð³àö³éíèõ ïðèíöèï³â ìåõàí³êè ìîæíà âèâåñòè ð³âíÿííÿ ðóõó 
äëÿ ïðóæíèõ êîëèâàíü ñòåðæí³â ³ ñòðóí ³ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè 
òà êðàéîâ³ óìîâè äëÿ â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é çì³ùåíü? 
4. ßê ñòàâëÿòüñÿ êðàéîâ³ çàäà÷³ äëÿ â³ëüíèõ ³ âèìóøåíèõ êîëèâàíü 
ñòðóí ³ ñòåðæí³â ³ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè? 
5. ßêèé çàêîí çáåðåæåííÿ ñïðàâäæóºòüñÿ ïðè â³ëüíèõ êîëèâàííÿõ 
ñòðóí ³ ñòåðæí³â ³ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè? ßê çà éîãî äîïîìî-
ãîþ äîâåñòè ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ â³ëüíèõ ³ âèìóøåíèõ 
êîëèâàíü â³äïîâ³äíèõ ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì? 
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Ðîçä³ë 4 
ÊÎËÈÂÀÍÍß ÎÄÍÎÐ²ÄÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ 
4.1. ÇÀÄÀ×À ÊÎØ² ÄËß ÍÅÎÁÌÅÆÅÍÎ¯ ÑÒÐÓÍÈ. 
Â²ËÜÍ² ÊÎËÈÂÀÍÍß 
Óÿâ³ìî òåïåð ñèòóàö³þ, êîëè ê³íö³ ñèñòåìè (ñòðóíè ÷è ñòåðæíÿ) 
çíàõîäÿòüñÿ íàñò³ëüêè äàëåêî â³ä îáëàñò³ ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ, ùî 
÷àñ, çà ÿêèé çáóðåííÿ ä³éäå äî íèõ, íàáàãàòî ïåðåâèùóº ÷àñ ñïîñòå-
ðåæåííÿ çà ñèñòåìîþ. Î÷åâèäíî, ùî çà òàêèé ïðîì³æîê ÷àñó êðàéîâ³ 
óìîâè íà ê³íöÿõ ñèñòåìè íå âñòèãíóòü âïëèíóòè íà õàðàêòåð ïðîöåñ³â 
ó í³é, ³ ôîðìàëüíî ìîæíà ââàæàòè, ùî ê³íö³ ñèñòåìè çíàõîäÿòüñÿ íà 
íåñê³í÷åííîñò³. Çì³ùåííÿ òî÷îê òàêî¿ íåîáìåæåíî¿ ñèñòåìè ç ð³âíî-
âàæíîãî ñòàíó âèçíà÷àòèìóòüñÿ ëèøå ïî÷àòêîâèì óìîâàìè òà ô³çè÷-
íèìè âëàñòèâîñòÿìè âíóòð³øí³õ îáëàñòåé ñèñòåìè. Ïðè íàÿâíîñò³ 
ùå é çîâí³øíüî¿ ñèëè (ç ïîãîííîþ ãóñòèíîþ ( , )),F x t  ïðèêëàäåíî¿ äî 
âíóòð³øí³õ òî÷îê ñèñòåìè, â³äïîâ³äíà çàäà÷à äëÿ çíàõîäæåííÿ çì³-
ùåííÿ ( , )u x t  íàáèðàº âèãëÿäó 
 
2
2
( ) ( ) ( , ),
u u
x p x F x t
x xt
           ,x     0,t    (4.1) 
 0( ,0) ( ),u x u x  0( ,0) ( ),tu x v x   (4.2) 
äå ôóíêö³¿ 0( )u x  òà 0( )v x  îïèñóþòü â³äïîâ³äíî ïî÷àòêîâ³ çì³ùåííÿ 
òà ïî÷àòêîâ³ øâèäêîñò³ òî÷îê ñèñòåìè. Çàäà÷à (4.1), (4.2) íàçèâàºòüñÿ 
çàäà÷åþ Êîø³ äëÿ íåîáìåæåíî¿ ñòðóíè (ñòåðæíÿ) àáî çàäà÷åþ Êîø³ íà 
íåîáìåæåí³é ïðÿì³é. Äëÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè âîíà íàáèðàº âèãëÿäó 
 
2 2
2
2 2
( , ),
u u
a f x t
t x
     ,x     0,t    (4.3) 
 0( ,0) ( ),u x u x  0( ,0) ( ),tu x v x   (4.4) 
äå 2 0 ,a T   ( , ) ( , ) .f x t F x t   
Î÷åâèäíî, ùî äîâåäåíó â ïîïåðåäíüîìó ï³äðîçä³ë³ òåîðåìó ºäè-
íîñò³ äëÿ îáìåæåíî¿ ñòðóíè (ñòåðæíÿ) ìîæíà, ç â³äïîâ³äíèìè ìîäè-
ô³êàö³ÿìè, ïåðåíåñòè é íà çàäà÷ó (4.1), (4.2) òà ¿¿ ïðîñò³øèé âàð³àíò 
(4.3), (4.4). Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ÿêùî ôóíêö³¿ ( )x  ³ ( )p x  — ñòðîãî 
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äîäàòí³ òà, â³äïîâ³äíî, íåïåðåðâíà ³ ãëàäêà, 0( )u x  — äâ³÷³ äèôåðåíö³-
éîâíà, 0( )v x  — äèôåðåíö³éîâíà, ( , )F x t  — íåïåðåðâíà òà îáìåæåíà, 
òî çàäà÷à Êîø³ äëÿ íåîáìåæåíî¿ ïðÿìî¿ ìàº ºäèíèé äâ³÷³ íåïåðåðâíî 
äèôåðåíö³éîâíèé ðîçâ’ÿçîê. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî äëÿ îäíîð³äíèõ ñèñòåì 
éîãî ìîæíà ïîáóäóâàòè â çàãàëüíîìó âèïàäêó. Ïåðåéäåìî äî éîãî â³ä-
øóêàííÿ. 
Ïî÷íåìî ç âèïàäêó, êîëè çîâí³øíÿ ñèëà â³äñóòíÿ. Ìàºìî òàêó çàäà-
÷ó Êîø³ äëÿ â³ëüíèõ êîëèâàíü íåîáìåæåíî¿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè (ñòåðæíÿ): 
 
2 2
2
2 2
,
u u
a
t x
    ,x     0,t    (4.5) 
 0( ,0) ( ),u x u x  0( ,0) ( ).tu x v x   (4.6) 
Ïåðåéäåìî â ð³âíÿíí³ (4.5) äî íîâèõ çì³ííèõ ,x at    .x at    Äè-
ôåðåíö³þþ÷è  ( , ), ( , )u u x t x t    ÿê ñêëàäåíó ôóíêö³þ, ä³ñòàºìî: 
 ,
u u u u u
x x x
                 
 
2 2 2 2
2 2 2
2 .
u u u u u u
x xx
                          
Àíàëîã³÷íèì ÷èíîì çíàõîäèìî: 
 
2 2 2 2
2
2 2 2
2 .
u u u u
a
t
          
 
Ð³âíÿííÿ (4.5) íàáèðàº âèãëÿäó 
 
2
0.
u    (4.7) 
Ïîõ³äíà çà çì³ííîþ   â³ä ôóíêö³¿ u   äîð³âíþº íóëþ, ÿêùî 
îñòàííÿ íå çàëåæèòü â³ä ,  òîáòî º, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ôóíêö³ºþ 
çì³ííî¿ :  
 ( ).
u
f
    
²íòåãðóþ÷è öå ñï³ââ³äíîøåííÿ çà   òà âðàõîâóþ÷è, ùî çàì³ñòü äî-
â³ëüíî¿ ñòàëî¿ ³íòåãðóâàííÿ (ÿê öå ìàº ì³ñöå ïðè ³íòåãðóâàíí³ ôóíêö³¿ 
îäí³º¿ çì³ííî¿) âèíèêàº, âçàãàë³ êàæó÷è, äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ äðóãî¿ íå-
çàëåæíî¿ çì³ííî¿, ìàºìî: 
 1 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).u f f d f f             (4.8) 
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Ïîâåðòàþ÷èñü äî âèõ³äíèõ çì³ííèõ, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (4.5) ìàº âèãëÿä 
 1 2( , ) ( ) ( ),u x t f x at f x at      (4.9) 
òîáòî º ñóìîþ äâîõ ôóíêö³é 1f  òà 2,f  êîæíà ç ÿêèõ çàëåæèòü ëèøå â³ä 
ïåâíî¿ êîìá³íàö³¿ çì³ííèõ x  ³ .t  
ßâíèé âèãëÿä 1f  òà 2f  çíàõîäèìî çà äîïîìîãîþ ïî÷àòêîâèõ óìîâ 
(4.6). Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè â íèõ âèðàçó (4.9) ä³ñòàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü 
 
1 2 0
1 2 0
( ) ( ) ( ),
1
( ) ( ) ( ),
f x f x u x
f x f x v x
a
 
     (4.10) 
äå øòðèõ îçíà÷àº äèôåðåíö³þâàííÿ. ²íòåãðóþ÷è äðóãå ð³âíÿííÿ, ìî-
æåìî çàïèñàòè 
 
0
1 2 0
1 2 0
( ) ( ) ( ),
1
( ) ( ) ( ) ,
x
x
f x f x u x
f x f x v x dx C
a
 
      (4.11) 
äå C  — íåâ³äîìà ñòàëà ³íòåãðóâàííÿ, ÿêà äîð³âíþº ð³çíèö³ 
1 0 2 0( ) ( )f x f x  â äîâ³ëüíî âèáðàí³é òî÷ö³ 0.x  Äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó 
çíà÷åííÿ 0x  òà C  âèÿâëÿþòüñÿ íåñóòòºâèìè. 
Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (4.11) ìàº âèãëÿä 
 0
0
1 0 0
2 0 0
1 1 1
( ) ( ) ( ) ,
2 2 2
1 1 1
( ) ( ) ( ) .
2 2 2
x
x
x
x
f x u x v x dx C
a
f x u x v x dx C
a
   
   


  (4.12) 
Çàì³íèâøè x  ó ïåðø³é ³ç öèõ ôîðìóë íà ,x at  à ó äðóã³é — íà ,x at  
òà ï³äñòàâèâøè çäîáóò³ âèðàçè ó ôîðìóëó (4.9), çíàõîäèìî ðîçâ’ÿçîê 
çàäà÷³ (4.5), (4.6): 
 0 0 0
( ) ( ) 1
( , ) ( ) .
2 2
x at
x at
u x at u x at
u x t v x dx
a


         (4.13) 
Ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.13) íàçèâàºòüñÿ ôîðìóëîþ Ä’Àëàìáåðà. 
Çàâäàííÿ 4.1.1. Áåçïîñåðåäíüîþ ï³äñòàíîâêîþ ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî 
ôîðìóëà (4.13) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (4.5) ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè (4.6). 
Íåõàé, íàïðèêëàä, ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0t   íåîáìåæåíà 
îäíîð³äíà ñòðóíà áóëà äåôîðìîâàíà òàêèì ÷èíîì, ùî ¿¿ ïðîô³ëü îïè-
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ñóâàâñÿ ïàðíîþ ôóíêö³ºþ 0( ),u x  ùî øâèäêî ñïàäàº íà íåñê³í÷åí-
íîñò³, ñêàæ³ìî 2 20( ) exp( ).u x A x l   Ï³ñëÿ òîãî ÿê ñòðóíó â³äïóñòèëè 
ç öüîãî ïîëîæåííÿ, ¿¿ ïðîô³ëü ó áóäü-ÿêèé ³íøèé ìîìåíò ÷àñó t  º ñó-
ïåðïîçèö³ºþ äâîõ ñèìåòðè÷íèõ êîíòóð³â ç óäâ³÷³ ìåíøèìè àìïë³òó-
äàìè (äèâ. ðèñ. 4.1): 
 
2 2 2 2( ) ( )( , ) .
2 2
x at l x at lA Au x t e e      
 x 
0.5 
1 
 u 
t0 = 0 
0  4l  – 4l 
1 
0.5 
 u 
t1 = l/a 
 x 0  4l  – 4l 
 u 
 x 
0.5 
1 
t3 = 3l/a 
0  4l  – 4l 
0.5 
1 
 u 
t2 = 2l/a 
 x 0  4l  – 4l 
Ðèñ. 4.1. Ôîðìóâàííÿ á³æó÷èõ õâèëü óçäîâæ íåîáìåæåíî¿ ñòðóíè âíàñë³äîê 
ïî÷àòêîâî¿ äåôîðìàö³¿ u
0
(x) = A exp(–x2/l2), A = 1. Çîáðàæåíî ïðîô³ë³ ñòðóíè 
â ìîìåíòè ÷àñó t
k
 = kl/a, k = 03 
Êîîðäèíàòè öåíòð³â öèõ êîíòóð³â çì³íþþòüñÿ ç ÷àñîì çà çàêîíàìè 
0x at  òà 0x at 0( 0),x  òîáòî ðóõàþòüñÿ âçäîâæ îñ³ x  â³äïîâ³äíî âë³-
âî òà âïðàâî ç îäíàêîâèìè ñòàëèìè øâèäêîñòÿìè .a  Ïåðåíîñÿ÷è öåé 
ðåçóëüòàò íà çàãàëüíèé âèïàäîê, ìîæåìî ñêàçàòè, ùî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
Êîø³ äëÿ íåîáìåæåíî¿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè x     º ñóïåðïîçèö³-
ºþ äâîõ çáóðåíü 1( )f x at  òà 2 ( ),f x at  ùî ïîøèðþþòüñÿ ïî îñ³ x  ç³ 
ñòàëîþ øâèäê³ñòþ a  â³äïîâ³äíî âë³âî òà âïðàâî. Ö³ ðóõîì³ çáóðåí-
íÿ íàçèâàþòüñÿ á³æó÷èìè õâèëÿìè. Äëÿ ñïîñòåð³ãà÷à, ùî ðóõàºòüñÿ ç³ 
øâèäê³ñòþ a  ðàçîì ç îäí³ºþ ç öèõ õâèëü, ¿¿ ïðîô³ëü, î÷åâèäíî, çàëè-
øàòèìåòüñÿ íåçì³ííèì. 
Ðîçâ’ÿçîê (4.13) çàäà÷³ Êîø³ (4.5), (4.6) ìîæíà ïåðåíåñòè é íà 
á³ëüø øèðîê³ êëàñè ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é 0( )u x  òà 0( ).v x  Íåõàé, íà-
ïðèêëàä, îñòàíí³ â³äì³íí³ â³ä íóëÿ ëèøå íà ñê³í÷åííèõ â³äð³çêàõ òà 
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íåïåðåðâí³, à ôóíêö³ÿ 0( )u x  äîäàòêîâî ìàº ïåðøó ïîõ³äíó. Òîä³ ôóíê-
ö³¿ 0( )u x  òà 0( )v x  ìîæíà ð³âíîì³ðíî àïðîêñèìóâàòè íåñê³í÷åííèìè 
ïîñë³äîâíîñòÿìè äèôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é  ( )n x  òà  ( ) ,n x
ùî ìàþòü â³äïîâ³äíî ïåðø³ äâ³ òà ïåðøó ïîõ³äí³. Ïðè ô³êñîâàíîìó 
n  êîæíà ïàðà ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é ( )n x  òà ( )n x  âèçíà÷àº ºäèíèé 
ðîçâ’ÿçîê ( , )nu x t  çàäà÷³ Êîø³ äëÿ íåîáìåæåíî¿ ñòðóíè. Áåðó÷è äî 
óâàãè íåïåðåðâíó çàëåæí³ñòü ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Êîø³ â³ä ïî÷àòêîâèõ 
ôóíêö³é, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïîñë³äîâí³ñòü  ( , )nu x t  ð³âíîì³ðíî çá³-
ãàºòüñÿ äî äåÿêî¿ ôóíêö³¿ ( , ) lim ( , ).nn
u x t u x t  Öÿ ôóíêö³ÿ íàçèâàºòüñÿ 
óçàãàëüíåíèì ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ Êîø³ (4.5), (4.6) òà äàºòüñÿ ôîðìóëîþ 
(4.13), äå 0( ) lim ( ),nn
u x x   0( ) lim ( ).nnv x x   Àíàëîã³÷íèé âèñíîâîê 
ñïðàâäæóºòüñÿ ³ äëÿ ðîçðèâíèõ ïî÷àòêîâèõ øâèäêîñòåé. 
Çàâäàííÿ 4.1.2. Íåõàé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó âñ³ì òî÷êàì íåîá-
ìåæåíî¿ íåäåôîðìîâàíî¿ ñòðóíè ç ïðîì³æêó [ , ]l l  íàäàëè îäíàêîâî¿ 
ïîïåðå÷íî¿ øâèäêîñò³ 0.v  Çîáðàç³òü ïðîô³ëü ñòðóíè â ïîñë³äîâí³ ìî-
ìåíòè ÷àñó (2 ),kt kl a  0,1,2,....k   ×èì á³æó÷³ õâèë³ ó öüîìó âèïàäêó 
â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä óñàì³òíåíèõ á³æó÷èõ õâèëü ³ç íàâåäåíîãî âèùå ïðè-
êëàäó? 
Â³äïîâ³äü:  1( , ) ( ) ( )
2
u x t x at x at
a
     , äå 
 
0
0 0
0
0
, ÿêùî ,
( ) ( ) , ÿêùî ,
, ÿêùî .
z
v l z l
z v x dx v z l z l
v l z l
         
  
Ïðîô³ë³ ñòðóíè äëÿ âêàçàíèõ ìîìåíò³â ÷àñó çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.2. 
Ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó ÷àñó ,t l a  ôîðìóºòüñÿ ïëàòî âèñîòîþ maxu 
0lv a  ç³ çðîñòàþ÷îþ øèðèíîþ. 
²ç çàâäàííÿ 4.1.2 âèïëèâàº âàæëèâèé âèñíîâîê: á³æó÷³ õâèë³, ùî 
ïîøèðþþòüñÿ âçäîâæ íåîáìåæåíî¿ ñòðóíè, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå 
ìàþòü ÷³òêî âèðàæåíîãî çàäíüîãî ôðîíòó. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ îäíîâè-
ì³ðíèõ çàäà÷ ïðèíöèï Ãþéãåíñà íå ñïðàâäæóºòüñÿ. 
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 u 
2 1 0 1 2
0.1 
0.2 
0.3 
 x
t4 = 2l/a 
2 1 0 1 2
0.1 
0.2 
0.3 
 u 
 x
t3 = 3l/(2a) 
2 1 0 1 2
0.1 
0.2 
0.3 
 u 
 x
t1 = l/(2a) 
2 1 0 1 2
0.1 
0.2 
0.3 
 u 
 x
t2 = l/a 
Ðèñ. 4.2. Ïðîô³ë³ íåîáìåæåíî¿ ñòðóíè â ìîìåíòè ÷àñó t
k
 = kl/(2a), k = 14, 
ï³ñëÿ òîãî, ÿê ó ìîìåíò t = 0 âñ³ì òî÷êàì ä³ëÿíêè [–l, l] íàäàëè ïîïåðå÷íî¿ 
øâèäêîñò³ v
0
. Ïðîô³ë³ çîáðàæåíî äëÿ çíà÷åíü l = 0.5 ì, a = 3 ì/ñ, v
0 
= 1 ì/ñ 
4.2. ÂÈÌÓØÅÍ² ÊÎËÈÂÀÍÍß ÍÅÎÁÌÅÆÅÍÎ¯ ÑÒÐÓÍÈ 
Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ Êîø³ ïðî âèìóøåí³ êî-
ëèâàííÿ íåîáìåæåíî¿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè, òîáòî äî â³äøóêàííÿ ôóíê-
ö³¿, ÿêà º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (4.3) ç ( , ) 0f x t   òà çàäîâîëüíÿº ïî-
÷àòêîâ³ óìîâè (4.4). Ïî÷íåìî ç íàñòóïíîãî çàóâàæåííÿ. Ïàðàìåòð t  
ó ôîðìóë³ (4.13) ìàº çì³ñò ïðîì³æêó ÷àñó, ÿêèé ìèíóâ ç ïî÷àòêîâîãî 
ìîìåíòó 0 0.t   ßêùî æ ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ çàäàí³ äëÿ íåíóëüîâîãî ìî-
ìåíòó 0 1,t t  
 1 0( , ) ( ),u x t u x  1 0( , ) ( ),tu x t v x   (4.14) 
òî çì³ùåííÿ òî÷îê ñòðóíè â äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó 1t t  îïèñóâàòè-
ìóòüñÿ ôîðìóëîþ 
 
    1
1
( )
0 1 0 1
0
( )
( ) ( ) 1
( , ) ( ) .
2 2
x a t t
x a t t
u x a t t u x a t t
u x t v x dx
a
 
 
           (4.15) 
Íåõàé, íàïðèêëàä, ñòðóíà äî ìîìåíòó ÷àñó 1 0t   ïåðåáóâà-
ëà â ñòàí³ ñïîêîþ, à â ìîìåíò ÷àñó 1t  êîæí³é ¿¿ ìàë³é ä³ëÿíö³ 
( , )x x dx  ìàñîþ ( )dm x dx   ìèòòºâèì ïîøòîâõîì íàäàëè ³ìïóëüñó 
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1 1( ) ( ) ( ) ,dm x v x v x dx   äå 1( )v x  — øâèäê³ñòü ä³ëÿíêè. Çã³äíî ç ôîðìó-
ëîþ (4.15), ðóõ òàêî¿ ñòðóíè îïèñóºòüñÿ âèðàçîì 
 
1
1
1
( )
1 1
( )
0, ,
( , ) 1
( ) , .
2
x a t t
x a t t
t t
u x t
v x dx t t
a
 
 
        (4.16) 
Îñê³ëüêè ³ìïóëüñ 1( )v x dx  òà ïîïåðå÷íà ñèëà ( , ) ,F x t dx  ùî éîãî íà-
äàëà, ïîâ’ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿì 
  1
1
1( ) ( , ) ,
t
t
v x dx F x t dx dt


    
äå 0   — ñê³í÷åííå (õî÷ ³ ìàëå) ÷èñëî, à ( , ) 0F x t   ëèøå ïðè 1,t t  
òî çàçíà÷åíèé ïîøòîâõ ìîæíà ìîäåëþâàòè ÿê ä³þ ïîïåðå÷íî¿ ñèëè ç 
ïîãîííîþ ãóñòèíîþ 
 1 1( , ) ( ) ( ).F x t v x t t      (4.17) 
Â³äïîâ³äíî, ôîðìóëó (4.16) ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
Êîø³ (4.3), (4.4) äëÿ ñïåö³àëüíîãî âèïàäêó, êîëè 1 1( , ) ( ) ( ),f x t v x t t    
0( ) 0u x   òà 0( ) 0.v x   
Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè êîëèâàííÿ ñòðóíè çáóäæóþòüñÿ 
ïîïåðå÷íîþ ñèëîþ, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç ïîñë³äîâíîñò³ ïîä³áíèõ ìèòòº-
âèõ ïîøòîâõ³â, ïðèêëàäåíèõ äî ñòðóíè â ìîìåíòè ÷àñó 1 2 ... nt t t   . 
Ïîãîííó ãóñòèíó òàêî¿ ñèëè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 
1
( , ) ( ) ( ).
n
k k
k
F x t v x t t

      (4.18) 
Ñêîðèñòàâøèñü ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèö³¿, ìîæåìî äàë³ ñòâåðäæóâà-
òè, ùî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ (4.3), (4.4) äëÿ òàêî¿ ñèëè ïðè íóëüîâèõ 
ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ äàºòüñÿ ôîðìóëîþ 
 
1
1
1
1
1
( )
1 1 2
( )
( ) ( )
1
( ) ( )
0, ,
1
( ) , ,
2
( , )
................................................. ,
1 1
( ) ... ( ) , .
2 2
n
n
x a t t
x a t t
x a t t x a t t
n n
x a t t x a t t
t t
v x dx t t t
a
u x t
v x dx v x dx t t
a a
 
 
   
   
           

 
  (4.19) 
Áåðó÷è äî óâàãè ÿâíèé âèãëÿä ãóñòèíè (4.18), áåçïîñåðåäí³ì ³íòå-
ãðóâàííÿì ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî ôîðìóë³ (4.19) ìîæíà íàäàòè âèãëÿäó 
( ( , ) ( , ) )f x t F x t   
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( )
0 ( )
1
( , ) ( , ).
2
x a t tt
x a t t
u x t dt dx f x t
a
 
 
        (4.20) 
Î÷åâèäíî, ùî ðåçóëüòàò (4.20) ñïðàâäæóºòüñÿ é ó âèïàäêó, êîëè ïî-
ãîííà ãóñòèíà ñèëè ( , )F x t  º êóñêîâî-íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ íà ïðî-
ì³æêó ÷àñó â³ä 0 0t   äî .nt  Ñïðàâä³, ðîç³á’ºìî öåé ïðîì³æîê íà íå-
ñê³í÷åííî ìàë³ ³íòåðâàëè 1[0, ),t  1 2[ , ),t t  … , 1[ , ).n nt t  Îñê³ëüêè çíà÷åííÿ 
ãóñòèíè ñèëè íà íèõ ïðàêòè÷íî íå çì³íþþòüñÿ, âèáåðåìî ¿õ ð³âíèìè 
çíà÷åííÿì *( , )iF x t  ó äåÿê³ ìîìåíòè ÷àñó 
*
it  ( 1,2,..., )i n  ³ç öèõ ³íòåðâà-
ë³â. Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìàëó ä³ëÿíêó ( , )x x dx  ñòðóíè. Çà ïðîì³æîê ÷àñó 
1i i idt t t    íà íå¿ ä³º ³ìïóëüñ ñèëè *( , ) ,i iF x t dxdt óíàñë³äîê ÷îãî øâèä-
ê³ñòü ä³ëÿíêè çì³íþºòüñÿ íà âåëè÷èíó * *( , ) ( ) ( , ) .i i i iF x t dxdt dx f x t dt   
Îñê³ëüêè ñèëà *( , )iF x t dx  ïåðåñòàº ä³ÿòè â ìîìåíò it , ìîæíà ââàæàòè, 
ùî ¿¿ ä³ÿ çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùîá ó ìîìåíò it  íàäàòè òî÷êàì ñòðóíè 
äîäàòêîâî¿ øâèäêîñò³ *( , ) ( , ) .i i iv x t f x t dt  Îñòàííÿ âåñòèìå, çã³äíî ç 
ôîðìóëîþ (4.15), äî çì³ùåííÿ òî÷îê ñòðóíè â ìîìåíòè ÷àñó it t  íà 
âåëè÷èíó 
 
( ) ( )
*
( ) ( )
1 1
( , ) ( , ) ( , ) .
2 2
i i
i i
x a t t x a t t
i i i i
x a t t x a t t
u x t v x t dx f x t dx dt
a a
   
   
        (4.21) 
Ï³äñóìîâóþ÷è, çã³äíî ç ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèö³¿, çà âñ³ìà òàêèìè çì³-
ùåííÿìè òà ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèö³ 0,idt   ä³ñòàºìî ôîðìóëó (4.20). 
Çàâäàííÿ 4.2.1. Çãàäàâøè âëàñòèâîñò³ äåëüòà-ôóíêö³¿ Ä³ðàêà, ïåðå-
êîíàéòåñÿ, ùî ôîðìóëà (4.19) âèïëèâàº ç ôîðìóëè (4.20), ÿêùî ïî-
ãîííà ãóñòèíà çîâí³øíüî¿ ñèëè îïèñóºòüñÿ âèðàçîì (4.18). 
Çàâäàííÿ 4.2.2. Ñôîðìóëþéòå çàäà÷ó Êîø³, ðîçâ’ÿçêîì ÿêî¿ º 
ôóíêö³ÿ (4.21). 
Ïîâòîðþþ÷è äîñë³âíî àðãóìåíòàö³þ, âèêîðèñòàíó ïðè âèâåäåíí³ 
ôîðìóëè (4.20), ìîæíà âñòàíîâèòè ïðîñòå çàãàëüíå ïðàâèëî, çà ÿêèì 
ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ Êîø³ äëÿ íåîäíîð³äíèõ ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ (õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ, ð³âíÿííÿ êîëè-
âàíü ñòðóíè, òåïëîïðîâ³äíîñò³ òîùî) ìîæíà áóäóâàòè ÷åðåç çàãàëüí³ 
ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ Êîø³ äëÿ â³äïîâ³äíèõ îäíîð³äíèõ ð³âíÿíü. Öå ïðà-
âèëî º àíàëîãîì ìåòîäó âàð³àö³¿ äîâ³ëüíèõ ñòàëèõ ó òåîð³¿ çâè÷àéíèõ 
ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ íàçèâàºòüñÿ ïðèíöèïîì Äþàìåëÿ. 
Ñôîðìóëþºìî ïðèíöèï Äþàìåëÿ äëÿ ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü âèäó 
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 
2
12
[ ] ( ,..., , ),n
u
L u f x x t
t
     (4.22) 
äå [ ]L u  — äîâ³ëüíèé ë³í³éíèé äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð, ùî íå ì³ñ-
òèòü äðóãèõ ïîõ³äíèõ ôóíêö³¿ 1( ,..., , )nu u x x t  çà ÷àñîì. Íàïðèêëàä, 
  11 1 1
, 1
( ,..., , )
[ ] ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., , ),
n
n
ij n n n
i j i j
u x x t
L u D x x V x x u x x t
x x
        
àáî, ó âèïàäêó îäí³º¿ ïðîñòîðîâî¿ çì³ííî¿ ( 1),n   
  ( , ) ( , )[ ] ( ) ( ) ( , ) 2 .u x t u x tL u p x q x u x t
x x t
            
Íåõàé äëÿ ô³êñîâàíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà   ôóíêö³ÿ 
1( ,..., , | )nx x t   çàäîâîëüíÿº îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ 
 
2
2
[ ] 0,L
t
      ,t     (4.23) 
òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè 
 1( ,..., , | ) 0,n tx x t     1 1
( ,..., , | )
( ,..., , ).n n
t
x x t
f x x
t 
      (4.24) 
Òîä³, ÿê ñòâåðäæóº ïðèíöèï Äþàìåëÿ, ôóíêö³ÿ 
 1 1
0
( ,..., , ) ( ,..., , | )
t
n nu x x t x x t d      (4.25) 
º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (4.22), ÿêèé çàäîâîëüíÿº íóëüîâ³ ïî÷àòêîâ³ 
óìîâè 
 1( ,..., ,0) 0,nu x x   1
0
( ,..., , )
0.n
t
u x x t
t 
    (4.26) 
Öå òâåðäæåííÿ ëåãêî ïåðåâ³ðèòè áåçïîñåðåäíüî. Ñïðàâä³, çã³äíî ç 
ôîðìóëàìè (4.24), (4.25) ìàºìî: 
 
1
1
1 1
0 0
( ,..., , )
( ,..., , | )
( ,..., , | ) ( ,..., , | )
,
n
n t
t t
n n
u x x t
x x t
t
x x t x x t
d d
t t

    
          
 
2 2
1 1 1
2 2
0
( ,..., , ) ( ,..., , | ) ( ,..., , | )tn n n
t
u x x t x x t x x t
d
tt t
         
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 2
1
1 2
0
( ,..., , | )
( ,..., , ) ,
t
n
n
x x t
f x x t d
t
    
 
  1 1
0
[ ( ,..., , )] [ ( ,..., , | )] .
t
n nL u x x t L x x t d     
Çà äîïîìîãîþ äâîõ îñòàíí³õ ñï³ââ³äíîøåíü òà ôîðìóëè (4.23) áà÷è-
ìî, ùî ôóíêö³ÿ (4.25) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (4.22). Óçÿâøè æ äî óâàãè 
ïåðøå ñï³ââ³äíîøåííÿ òà ôîðìóëó (4.25), â³äðàçó ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî 
ñïðàâäæóþòüñÿ é ïî÷àòêîâ³ óìîâè (4.26). 
Çàâäàííÿ 4.2.3. Ñôîðìóëþéòå é îá´ðóíòóéòå ïðèíöèï Äþàìåëÿ 
äëÿ ð³âíÿííÿ òèïó 
  1[ ] ( ,..., , ),n
u
L u f x x t
t
    
äå [ ]L u  — ë³í³éíèé äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð, ÿêèé íå ì³ñòèòü ïî-
õ³äíèõ ôóíêö³¿ u  çà ÷àñîì. 
Ïîâåðí³ìîñÿ òåïåð äî çàäà÷³ Êîø³ (4.3), (4.4). ¯¿ çàãàëüíèé ðîçâ’ÿ-
çîê çíàéäåìî, çíîâó ñêîðèñòàâøèñü ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèö³¿. Ìàºìî: 
 
0 0
( )
0
0 ( )
( ) ( )
( , )
2
1 1
( ) ( , ).
2 2
x a t tx at t
x at x a t t
u x at u x at
u x t
v x dx dt dx f x t
a a
 
  
   
           (4.27) 
Çàâäàííÿ 4.2.4. Ïåðåâ³ðòå, ùî ôóíêö³ÿ (4.27) ñïðàâä³ çàäîâîëüíÿº 
ð³âíÿííÿ (4.3) òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè (4.4). 
Ç ôîðìóëè (4.27) âèïëèâàº, ùî ÿêùî ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ 0( )u x  òà 
0( )v x  øâèäêî ñïàäàþòü íà íåñê³í÷åííîñò³, òî ç ÷àñîì ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
Êîø³ ( , )u x t  â áóäü-ÿê³é òî÷ö³ áóäå âèçíà÷èòèñÿ, ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëî¿ 
 0 0
1
( ) ,
2
C v x dx
a


    
ëèøå çîâí³øíüîþ ñèëîþ, òîáòî îñòàíí³ì äîäàíêîì ó ôîðìóë³ (4.27). 
À ñàìå: ÿêùî ñèëà ïî÷èíàº ä³ÿòè â ìîìåíò ÷àñó 0,t   òî ïðè t   
çì³ùåííÿ òî÷îê íåîáìåæåíî¿ ñòðóíè ç³ ñòàíó ð³âíîâàãè îïèñóâàòè-
ìóòüñÿ ôîðìóëîþ 
 
( )
0
0 ( )
1
( , ) ( , ).
2
x a t tt
x a t t
u x t C dt dx f x t
a
 
 
         (4.28) 
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð âàæëèâèé âèïàäîê, êîëè âèìóøåí³ êîëèâàííÿ 
â³äáóâàþòüñÿ ï³ä ä³ºþ ñèëè, ãóñòèíà ïîòóæíîñò³ ÿêî¿ â êîæí³é òî÷ö³ 
çì³íþºòüñÿ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì ³ç ÷àñòîòîþ :  
  0( , ) ( )sin ( ) .f x t f x t x     (4.29) 
Ìîæíà î÷³êóâàòè, ùî ç ÷àñîì êîæíà òî÷êà ñòðóíè òåæ ïî÷íå êîëèâà-
òèñÿ ãàðìîí³÷íî ç ò³ºþ ñàìîþ ÷àñòîòîþ .  Ùîá ó öüîìó ïåðåêîíàòè-
ñÿ, ñïî÷àòêó çàì³òü ôóíêö³¿ äæåðåë (4.29) ï³äñòàâèìî ó ôîðìóëó (4.28) 
êîìïëåêñíîçíà÷íó ôóíêö³þ 
 0( , ) ( ) ,
i tf x t f x e    ( )0 0( ) ( ) ,i xf x f x e    (4.30) 
òà îá÷èñëèìî ïðè t   ÷àñòèííèé êîìïëåêñíîçíà÷íèé ðîçâ’ÿçîê 
 
( )
0 ( )
1
( , ) ( , );
2
x a t tt
x a t t
u x t dt dx f x t
a
 
 
        
äàë³ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè 
 0( , ) Im ( , )u x t C u x t     (4.31) 
çíàéäåìî é ñàìó ôóíêö³þ ( , ).u x t  
Ïî÷íåìî ç îêðåìîãî âèïàäêó, êîëè ãàðìîí³÷íó ñèëó ïðèêëàäåíî 
äî òî÷êè 1,x  òîáòî ôóíêö³ÿ äæåðåë ìàº âèãëÿä 
 1 1( , ) ( ) ,
i tf x t f x x e       (4.32) 
äå 1( )1 0 1( ) .
i xf f x e   Çãàäàâøè, ùî ïîõ³äíà ôóíêö³¿ Õåâ³ñàéäà 
( ) ( ),x x    ìîæåìî çàïèñàòè 
 1 1 1( ) ( ) ( ).
b
a
x x dx b x a x          
Çà äîïîìîãîþ ö³º¿ ð³âíîñò³ îá÷èñëþºìî ( , )u x t  ç ï³ä³íòåãðàëüíîþ 
ôóíêö³ºþ (4.32). Ïðè 1x x  ³ t   ìàºìî: 
  
( )
1 1
0 ( )
1 1
0
1
( , ) ( )
2
1
1 ( ( )) .
2
x a t tt
i t
x a t t
t
i t
u x t dt dx f x x e
a
f dt x x a t t e
a
 
 
 
 
     
      
 


  
ßêùî 1 ( ) 0,x x a t t      òî ï³ä³íòåãðàëüíèé âèðàç â îñòàííüîìó ³íòå-
ãðàë³ äîð³âíþº íóëþ. ßêùî æ 1 ( ) 0,x x a t t      òî ï³ñëÿ ïåðåõîäó äî 
íîâî¿ çì³ííî¿ ³íòåãðóâàííÿ t t     ìàºìî 
 
1
1
( )( )
1 1 1
( )/
1 1 1
( , ) ,
2 2 2
t
i x xi t i ta
x x a
u x t f d e f f e e
a ia ia
     

        
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äå áóëî âðàõîâàíî, ùî 1( ) .x x a    Àíàëîã³÷íèì ÷èíîì çíàõîäèìî, 
ùî ïðè 1x x  ³ t   
 
1
1
( )( )
1 1 1
( )/
1 1 1
( , ) .
2 2 2
t
i x xi t i ta
x x a
u x t f d e f f e e
a ia ia
     

        
Äâà îñòàíí³ âèðàçè ìîæíà îá’ºäíàòè îäí³ºþ ôîðìóëîþ: 
 
1| |
1 1
1
( , ) .
2 2
i x x i ta
i
u x t f f e e
ia a
     
    (4.33) 
Òàêèì ÷èíîì, ï³ä ä³ºþ ãàðìîí³÷íî¿ ñèëè (4.32) âñ³ òî÷êè íåîáìå-
æåíî¿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ç ÷àñîì ïî÷èíàþòü êîëèâàòèñÿ ãàðìîí³÷íî ç 
÷àñòîòîþ ,  ïðè öüîìó êîìïëåêñíîçíà÷íå çì³ùåííÿ òî÷êè ç êîîðäè-
íàòîþ x  ó ìîìåíò ÷àñó t  îïèñóºòüñÿ ôîðìóëîþ (4.33). 
Ç ë³í³éíîñò³ çàäà÷³ Êîø³ â³äíîñíî ñèëè, ïðèêëàäåíî¿ äî ñòðóíè, 
âèïëèâàº, ùî àíàëîã³÷íèé âèñíîâîê ñïðàâäæóºòüñÿ ³ äëÿ âèïàäêó, 
êîëè íà ñòðóíó ä³º êîìïëåêñíîçíà÷íà ñèëà âèäó 
 
1
( , ) ( ) .
n
i t
j j
j
f x t f x x e 

      (4.34) 
Òåïåð çì³ùåííÿ òî÷êè ñòðóíè ç êîîðäèíàòîþ x  ó ìîìåíò ÷àñó t  âè-
çíà÷àºòüñÿ âèðàçîì 
 
| |
1 1
1
( , ) .
2 2
j
n n i x x i ta
j j
j j
i
u x t f f e e
ia a
   
 
           (4.35) 
Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (4.35), íå âàæêî çðîçóì³òè ³ ñòðóêòóðó 
ôóíêö³¿, ÿêà îïèñóº âèìóøåí³ êîëèâàííÿ íåîáìåæåíî¿ ñòðóíè ï³ä 
ä³ºþ ãàðìîí³÷íî¿ ñèëè ç ðîçïîä³ëåíîþ àìïë³òóäîþ. Ïîäàâøè â³äïî-
â³äíó êîìïëåêñíîçíà÷íó ôóíêö³þ äæåðåë ó âèãëÿä³ 
 ( , ) ( ) ,i tf x t f x e     (4.36) 
äå ( )f x  — êóñêîâî-íåïåðåðâíà ³ ïðèíàéìí³ ³íòåãðîâíà ôóíêö³ÿ, 
 ( ) ,f x dx


      
ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ï³ä ä³ºþ ñèëè (4.36) óñ³ òî÷êè ñòðóíè ç ÷à-
ñîì ïî÷èíàþòü êîëèâàòèñÿ ç ÷àñòîòîþ   çà çàêîíîì 
 
1
( , ) ( ) ( ) ,
2
i tu x t f x dx A x e
ia

 


        (4.37) 
äå 
118
 ( ) (| |) ( ) ,A x G x x f x dx

 

       (4.38) 
 
| |
(| |) .
2
i x
a
i
G x e
a

     (4.39) 
Ôóíêö³ÿ ( )A x  ìàº çì³ñò êîìïëåêñíîçíà÷íî¿ àìïë³òóäè êîëèâàíü 
òî÷îê ç êîîðäèíàòàìè x  íàâêîëî ñòàö³îíàðíîãî ïðîô³ëþ ñòðóíè; 
îñòàíí³é âèçíà÷àºòüñÿ ñòàëîþ 0C  òà ïåðøèì äîäàíêîì ó ôîðìóë³ 
(4.37). Ôóíêö³ÿ (| |)G x  íàçèâàºòüñÿ ÷àñòîòíîþ ôóíêö³ºþ Ãð³íà äëÿ 
îäíîâèì³ðíîãî ð³âíÿííÿ êîëèâàíü íà ïðÿì³é. 
Çàâäàííÿ 4.2.5. Äîâåä³òü, ùî äëÿ êóñêîâî-íåïåðåðâíî¿ ³íòåãðîâíî¿ 
ôóíêö³¿ ( )f x  àìïë³òóäà ( )A x  çàäîâîëüíÿº íåîäíîð³äíå ð³âíÿííÿ 
 2
2
1
( ) ( ) ( ),A x k A x f x
a 
      
2
2
2
.k
a
   (4.40) 
Çàóâàæèìî, ùî ïðè äîäàòíèõ çíà÷åííÿõ 2k  ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
(4.40) íå º ºäèíèé. 
Çàâäàííÿ 4.2.6. Ïåðåâ³ðòå, ùî äëÿ íåïåðåðâíî¿ ô³í³òíî¿ ôóíêö³¿ 
( )f x  àìïë³òóäà (4.38) çàäîâîëüíÿº óìîâè âèïðîì³íþâàííÿ íà íåñê³í-
÷åííîñò³: 
 lim ( ) ( ) 0.
x
A x ikA x 
       (4.41) 
Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî óìîâè (4.41) âèêîíóþòüñÿ é ó âèïàäêó, 
êîëè ( )f x  — äîâ³ëüíà ³íòåãðîâíà ôóíêö³ÿ. 
Òàêèì ÷èíîì, ñåðåä ìíîæèíè îáìåæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ 
(4.40) ôîðìóëà (4.38) âèîêðåìëþº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé çàäîâîëü-
íÿº óìîâè âèïðîì³íþâàííÿ (4.41). Öåé ðåçóëüòàò º íàñë³äêîì òîãî 
ô³çè÷íîãî ôàêòó, ùî óñòàëåí³ êîëèâàííÿ â êîæí³é òî÷ö³ ñòðóíè âñòà-
íîâëþþòüñÿ ï³ä âïëèâîì çîâí³øíüî¿ ñèëè ïîñòóïîâî, ï³ñëÿ òîãî ÿê 
ñèëà ïî÷àëà ä³ÿòè â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó â ìèíóëîìó. 
Çàâäàííÿ 4.2.7. Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëàìè (4.32), (4.33), (4.37) ³ 
(4.38), âèçíà÷òå ô³çè÷íèé çì³ñò ÷àñòîòíî¿ ôóíêö³¿ Ãð³íà (4.39). 
Çàâäàííÿ 4.2.8. Íà îäíîð³äíó íåîáìåæåíó ñòðóíó ä³º ãàðìîí³÷íà 
ñèëà (4.29). Âèõîäÿ÷è ç ôîðìóë (4.31) òà (4.37)–(4.39), çíàéä³òü: à) çà-
êîí ( , ),u x t  ÿêèé îïèñóº çì³ùåííÿ òî÷îê ñòðóíè â äîâ³ëüíèé ìîìåíò 
÷àñó; á) ô³çè÷í³ àìïë³òóäè êîëèâàíü òî÷îê ñòðóíè; â) çñóâ ôàç ì³æ êî-
ëèâàííÿìè òî÷îê ñòðóíè ³ êîëèâàííÿìè ñèëè. 
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4.3. ÊÎËÈÂÀÍÍß ÍÀÏ²ÂÎÁÌÅÆÅÍÎ¯ ÑÒÐÓÍÈ. 
ÌÅÒÎÄ ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÍß 
Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè îáëàñòü ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ   
çíàõîäèòüñÿ äîñòàòíüî áëèçüêî äî îäíîãî ç ê³íö³â ñòðóíè, ñêàæ³ìî, 
ë³âîãî 0.x   Î÷åâèäíî, ùî çà ïðîì³æîê ÷àñó ,L a   äå L  — íàé-
êîðîòøà â³äñòàíü â³ä îáëàñò³   äî òî÷êè 0,x   a  — øâèäê³ñòü ïî-
øèðåííÿ õâèëü óçäîâæ ñòðóíè, çáóðåííÿ ä³éäå é äî íüîãî. Ç öüîãî ìî-
ìåíòó ÷àñó êîëèâàííÿ ñòðóíè ñóòòºâèì ÷èíîì çàëåæàòèìóòü â³ä óìîâ, 
ÿê³ ï³äòðèìóþòüñÿ íà ë³âîìó ê³íö³. Îñòàíí³, ÿê óæå çàçíà÷àëîñÿ, çà-
ïèñóþòüñÿ ó âèãëÿä³ êðàéîâèõ (ãðàíè÷íèõ) óìîâ (äèâ. ôîðìóëè (3.33), 
(3.36) ³ (3.37)). Óâàæàþ÷è òàêîæ, ùî äðóãèé ê³íåöü ñòðóíè çíàõîäèòü-
ñÿ íàñò³ëüêè äàëåêî, ùî çà ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ çà ñòðóíîþ çáóðåííÿ 
íå âñòèãàº éîãî äîñÿãòè, ïðèõîäèìî äî çàäà÷³ Êîø³ ïðî êîëèâàííÿ íà-
ï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè, àáî, ³íøèìè ñëîâàìè, çàäà÷³ Êîø³ äëÿ ð³âíÿííÿ 
êîëèâàíü íà ï³âîñ³ 0 .x    
Ïî÷íåìî ðîçãëÿä öüîãî òèïó çàäà÷ ³ç âèïàäêó â³ëüíèõ ïîïåðå÷íèõ 
êîëèâàíü îäíîð³äíî¿ íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè ç æîðñòêî çàêð³ïëåíèì 
ë³âèì ê³íöåì; ó ñòàí³ ñïîêîþ ñòðóíà çá³ãàºòüñÿ ç ï³ââ³ññþ 0.x   Äëÿ 
çíàõîäæåííÿ çì³ùåííÿ ( , )u x t  òî÷îê ñòðóíè ìàºìî çàäà÷ó: 
 
2 2
2
2 2
,
u u
a
t x
    0 ,x    0,t    (4.42) 
 (0, ) 0,u t    (4.43) 
 0( ,0) ( ),u x u x  0( ,0) ( ).tu x v x   (4.44) 
Ïðèïóñòèâøè, ùî ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ 0( )u x  òà 0( )v x  íàëåæàòü äî òîãî 
ñàìîãî êëàñó ôóíêö³é, ùî é ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ â çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ êî-
ëèâàííÿ íåîáìåæåíî¿ ñòðóíè, øóêàòèìåìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (4.42)–
(4.44) ó êëàñ³ ôóíêö³é, äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèõ â îáëàñò³ 
0,x   0.t   
Ðîçâ’ÿæåìî çàäà÷ó (4.42)–(4.44), çàñòîñóâàâøè òàê çâàíèé ìåòîä 
ïðîäîâæåííÿ. ²äåÿ ìåòîäó ïîëÿãàº â òîìó, ùîá ñêîðèñòàòèñÿ âæå â³äî-
ìèì ðîçâ’ÿçêîì Ä’Àëàìáåðà (4.13) çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ íåîá-
ìåæåíî¿ ñòðóíè, äîîçíà÷èâøè øóêàíó ôóíêö³þ ( , )u x t  òà ïî÷àòêîâ³ 
ôóíêö³¿ 0( ),u x  0( )v x  íà âñþ â³ñü òàêèì ÷èíîì, ùîá êðàéîâà óìîâà 
(4.43) àâòîìàòè÷íî çàäîâîëüíÿëàñÿ. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ öüîãî ïî÷àò-
êîâ³ ôóíêö³¿ ìîæíà ïðîäîâæèòè íà âñþ â³ñü íåïàðíèì ÷èíîì â³äíîñ-
íî òî÷êè 0.x   
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Ïîçíà÷èìî äîîçíà÷åí³ íà îáëàñòü 0x   ôóíêö³¿ ÷åðåç â³äïîâ³äíî 
( , ),U x t  0( )U x  òà 0( ).V x  Çà îçíà÷åííÿì, ôóíêö³ÿ ( , )U x t  º ðîçâ’ÿçêîì 
çàäà÷³ Êîø³ íà íåîáìåæåí³é ïðÿì³é ç ïî÷àòêîâèìè ôóíêö³ÿìè 0( )U x  
òà 0( ),V x  
 
2 2
2
2 2
,
U U
a
t x
    ,x     0,t    (4.45) 
 0( ,0) ( ),U x U x  0( ,0) ( ),tU x V x   (4.46) 
à òîìó ìîæåìî çàïèñàòè 
 0 0 0
( ) ( ) 1
( , ) ( ) .
2 2
x at
x at
U x at U x at
U x t V x dx
a


         (4.47) 
Âèìàãàþ÷è äàë³, ùîá ó òî÷ö³ 0x   âèêîíóâàëàñÿ á óìîâà 
 (0, ) 0,U t    (4.48) 
ä³ñòàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 0 0 0
1
( ) ( ) ( ) 0,
at
at
U at U at V x dx
a 
      
ÿêå ìîæíà àâòîìàòè÷íî çàäîâîëüíèòè, âèáðàâøè ôóíêö³¿ 0( )U x  òà 
0( )V x  íåïàðíèìè â³äíîñíî òî÷êè 0x   (íàãàäàºìî, ùî ³íòåãðàë â³ä 
íåïàðíî¿ ôóíêö³¿ â ñèìåòðè÷íèõ ìåæàõ äîð³âíþº íóëþ): 
 0 0( ) ( ),U x U x    0 0( ) ( ).V x V x     (4.49) 
Òàê³ íåïàðí³ (â³äíîñíî òî÷êè 0)x   ïðîäîâæåííÿ ïî÷àòêîâèõ ôóíê-
ö³é íà âñþ â³ñü ìàþòü âèãëÿä 
 00
0
( ), ÿêùî 0,
( )
( ), ÿêùî 0,
u x x
U x
u x x
   
 00
0
( ), ÿêùî 0,
( )
( ), ÿêùî 0.
v x x
V x
v x x
   
  (4.50) 
Ñïðàâä³, ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî ôóíêö³¿ (4.50) çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ (4.49). 
Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëàìè (4.47) òà (4.50) äàºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê ôîð-
ìàëüíî¿ çàäà÷³ Êîø³ (4.45), (4.46) äëÿ íåîáìåæåíî¿ ïðÿìî¿, ÿêèé çà-
âæäè çàäîâîëüíÿº óìîâó (4.48). Êð³ì òîãî, ïðè 0x   ³ 0t   ôóíêö³ÿ 
(4.47) çàäîâîëüíÿº ïî÷àòêîâ³ óìîâè (4.44) âèõ³äíî¿ çàäà÷³ äëÿ íàï³â-
îáìåæåíî¿ ñòðóíè: 
 0 0( ,0) ( ) ( ),U x U x u x   0 0( ,0) ( ) ( ), 0.tU x V x v x x     (4.51) 
Îòæå, ïðè 0x   ³ 0t   âèðàç (4.47) çàäîâîëüíÿº âñ³ óìîâè çàäà÷³ 
(4.42)–(4.44) ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³-
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ïëåíèì ë³âèì ê³íöåì. Çã³äíî ç òåîðåìîþ ºäèíîñò³ ðîáèìî âèñíîâîê, 
ùî òèì ñàìèì ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçîê îñòàííüî¿. 
Çàëèøàºòüñÿ ó ôîðìóë³ (4.47) ïåðåéòè â³ä ïàðàìåòð³â äîïîì³æíî¿ 
çàäà÷³ (4.45), (4.46) ³ (4.50) äî ïàðàìåòð³â âèõ³äíî¿ çàäà÷³ (4.42)–(4.44). 
Äëÿ öüîãî ñêîðèñòàºìîñÿ ôîðìóëàìè (4.50) òà ïåðåïèøåìî ðîçâ’ÿçîê 
(4.47) äëÿ îáëàñò³ ô³çè÷íî äîïóñòèìèõ çíà÷åíü çì³ííèõ x  ³ ,t  ùî 
â³äïîâ³äàþòü êîëèâàííÿì íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè, ÷åðåç ïî÷àòêîâ³ 
ôóíêö³¿ 0( )u x  ³ 0( ).v x  
Ïðè 0x at   âñ³ ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ àðãóìåíò³â ôóíêö³é ó ïðàâ³é 
÷àñòèí³ ôîðìóëè (4.47) äîäàòí³. Çã³äíî ç ôîðìóëàìè (4.50) ìîæåìî çà-
ïèñàòè: 
0 0
0
( ) ( ) 1
( , ) ( ) ,
2 2
x at
x at
u x at u x at
u x t v x dx
a


        0,x   0 .t x a    (4.52) 
Î÷åâèäíî, ùî çà ïðîì³æîê ÷àñó 0 t x a   çáóðåííÿ â³ä òî÷êè ç êîîð-
äèíàòîþ x  íå âñòèãàº ä³éòè äî çàêð³ïëåíîãî ê³íöÿ, à òîìó éîãî âïëèâ 
íà êîëèâàííÿ ñòðóíè ùå íå ïðîÿâëÿºòüñÿ. Çà öèõ óìîâ ðîçâ’ÿçîê 
(4.52) äëÿ íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè çá³ãàºòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêîì (4.13) äëÿ 
íåîáìåæåíî¿ ñòðóíè. 
Âïëèâ çàêð³ïëåíîãî ê³íöÿ íà êîëèâàííÿ íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè 
ñòàº ïîì³òíèì ó òèõ òî÷êàõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 0 ,x at   òîáòî 
â ìîìåíòè ÷àñó 0.t x a   Ó öüîìó âèïàäêó ïðàâó ÷àñòèíó ôîðìóëè 
(4.47) çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåíü (4.50) ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóï-
íèì ÷èíîì: 
 
 
0 0
0
0
0 0
0
0
0
0
0 0
0 0
0
0
( ) ( ) 1
( , ) ( )
2 2
( ) ( ) 1
( )
2 2
1
( ) ó ïåðøîìó iíòåãðàëi
2
( ) ( ) 1 1
( ) ( )
2 2 2
( )
x at
x at
x at
x at
x at
at x
U x at U x at
u x t V x dx
a
u x at u at x
V x dx
a
V x dx x x
a
u x at u at x
V x dx V x dx
a a
u x at






      
      
       
          
 



 
0
0
0 0
0
( ) 1 1
( ) ( ) ,
2 2 2
x at
at x
u at x
v x dx v x dx
a a


      
òîáòî 
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 0 0 0
( ) ( ) 1
( , ) ( ) ,
2 2
x at
at x
u x at u at x
u x t v x dx
a


        0,x   .t x a   (4.53) 
Çàçíà÷èìî, ùî îáèäâ³ ôîðìóëè (4.52) ³ (4.53) ìîæíà îá’ºäíàòè â 
îäíó: 
 0 0 0
| |
( ) sign( ) (| |) 1
( , ) ( ) ,
2 2
x at
x at
u x at x at u x at
u x t v x dx
a


         
 0,x   0,t    
(4.54)
 
äå 
1, 0,
sign
1, 0,
x
x
x
    — çíàêîâà ôóíêö³ÿ. 
Çàâäàííÿ 4.3.1. Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî ðîçâ’ÿçîê (4.52), (4.53) çàäî-
âîëüíÿº êðàéîâó óìîâó (4.43). 
Âêàç³âêà. Ðîçãëÿíüòå ïîâåä³íêó ôóíêö³¿ ( , )u x t  ïðè 0x   ³ 0.t   
Çàâäàííÿ 4.3.2. Âèõîäÿ÷è ç ðîçâ’ÿçêó (4.52), (4.53), çíàéä³òü ïîïå-
ðå÷íó øâèäê³ñòü äîâ³ëüíî¿ òî÷êè x  íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè â äîâ³ëü-
íèé ìîìåíò ÷àñó .t  Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî ïî÷àòêîâ³ óìîâè (4.44) çàäî-
âîëüíÿþòüñÿ. 
Âêàç³âêà. Çíàéä³òü ( , )tu x t  òà ðîçãëÿíüòå ïîâåä³íêó ôóíêö³é ( , )u x t  
³ ( , )tu x t  ïðè 0t   ³ 0.x   
Çàóâàæåííÿ 4.3.1. Ïî÷àòêîâà óìîâà 0( ,0) ( )u x u x  ìàº óçãîäæóâà-
òèñÿ ç êðàéîâîþ óìîâîþ æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ (0, ) 0,u t   òîáòî ïî-
÷àòêîâå çì³ùåííÿ ìàº çàäîâîëüíÿòè óìîâó 0(0) 0.u   ßêùî öÿ âèìîãà 
íå âèêîíóºòüñÿ, òî ôîðìóëîþ (4.54) äàºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (4.42)–
(4.44), ÿêèé ìàº ðîçðèâ íà ë³í³¿ x at  ïëîùèíè ( , ).x t  
Çàâäàííÿ 4.3.3. Íåõàé 0( )u x  ³ 0( )v x  — óçàãàëüíåí³ ôóíêö³¿. Áåç-
ïîñåðåäíüîþ ï³äñòàíîâêîþ ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî ôîðìóëàìè (4.52) ³ 
(4.53) äàºòüñÿ óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíî¿ óçàãàëüíåíî¿ çàäà÷³ 
(4.42)–(4.44). 
Âêàç³âêà. Óçàãàëüíåí³ ôóíêö³¿ ìàþòü óçàãàëüíåí³ ïîõ³äí³ âñ³õ ïîðÿäê³â. 
Ïðîàíàë³çóºìî âïëèâ çàêð³ïëåíîãî ê³íöÿ íà ïîâåä³íêó ïðîô³ëþ 
íàï³âîáìåæåíî¿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè. Íåõàé, äëÿ ïðèêëàäó, ó ïî÷àòêî-
âèé ìîìåíò ÷àñó 0t   âñ³ òî÷êè ñòðóíè 0x   íåðóõîì³, à âîíà ñàìà 
äåôîðìîâàíà çà çàêîíîì 2 20 0( ) exp[ ( ) ].u x A x x l    Óíàñë³äîê øâèä-
êîãî ñïàäàííÿ ôóíêö³¿ 0( )u x  ìîæíà íàáëèæåíî ââàæàòè, ùî ñòðóíà 
äåôîðìîâàíà ëèøå â îêîë³ ï³âøèðèíîþ ïîðÿäêó l  òî÷êè 0.x  ×åðåç 
÷àñ 1 l a   ï³ñëÿ òîãî, ÿê ñòðóíó â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0t   â³ä-
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ïóñêàþòü ³ç öüîãî ïîëîæåííÿ, ³ ïðîòÿãîì ³íòåðâàëó ÷àñó 2 0( 2 )x l a    
¿¿ ïðîô³ëü º ñóïåðïîçèö³ºþ äâîõ ñèìåòðè÷íèõ êîíòóð³â ç óäâ³÷³ ìåí-
øèìè àìïë³òóäàìè (äèâ. ðèñ. 4.3): 
 
2 2 2 2
0 0( ) ( )( , ) ;
2 2
x x at l x x at lA Au x t e e        
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0.5 
 x0 
Ðèñ. 4.3. Ïðîöåñ â³äáèâàííÿ õâèë³ â³ä æîðñòêî çàêð³ïëåíîãî ê³íöÿ íàï³âîá-
ìåæåíî¿ ñòðóíè. Çîáðàæåíî ïðîô³ë³ ñòðóíè ïðè A = 1 â ïîñë³äîâí³ ìîìåíòè 
÷àñó, ÿêèé çðîñòàº çë³âà íàïðàâî òà çâåðõó âíèç 
öåíòðè êîíòóð³â ðóõàþòüñÿ âçäîâæ ñòðóíè â³äïîâ³äíî âë³âî òà âïðàâî 
ç îäíàêîâèìè ñòàëèìè øâèäêîñòÿìè .a  Ñèòóàö³ÿ ïîâí³ñòþ àíàëîã³÷-
íà ò³é, ÿêó ìàºìî ó âèïàäêó íåîáìåæåíî¿ ñòðóíè. Îäíàê ç ìîìåíòó 
1 2t      ë³âèé êîíòóð ïî÷èíàº äåôîðìóâàòèñÿ ï³ä âïëèâîì çàêð³-
ïëåíîãî ê³íöÿ. Öåé âïëèâ åôåêòèâíî òðèâàº ïðîòÿãîì ÷àñó 3 2l a   ³ 
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ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ë³âèé êîíòóð ñïî÷àòêó çâóæóºòüñÿ, ïîò³ì çíè-
êàº, ïîò³ì çíîâó ôîðìóºòüñÿ, íàáóâàþ÷è ñâîº¿ ïîïåðåäíüî¿ àìïë³òó-
äè, àëå ïðîòèëåæíîãî íàïðÿìó (ïðîòèëåæíî¿ ôàçè), òà çì³ùóþ÷èñü 
óïðàâî â³ä çàêð³ïëåíîãî ê³íöÿ. Ó ìîìåíòè ÷àñó t ~ 1 + 2 + 3  íîâîóò-
âîðåíèé êîíòóð º ïîâí³ñòþ ñôîðìîâàíèì, à ïðîô³ëü ñòðóíè º ñóïåð-
ïîçèö³ºþ äâîõ óñàì³òíåíèõ êîíòóð³â (õâèëü), ùî ðóõàþòüñÿ âïðàâî ç 
îäíàêîâèìè ñòàëèìè øâèäêîñòÿìè a, àëå ïðîòèëåæíèìè ôàçàìè. 
Äîêëàäí³øå ïðîñòåæèòè çà ïðîöåñîì ôîðìóâàííÿ ïðîô³ëþ â³äáèòî¿ 
õâèë³ ìîæíà çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (4.47), çîáðàçèâøè ãðàô³÷íî íå-
ïàðíå ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³¿ 0( )u x  íà âñþ â³ñü (äèâ. ðèñ. 4.4). Ç ïëèíîì 
÷àñó (ïðè 0)t   ë³âå (â îáëàñò³ 0)x   òà ïðàâå ( 0)x   ïî÷àòêîâ³ çáóðåí-
íÿ ïîñòóïîâî ðîçïàäàþòüñÿ íà ïàðè óñàì³òíåíèõ õâèëü, ùî ïîøèðþ-
þòüñÿ â îáèäâà áîêè. Ïðîöåñ ðîçïî÷èíàºòüñÿ â òîé ìîìåíò, êîëè â òî÷-
ö³ 0x   çóñòð³÷àþòüñÿ óñàì³òíåí³ õâèë³, ùî íàäõîäÿòü ç îáëàñòåé 0x   
òà 0.x   Â³äáèòó õâèëþ îòðèìóºìî, ãåîìåòðè÷íî äîäàþ÷è ö³ õâèë³ äëÿ 
ïîñë³äîâíèõ ìîìåíò³â ÷àñó òà çàëèøàþ÷è ëèøå òó ÷àñòèíó îòðèìàíîãî 
³íòåðôåðåíö³éíîãî êîíòóðà, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ô³çè÷í³é îáëàñò³ 0.x   
Çàâäàííÿ 4.3.4. Íåõàé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó âñ³ì òî÷êàì íà-
ï³âîáìåæåíî¿ íåäåôîðìîâàíî¿ ñòðóíè 0x   ç ïðîì³æêó [ ,2 ]l l  íàäà-
ëè îäíàêîâî¿ ïîïåðå÷íî¿ øâèäêîñò³. Çîáðàç³òü ïðîô³ëü ñòðóíè, ÿêèé 
ôîðìóºòüñÿ ï³ä âïëèâîì çàêð³ïëåíîãî ë³âîãî ê³íöÿ â ïîñë³äîâí³ ìî-
ìåíòè ÷àñó. Ïîêàæ³òü, ùî ïðè t   â³í ìàº ôîðìó ð³âíîáåäðåíî¿ 
òðàïåö³¿, ùî ðóõàºòüñÿ âïðàâî ç³ ñòàëîþ øâèäê³ñòþ. 
Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ ðåçóëüòàòàìè çàâäàííÿ 4.1.2. 
Ðîçãëÿíåìî òåïåð â³ëüí³ ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ íàï³âîáìåæåíî¿ îä-
íîð³äíî¿ ñòðóíè ç íåçàêð³ïëåíèì ë³âèì ê³íöåì, êîëè çàì³ñòü óìîâè 
(4.43) ñïðàâäæóºòüñÿ êðàéîâà óìîâà 
 
0
( , )
0.
x
u x t
x 
    (4.55) 
Ðîçâ’ÿæåìî â³äïîâ³äíó çàäà÷ó (4.42), (4.55) ³ (4.44), çíîâó ñêîðèñòàâ-
øèñü ìåòîäîì ïðîäîâæåííÿ. Íàãàäàºìî, ùî â ðàìêàõ öüîãî ìåòî-
äó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ äëÿ íàï³âîáìåæåíî¿ (÷è îáìåæåíî¿) îáëàñò³ 
çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ äëÿ íåîáìåæåíî¿ îáëàñò³ ç ïî÷àò-
êîâèìè ôóíêö³ÿìè, ÿê³ º ñïåö³àëüíèìè ïðîäîâæåííÿìè ïî÷àòêîâèõ 
ôóíêö³é âèõ³äíî¿ çàäà÷³ íà âåñü ïðîñò³ð, ïîáóäîâàíèìè òàê, ùîá àâòî-
ìàòè÷íî ñïðàâäæóâàëèñÿ êðàéîâ³ óìîâè íà ìåæ³ îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ 
âèõ³äíî¿ çàäà÷³. 
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Ðèñ. 4.4. Ãåîìåòðè÷í³ ïîáóäîâè äëÿ çíàõîäæåííÿ ïðîô³ë³â íàï³âîáìåæå-
íî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèì ë³âèì ê³íöåì ìåòîäîì ïðîäîâæåííÿ. Ãðàô³êè 
íà ðèñ. 4.3 º ñóïåðïîçèö³ºþ â îáëàñò³ x  0 â³äïîâ³äíèõ ãðàô³ê³â íà öüîìó 
 ðèñóíêó 
Íåõàé 0( )U x  òà 0( )V x  — â³äïîâ³äí³ ïðîäîâæåííÿ ïî÷àòêîâèõ 
ôóíêö³é âèõ³äíî¿ çàäà÷³ (4.42), (4.55) ³ (4.44) íà âñþ â³ñü ,x   
( , )U x t  — ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ (4.45), (4.46) ³ç öèìè ôóíêö³ÿìè. 
Îñòàíí³é, î÷åâèäíî, ìàº âèãëÿä (4.47). Ôóíêö³¿ 0( )U x  òà 0( )V x  áóäóº-
ìî òàê, ùîá ó òî÷ö³ 0x   ñïðàâäæóâàëàñÿ á óìîâà 
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0
( , )
0.
x
U x t
x 
    (4.56) 
Ï³äñòàâèâøè (4.47) ó (4.56), ä³ñòàºìî òàêå îáìåæåííÿ íà 0( )U x  òà 
0( ) :V x  
  0 0 0 01( ) ( ) ( ) ( ) 0,U at U at V at V ata        (4.57) 
äå øòðèõ îçíà÷àº ïîõ³äíó â³äïîâ³äíî¿ ôóíêö³¿. Îòæå, ïî÷àòêîâ³ ôóíê-
ö³¿ 0( )u x  òà 0( )v x  ñë³ä ïðîäîâæóâàòè íà â³ä’ºìíó ï³ââ³ñü òàê, ùîáè âè-
êîíóâàëèñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 0 0( ) ( ),U x U x     0 0( ) ( ),V x V x    (4.58) 
òîáòî ïðîäîâæåí³ ôóíêö³¿ áóëè ïàðíèìè â³äíîñíî òî÷êè 0x   (ïî-
õ³äíà â³ä ïàðíî¿ ôóíêö³¿ º íåïàðíà ôóíêö³ÿ): 
 0 0( ) ( ),U x U x   0 0( ) ( ).V x V x    (4.59) 
Çàâäàííÿ 4.3.5. Ïàðí³ (â³äíîñíî òî÷êè 0)x   ïðîäîâæåííÿ ïî÷àò-
êîâèõ ôóíêö³é 0( )u x  òà 0( )v x  íà âñþ â³ñü ìàþòü âèãëÿä 
 00
0
( ), ÿêùî 0,
( )
( ), ÿêùî 0,
u x x
U x
u x x
   
 00
0
( ), ÿêùî 0,
( )
( ), ÿêùî 0.
v x x
V x
v x x
   
  (4.60) 
Ïîêàæ³òü, ùî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (4.42), (4.55) ³ (4.44) äëÿ íà-
ï³âîáìåæåíî¿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ç â³ëüíèì ë³âèì ê³íöåì äàºòüñÿ ôîð-
ìóëîþ 
 0 0( ) (| |)( , )
2
u x at u x at
u x t
   
 
| |
0 0
0 0
1 1
( ) sign( ) ( ) ,
2 2
x atx at
v x dx x at v x dx
a a

        0,x   0.t    (4.61) 
Çàâäàííÿ 4.3.6. Íåõàé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0t   âñ³ òî÷êè 
ñòðóíè 0x   ç íåçàêð³ïëåíèì ë³âèì ê³íöåì áóëè íåðóõîìèìè, à âîíà 
ñàìà áóëà äåôîðìîâàíà çà çàêîíîì 2 20 0( ) exp[ ( ) ]u x A x x l   . Îïè-
ø³òü ïðîô³ëü ñòðóíè â ïîñë³äîâí³ ìîìåíòè ÷àñó 0t   òà ïîêàæ³òü, ùî 
ï³ñëÿ â³äáèòòÿ õâèë³ â³ä íåçàêð³ïëåíîãî ê³íöÿ â³í º ñóïåðïîçèö³ºþ 
äâîõ óñàì³òíåíèõ êîíòóð³â (õâèëü) ç óäâ³÷³ ìåíøèìè àìïë³òóäàìè, ùî 
ðóõàþòüñÿ âïðàâî ç îäíàêîâèìè ñòàëèìè øâèäêîñòÿìè a òà îäíàêî-
âèìè ôàçàìè. Ïîáóäóéòå â³äïîâ³äí³ ãðàô³êè. 
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Â³äïîâ³äü. Äèâ. ðèñ. 4.5. 
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Ðèñ. 4.5. Â³äáèâàííÿ õâèë³ â³ä â³ëüíîãî ê³íöÿ íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè. ×àñ 
çðîñòàº çë³âà íàïðàâî òà çâåðõó âíèç, A = 1 
Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ï³äðîçä³ëó ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîø³ ïðî âè-
ìóøåí³ êîëèâàííÿ íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè. Äëÿ àíàë³çó äîñòàòíüî îá-
ìåæèòèñÿ âèïàäêîì, êîëè âîíà ñêëàäàºòüñÿ ç íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ 
 
2 2
2
2 2
( , ),
u u
a f x t
t x
     0 ,x    0,t    (4.62) 
êðàéîâî¿ óìîâè òèïó (4.43) àáî (4.55), à òàêîæ íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ 
óìîâ 
 ( ,0) 0,u x   ( ,0) 0.tu x    (4.63) 
Çàâäàííÿ 4.3.7. Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ (4.54) òà ïðèíöèïîì 
Äþàìåëÿ, ïîêàæ³òü, ùî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ (4.62), (4.43) òà (4.63) 
äëÿ íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèì ë³âèì ê³íöåì ìàº âèãëÿä 
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( )
0 | ( )|
1
( , ) ( , ) .
2
x a tt
x a t
u x t d f x dx
a
 
 
       (4.64) 
Çàâäàííÿ 4.3.8. Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ (4.61) òà ïðèíöèïîì 
Äþàìåëÿ, ïîêàæ³òü, ùî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ (4.62), (4.55) òà (4.63) 
äëÿ íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè ç íåçàêð³ïëåíèì ë³âèì ê³íöåì ìàº âèãëÿä 
  | ( )|( )
0 0 0
1
( , ) ( , ) sign ( ) ( , ) .
2
x a tx a tt
u x t d f x dx a t x f x dx
a
                     (4.65) 
Çàâäàííÿ 4.3.9. Ïîêàæ³òü, ùî ôîðìóëè (4.64) òà (4.65) ìîæíà îòðè-
ìàòè é ìåòîäîì ïðîäîâæåííÿ, äîîçíà÷èâøè ( , )f x t  íà â³ä’ºìíó ï³â-
â³ñü ÿê â³äïîâ³äíî íåïàðíó òà ïàðíó ôóíêö³¿. 
ßê ³ ó âèïàäêó íåîáìåæåíî¿ ñòðóíè, ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, ùî 
ï³ä ä³ºþ ãàðìîí³÷íî¿ ñèëè ( , ) ( ) i tf x t f x e    âñ³ òî÷êè íàï³âîáìåæå-
íî¿ ñòðóíè ç ÷àñîì ïî÷èíàþòü êîëèâàòèñÿ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì 
( ) i tA x e   ç êîìïëåêñíîçíà÷íîþ àìïë³òóäîþ 
 
0
( ) (| |) ( ) ,A x G x x f x dx

         (4.66) 
äå ( , )G x x   — ÷àñòîòíà ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè. ßâ-
íèé âèãëÿä ôóíêö³¿ ( , )G x x   çàëåæèòü â³ä ñïîñîáó çàêð³ïëåííÿ ê³íöÿ 
ñòðóíè. 
Çàâäàííÿ 4.3.10. Ïîêàæ³òü, ùî äëÿ íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè ç æîð-
ñòêî çàêð³ïëåíèì ë³âèì ê³íöåì 
 
| | ( )
( , ) ,
2
i x x i x x
a a
i
G x x e e
a
   

     
 , 0,x x    (4.67) 
à äëÿ íàï³âîáìåæåíî¿ ñòðóíè ç íåçàêð³ïëåíèì ë³âèì ê³íöåì 
 
| | ( )
( , ) ,
2
i x x i x x
a a
i
G x x e e
a
   

     
 , 0.x x    (4.68) 
Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ ìåòîäîì ïðîäîâæåííÿ ³ ôîðìóëàìè 
(4.38), (4.39), (4.66). 
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4.4. Â²ËÜÍ² ÊÎËÈÂÀÍÍß ÎÁÌÅÆÅÍÎ¯ ÑÒÐÓÍÈ 
²Ç ÇÀÊÐ²ÏËÅÍÈÌÈ Ê²ÍÖßÌÈ 
Ïîâåðí³ìîñÿ äî ñèòóàö³¿, êîëè âïëèâ îáîõ ê³íö³â ñòðóíè íà ¿¿ êî-
ëèâàííÿ ñóòòºâèé. ßê ³ ðàí³øå (äèâ. ï³äðîçä³ë 3.2), óâàæàòèìåìî, ùî 
ð³âíîâàæíèé ïðîô³ëü íàòÿãíåíî¿ ñòðóíè çá³ãàºòüñÿ ç â³äð³çêîì [0, ]l  
ä³éñíî¿ îñ³. ßêùî ñòðóíà îäíîð³äíà, à ¿¿ ê³íö³ æîðñòêî çàêð³ïëåí³, òî 
â³äïîâ³äíà êðàéîâà çàäà÷à ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ òàêî¿ îáìåæåíî¿ ñòðó-
íè ïîëÿãàº ó â³äøóêàíí³ äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíî¿ ôóíêö³¿ 
( , ),u x t  ÿêà ðàçîì ³ç ð³âíÿííÿì 
 
2 2
2
2 2
,
u u
a
t x
    0 ,x l   0,t    (4.69) 
çàäîâîëüíÿº êðàéîâ³ òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè 
 (0, ) ( , ) 0,u t u l t   0,t    (4.70) 
 0( ,0) ( ),u x u x  0( ,0) ( ),tu x v x  0 ,x l    (4.71) 
äå ôóíêö³¿ 0( )u x  ³ 0( )v x  íàëåæàòü ïåâíîìó êëàñó òà óçãîäæóþòüñÿ ç 
óìîâàìè (4.70), òîáòî äîð³âíþþòü íóëþ íà ê³íöÿõ ïðîì³æêó [0, ].l  
Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî 0( )v x  — íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà, à 
0( )u x  — äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà íà â³äð³çêó [0, ],l  òà ïîáó-
äóºìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (4.69)–(4.71) çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïðîäîâæåí-
íÿ. Äëÿ öüîãî ïåðåéäåìî äî äîïîì³æíî¿ çàäà÷³ Êîø³ äëÿ îäíîð³äíîãî 
ð³âíÿííÿ êîëèâàíü íà âñ³é îñ³ ( , ) :   
 
2 2
2
2 2
,
U U
a
t x
    ,x     0,t    (4.72) 
 0( ,0) ( ),U x U x  0( ,0) ( ),tU x V x   (4.73) 
äå ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ 0( )U x  òà 0( )V x  º ñïåö³àëüíèìè ïðîäîâæåííÿìè 
ôóíêö³é 0( )u x  òà 0( )v x  ³ç â³äð³çêà [0, ]l  íà âñþ â³ñü. Ö³ ïðîäîâæåííÿ 
áóäóþòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá ðîçâ’ÿçîê Ä’Àëàìáåðà 
 0 0 0
( ) ( ) 1
( , ) ( )
2 2
x at
x at
U x at U x at
U x t V x dx
a


         (4.74) 
çàäà÷³ (4.72), (4.73) àâòîìàòè÷íî çàäîâîëüíÿâ áè îáèäâ³ óìîâè (4.70). 
ßê áóëî ïîêàçàíî â ïîïåðåäíüîìó ï³äðîçä³ë³, óìîâà (0, ) 0U t   âè-
êîíóºòüñÿ, ÿêùî ïðîäîâæåí³ ôóíêö³¿ 0( )U x  òà 0( )V x  íåïàðí³ â³äíîñíî 
òî÷êè 0.x   Äîâåäåìî òåïåð, ùî äðóãà óìîâà ( , ) 0U l t   çàäîâîëüíÿ-
ºòüñÿ, ÿêùî 0( )U x  òà 0( )V x  íåïàðí³ é â³äíîñíî òî÷êè .x l  Ñïðàâä³, 
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ç ôîðìóëè (4.74) âèïëèâàº, ùî ïðè x l  ³ äîâ³ëüíîãî 0t   ïîâèííî 
ñïðàâäæóâàòèñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 0 0 0
1
( ) ( ) ( ) 0.
l at
l at
U l at U l at V x dx
a


        (4.75) 
Îñòàííº çàäîâîëüíÿºòüñÿ òîòîæíî, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ( , )x    
 0 0( ) ( ),U l x U l x     0 0( ) ( ),V l x V l x      (4.76) 
ùî ³ º óìîâàìè íåïàðíîñò³ ôóíêö³é 0( )U x  òà 0( )V x  â³äíîñíî òî÷êè 
.x l  
Ïðîäîâæåí³ ôóíêö³¿ 0( )U x  òà 0( )V x  ³ç çàçíà÷åíèìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè ìîæíà ïîáóäóâàòè çà äîïîìîãîþ íàñòóïíîãî ïîêðîêîâîãî àëãî-
ðèòìó. Ñïî÷àòêó ôóíêö³¿ 0( )u x  òà 0( )v x  ³ç â³äð³çêà [0, ]l  ïðîäîâ æóºìî 
íà â³äð³çîê [ , ]l l  ÿê íåïàðí³ â³äíîñíî òî÷êè 0.x   Çäîáóò³ òàêèì ÷è-
íîì ôóíêö³¿ (1)0 ( )u x  òà 
(1)
0 ( )v x  ³ç â³äð³çêà [ , ]l l  ïðîäîâæóºìî íà â³äð³-
çîê [ ,3 ]l l  ÿê íåïàðí³ â³äíîñíî òî÷êè .x l  Îòðèìóºìî íîâ³ ôóíêö³¿ 
(2)
0 ( )u x  òà 
(2)
0 ( ),v x  ÿê³ äàë³ ç â³äð³çêà [ ,3 ]l l  ïðîäîâæóºìî íà â³äð³-
çîê [ 3 ,3 ]l l  ÿê íåïàðí³ â³äíîñíî òî÷êè 0.x   Ä³ñòàºìî äåÿê³ ôóíê-
ö³¿ (3)0 ( )u x  òà 
(3)
0 ( ),v x  ÿê³ ç â³äð³çêà [ 3 ,3 ]l l  ïðîäîâæóºìî íà â³äð³çîê 
[ 3 ,5 ]l l  ÿê íåïàðí³ â³äíîñíî òî÷êè .x l  Ïîâòîðèâøè öþ ïðîöåäó-
ðó ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü ðàç³â ,n  ìîæåìî, ó ïðèíöèï³, çíàéòè ïåâí³ 
àïðîêñèìàö³¿ ( )0 ( )
nu x  òà ( )0 ( )
nv x  äî ôóíêö³é 0( )U x  òà 0( ),V x  à äàë³ — çà 
äîïîìîãîþ ôîðìóëè (4.74) ³ öèõ àïðîêñèìàö³é — â³äíîâèòè çíà÷åí-
íÿ çì³ùåííÿ ( , )u x t  ñòðóíè â òî÷êàõ (0, )x l  ó äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó 
0t   ³ç çàäàíîþ òî÷í³ñòþ. 
Î÷åâèäíî, ùî öåé àëãîðèòì äîçâîëÿº ðîçâèíóòè â³äíîñíî ïðî-
ñòèé êîìï’þòåðíèé êîä äëÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³. Îäíàê 
â³í íå äàº ìîæëèâîñò³ ïðîñòåæèòè çà çàãàëüíèìè ÿê³ñíèìè ðèñàìè 
ðóõó ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ÿê ë³í³éíî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñ-
òåìè. 
Äëÿ ÿê³ñíîãî àíàë³çó ïîáóäîâàíîãî ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ (4.69)–
(4.71) ïîäàìî éîãî â á³ëüø çðó÷íîìó àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³. Ùîá ïðî-
ñóíóòèñÿ ó öüîìó íàïðÿì³, ïåðø çà âñå çâåðíåìî óâàãó íà òàêèé ôàêò: 
ôóíêö³ÿ ( ),x  ÿêà íåïàðíà íà âñ³é îñ³, ( ) ( ),x x     áóäå íåïàðíà 
ùå é â³äíîñíî òî÷êè ,x l  ( ) ( ),l x l x      òîä³ é ëèøå òîä³, êîëè 
âîíà ïåð³îäè÷íà ç ïåð³îäîì 2 ,l  òîáòî êîëè 
 ( 2 ) ( ).x l x     
Ñïðàâä³, ÿêùî ( )x  — íåïàðíà íà âñ³é îñ³ òà íåïàðíà â³äíîñíî òî÷êè 
,x l  òî äëÿ äîâ³ëüíî¿ òî÷êè ( , )x    ìàºìî: 
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 ( 2 ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ).x l l l x l l x x x                
Ç ³íøîãî áîêó, ÿêùî ( )x  — íåïàðíà íà âñ³é îñ³ òà ïåð³îäè÷íà ç ïåð³-
îäîì 2 ,l  òî 
 ( ) (2 ( )) ( ) ( ).l x l x l x l l x             
Òåïåð íàãàäàºìî, ùî êîæí³é íåïåðåðâí³é ïåð³îäè÷í³é ôóíêö³¿ 
( ),x  ( , ),x    ç ïåð³îäîì 2l  â³äïîâ³äàº ðÿä Ôóð’º 
 0
1
( ) cos sin ,
2 n nn
a nx nx
x a b
l l


          (4.77) äå 
 0
1
( ) ,
l
l
a x dx
l


    (4.78) 
 
1
( )cos ,
l
n
l
nx
a x dx
l l


   1,2,3,...,n    (4.79) 
 
1
( )sin ,
l
n
l
nx
b x dx
l l


   1,2,3,...,n    (4.80) 
ÿêèé çá³ãàºòüñÿ äî ( )x  ïðèíàéìí³ «â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó», 
òîáòî 
 
2
0
1
( ) cos sin 0.
2
l N
n n
N
nl
a nx nx
x a b dx
l l


           (4.81) 
Ïðè öüîìó , 0n na b   ïðè n   ùîíàéìåíøå òàê, ùî 
  2 2
1
| | | | .n n
n
a b


    
Ï³äêðåñëèìî, ùî çîáðàæåííÿ äîâ³ëüíî¿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ ( )x  íà 
ïðîì³æêó [0, ]l  ó âèãëÿä³ ðÿäó (4.77) ºäèíå. Ñïðàâä³, íåõàé ³ñíóº ùå îäèí 
ðÿä 
 0
1
( ) cos sin ,
2 n nn
a nx nx
x a b
l l


       
    (4.82) 
ÿêèé çá³ãàºòüñÿ äî ( )x  «ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó», òîáòî äëÿ ïî-
ñë³äîâíîñò³ ÷àñòêîâèõ ñóì 
 0
1
( ) cos sin
2
N
N n n
n
a nx nx
S x a b
l l
      
   
âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 
2
( ) ( ) 0.
l
N
N
l
x S x dx

      (4.83) 
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Ïîäàìî êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º na  òà nb  ðÿäó (4.77) äëÿ ôóíêö³¿ ( )x  ó 
âèãëÿä³ ( )N n  
 0
1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ,
l l l
N N
l l l
a x dx S x dx x S x dx
l l l  
             (4.84) 
 
1
( )cos
1 1
( )cos ( ) ( ) cos ,
l
n
l
l l
N N
l l
nx
a x dx
l l
nx nx
S x dx x S x dx
l l l l

 
  
      

     (4.85) 
 
1
( )sin
1 1
( )sin ( ) ( ) sin .
l
n
l
l l
N N
l l
nx
b x dx
l l
nx nx
S x dx x S x dx
l l l l

 
  
      

     (4.86) 
Îñê³ëüêè 
 cos 0,
l
l
nx
dx
l
   sin 0,l
l
nx
dx
l
   1,2,3,...,n    (4.87) 
òî ïåðøèé ³íòåãðàë ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ (4.84) äëÿ áóäü-ÿêîãî 0N   äî-
ð³âíþº 0.a  Äëÿ äðóãîãî ³íòåãðàëà, ñêîðèñòàâøèñü ñï³ââ³äíîøåííÿì 
(4.83), ìàºìî: 
 
1/2
21 2
( ) ( ) ( ) ( ) 0.
l l
N N
N
l l
x S x dx x S x dx
l l  
                 
Äàë³, çà äîïîìîãîþ (4.87) òà ð³âíîñòåé 
 
1 1
cos cos , sin sin ,
cos sin 0, , 1,2,3,...,
l l
mn mn
l l
l
l
mx nx mx nx
dx dx
l l l l l l
mx nx
dx m n
l l
 

      
   
 

  (4.88) 
äå mn  — ñèìâîë Êðîíåêåðà, çíàõîäèìî, ùî ïåðø³ ³íòåãðàëè ó ïðàâèõ 
÷àñòèíàõ ôîðìóë (4.85) òà (4.86) äëÿ áóäü-ÿêîãî 1N n   äîð³âíþþòü 
â³äïîâ³äíî na  òà .nb  Äëÿ ðåøòè ³íòåãðàë³â çà äîïîìîãîþ íåð³âíîñò³ 
Êîø³ — Áóíÿêîâñüêîãî ä³ñòàºìî: 
1/2
2
21 1( ) ( ) cos cos ( ) ( ) 0,
l l l
N N
N
l l l
nx nx
x S x dx dx x S x dx
l l l l   
                    
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1/2
2
21 1( ) ( ) sin sin ( ) ( ) 0.
l l l
N N
N
l l l
nx nx
x S x dx dx x S x dx
l l l l   
                    
Îòæå, çà óìîâè (4.83) êîåô³ö³ºíòè na  òà nb  ðÿäó (4.82) çá³ãàþòüñÿ ç 
â³äïîâ³äíèìè êîåô³ö³ºíòàìè na  òà nb  ðÿäó (4.77). 
Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî êëàñè÷íèé àëãîðèòì â³äíîâëåííÿ ïåð³îäè÷íî¿ 
ôóíêö³¿ ( )x  ³ç ïåð³îäîì 2l  çà ¿¿ â³äîìèìè êîåô³ö³ºíòàìè Ôóð’º  ,n na b  
ÿê ãðàíèö³ ïðè N   ïîñë³äîâíîñò³ ÷àñòêîâèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ñóì 
 0
1
( ) cos sin
2
N
N n n
n
a nx nx
S x a b
l l
        
íå çàâæäè º åôåêòèâíèì ÷è, á³ëüøå òîãî, çàñòîñîâíèì — íàâ³òü òîä³, 
êîëè çàçäàëåã³äü â³äîìî, ùî ôóíêö³ÿ ( ),x  ÿêó òðåáà â³äíîâèòè, íå-
ïåðåðâíà íà â³äð³çêó [ , ].l l  Öå ïîâ’ÿçàíî ç òèì, ùî, âçàãàë³ êàæó÷è, 
ðÿä Ôóð’º (4.77) äëÿ äîâ³ëüíî¿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ ( )x  ìîæå áóòè 
ðîçá³æíèì ÿê â îêðåìèõ òî÷êàõ, òàê ³ íà ù³ëüíèõ ìíîæèíàõ òî÷îê â³ä-
ð³çêà [ , ].l l  Îäíàê ìîæíà çàïðîïîíóâàòè á³ëüø åôåêòèâí³ àëãîðèòìè 
â³äíîâëåííÿ ôóíêö³¿ çà ¿¿ êîåô³ö³ºíòàìè Ôóð’º. Íàïðèêëàä, óñåðåä-
íåíà ïîñë³äîâí³ñòü 
 
 0 1 1
1
0
1
1
( ) ( ) ... ( )
1 cos sin
2
N N
N
n n
n
x S S x S x
N
a n nx nx
a b
N l l



     
             (4.89) 
÷àñòêîâèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ñóì ( )NS x  çá³ãàºòüñÿ äî ( )x  ó êîæí³é 
òî÷ö³, äå ( )x  íåïåðåðâíà. Äëÿ íåïåðåðâíî¿ æ ôóíêö³¿ ( )x  ïîñë³äîâ-
í³ñòü (4.89) çá³ãàºòüñÿ äî ( )x  ð³âíîì³ðíî íà â³äð³çêó [ , ].l l  Ó ïðà-
âèëüíîñò³ îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ïîì³òèâøè, 
ùî, çã³äíî ç ôîðìóëàìè (4.78)–(4.80) òà (4.89), 
 
2
2
( )
sin1 2( ) ( )
( )2 sin
2
l
N
l
N x x
lx x dx
x xlN
l

 
       (4.90) 
³ ùî ïîñë³äîâí³ñòü íåâ³ä’ºìíèõ ôóíêö³é 
 
2
2
sin1 2( )
2 sin
2
N
Nx
lf x
xlN
l

    (4.91) 
ïðÿìóº ïðè N   äî äåëüòà-ôóíêö³¿ Ä³ðàêà ( ).x  
134
Êîëè æ ( )x  — íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà ïåð³îäè÷íà ôóíêö³ÿ 
ç ïåð³îäîì 2 ,l  òî ðÿä (4.77) çá³ãàºòüñÿ äî íå¿ àáñîëþòíî é ð³âíîì³ðíî 
íà âñ³é îñ³. ², íàðåøò³, ÿêùî òàêà ôóíêö³ÿ ( )x  ìàº 1k   íåïåðåðâíèõ 
ïîõ³äíèõ, òî ¿¿ êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º âåäóòü ñåáå ³ç çðîñòàííÿì íîìåðà 
n  ÿê 
1
,n ka o n
      
1
,n kb o n
      ïðè öüîìó ðÿäè 
1
1
| |,k n
n
n a
 

  1
1
| |,k n
n
n b
 

  
2 2
1
| |k n
n
n a


  òà 2 2
1
| |k n
n
n b


  çá³ãàþòüñÿ. 
Çàâäàííÿ 4.4.1. Äîâåä³òü ð³âíîñò³ (4.87) ³ (4.88). Òàêîæ ïîêàæ³òü, ùî 
äëÿ ñèñòåìè ôóíêö³é sin ,
nx
l
     1,2,3,...,n   ñïðàâäæóþòüñÿ ð³âíîñò³ 
 
0
2
sin sin .
l
mn
mx nx
dx
l l l
      (4.92) 
Çàâäàííÿ 4.4.2. Äîâåä³òü, ùî íåïàðí³é íåïåðåðâí³é ïåð³îäè÷í³é 
ôóíêö³¿ ( )x  ³ç ïåð³îäîì 2l  â³äïîâ³äàº ðÿä Ôóð’º 
 
1
( ) sin ,n
n
nx
x b
l


    (4.93) 
ó ÿêîìó, ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (4.78)–(4.80) òà íåïàðí³ñòü ( ),x  êîåô³-
ö³ºíòè 0,na   0,1,2,...,n   ³ 
 
0
2
( )sin ,
l
n
nx
b x dx
l l
   1,2,3,....n    (4.94) 
Çàâäàííÿ 4.4.3. Äîâåä³òü ôîðìóëó (4.90). 
Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëàìè (4.78)–(4.80), ôîðìóëó 
(4.89) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 
1
1
1
1
1
( ) ( )
2
1
1 ( ) cos cos sin sin
1 1 ( )
( ) 1 cos .
2
l
N
l
lN
n l
l N
nl
x dx x
l
n nx nx nx nx
dx x
N l l l l l
n n x x
dx x
l N l


 


    
                  
           

 

 
Îá÷èñëåííÿ ôóíêö³îíàëüíèõ ñóì ó öüîìó âèðàç³ çà äîïîìîãîþ ñï³â-
â³äíîøåíü 
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1 1
1 1
1 1
cos Re ,
2 2
N N
i n
n n
n e
  
 
      
 
1 1 1
1 1 1
cos sin Im ,
N N N
i n
n n n
n n n e
   
  
         ( ),x xl     
çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ ñóìè ïåðøèõ 1N   ÷ëåí³â ãåîìåòðè÷íî¿ 
ïðîãðåñ³¿ ç ïåðøèì ÷ëåíîì ie   òà çíàìåííèêîì ie  : 
 
 
  
( 1)( 1) ( 1)1
2
1
1 11 1
.
1 4sin ( 2)1 1
i i N ii i N i i N i NN
i n
i i i
n
e e ee e e e e
e
e e e
           
   
               
Çàâäàííÿ 4.4.4. Äîâåä³òü, ùî ïîñë³äîâí³ñòü ôóíêö³é (4.91) ïðÿìóº 
ïðè N   äî äåëüòà-ôóíêö³¿ Ä³ðàêà ( ).x  
Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàâøèñü ñï³ââ³äíîøåííÿì 
2
2
sin
lim ( ),
N
Nx
x
Nx
   ïå-ðåâ³ðòå, ùî äëÿ äîâ³ëüíî¿ îñíîâíî¿ ôóíêö³¿ ( )x  
 lim ( ) ( ) (0).
l
NN
l
f x x dx 
    
Ïåðåéäåìî òåïåð äî àíàë³çó çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
(4.69)–(4.71) ïðî â³ëüí³ ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çà-
êð³ïëåíèìè ê³íöÿìè. ßê áóëî ïîêàçàíî, â³í äàºòüñÿ ðîçâ’ÿçêîì (4.74) 
äîïîì³æíî¿ çàäà÷³ (4.72), (4.73), çàïèñàíèì äëÿ òî÷îê (0, )x l  òà äî-
â³ëüíîãî ìîìåíòó ÷àñó 0.t   Ôóíêö³¿ 0( )U x  òà 0( )V x  ó ôîðìóë³ (4.74) — 
öå íåïàðí³ ³ ïåð³îäè÷í³, ç ïåð³îäîì 2 ,l  ïðîäîâæåííÿ ïî÷àòêîâèõ ôóíê-
ö³é 0( )u x  òà 0( )v x  (4.71) ç â³äð³çêà [0, ]l  íà âñþ â³ñü. Ï³äêðåñëèìî, ùî 
âíàñë³äîê óìîâ 0 0(0) ( ) 0u u l   ³ 0 0(0) ( ) 0v v l   ïðîäîâæåííÿ 0( )U x  òà 
0( )V x  º íåïåðåðâíèìè ôóíêö³ÿìè íà îñ³. Ñêîðèñòàâøèñü öèì ôàêòîì 
òà ïîäàâøè 0( )U x  ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º (äèâ. çàâäàííÿ 4.4.2) 
 0
1
( ) sin ,n
n
nx
U x A
l


   (4.95) 
 0 0
0 0
2 2
( )sin ( )sin ,
l l
n
nx nx
A U x dx u x dx
l l l l
      (4.96) 
çíàõîäèìî: 
 
0 0
1
1
( ) ( ) 1 ( ) ( )
sin sin
2 2
cos sin .
n
n
n
n
U x at U x at n x at n x at
A
l l
nat nx
A
l l




           
 


  (4.97) 
136
Àíàëîã³÷íèì ÷èíîì, ïîäàâøè 0( )V x  ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º 
 


0
1
( ) sin ,n
n
nx
V x B
l
  (4.98) 
 
   0 0
0 0
2 2
( )sin ( )sin ,
l l
n
nx nx
B V x dx v x dx
l l l l
  (4.99) 
ïî÷ëåííèì ³íòåãðóâàííÿì ðÿäó (4.98) ä³ñòàíåìî: 
 0
1
1
( ) sin sin .
2
x at
n
nx at
l nat nx
V x dx B
a na l l
 

       (4.100) 
Ï³äñòàâèâøè âèðàçè (4.97) òà (4.100) ó ôîðìóëó (4.74), ïðèõîäèìî 
äî âèñíîâêó, ùî äëÿ ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é 0( )u x  òà 0( ),v x  ùî º â³äïîâ³ä-
íî äâ³÷³ òà îäèí ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè, ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çà-
äà÷³ (4.69)–(4.71) ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè 
ê³íöÿìè ìàº âèãëÿä 
 



1
( , ) ( )sin ,n
n
nx
u x t q t
l
  (4.101) 
äå 
 
   
sin
( ) cos ,nn n n n
n
t
q t A t B  
  ,n nal   (4.102) 
à êîåô³ö³ºíòè nA  òà nB  äàþòüñÿ ôîðìóëàìè (4.96) òà (4.99). Íåâàæêî 
áà÷èòè, ùî öåé ðîçâ’ÿçîê íåïåðåðâíèé. Ñïðàâä³, ç îãëÿäó íà ôîðìóëè 
(4.102), (4.96), (4.99) òà âëàñòèâîñò³ ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é, äëÿ âñ³õ ÷ëå-
í³â ( , )nu x t  ôóíêö³îíàëüíîãî ðÿäó (4.101) ìàºìî îö³íêó 
   | ( , ) | | | | |,n n n
l
u x t A B
an
  0 ,x l   0,t  
äå, çã³äíî ³ç çàãàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè ðÿä³â Ôóð’º (äèâ. òåêñò ïåðåä 
çàâäàííÿì 4.4.1), êîåô³ö³ºíòè 
    2
1
,nA o n
 
    
1
.nB o n
 Îñê³ëüêè ìà-
æîðàíòíèé ÷èñëîâèé ðÿä (ç äîäàòíèìè ÷ëåíàìè) 
 
1
| | | |n n
n
l
A B
an


     
çá³ãàºòüñÿ, òî çà îçíàêîþ Âåéºðøòðàññà ðÿä (4.101) ïðè 0t   çá³ãàºòü-
ñÿ àáñîëþòíî é ð³âíîì³ðíî äî äåÿêî¿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ íà ïðîì³æ-
êó [0, ].l  Î÷åâèäíî, ùî öÿ ôóíêö³ÿ çàäîâîëüíÿº êðàéîâ³ óìîâè (4.70). 
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Ñòðîãî êàæó÷è, ï³ñëÿ òîãî, ÿê ìè ñêîðèñòàëèñÿ ðÿäàìè Ôóð’º, 
ùîá ïîäàòè ðîçâ’ÿçîê (4.74) êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.69)–(4.71) ó âèãëÿä³ 
ðÿäó (4.101), âèìîãè äî ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é òðåáà óòî÷íèòè, îñê³ëü-
êè ðîçâ’ÿçîê (4.101) òåæ ìàº çàäîâîëüíÿòè ð³âíÿííÿ (4.69), òîáòî áóòè 
äâ³÷³ äèôåðåíö³éîâíèì çà çì³ííèìè x  ³ ,t  òà íåïåðåðâíî ïåðåõîäè-
òè, ç³ ñâî¿ìè â³äïîâ³äíèìè ïîõ³äíèìè, ó ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ ïðè  0.t  
Ùîá ç’ÿñóâàòè ö³ ïèòàííÿ, ñïåðøó çàçíà÷èìî, ùî äîñòàòíüîþ óìîâîþ 
ìîæëèâîñò³ ïî÷ëåííîãî äèôåðåíö³þâàííÿ ðÿäó (4.101) ïåâíó ê³ëüê³ñòü 
ðàç³â º ð³âíîì³ðíà çá³æí³ñòü ôóíêö³îíàëüíîãî ðÿäó, ÿêèé ôîðìàëü-
íî îäåðæóºìî ï³ñëÿ òàêîãî äèôåðåíö³þâàííÿ, à äîñòàòíüîþ óìîâîþ 
ð³âíîì³ðíî¿ çá³æíîñò³ ôóíêö³îíàëüíîãî ðÿäó — óæå çãàäóâàíà îçíàêà 
Âåéºðøòðàññà. Äëÿ ôóíêö³îíàëüíèõ ðÿä³â, ùî â³äïîâ³äàþòü ïåðøèì 
( 1)k   ³ äðóãèì ( 2)k   ïîõ³äíèì ðÿäó (4.101) çà çì³ííèìè x  ³ ,t  ìàæî-
ðàíòíèìè ÷èñëîâèìè ðÿäàìè âèñòóïàþòü ë³í³éí³ êîìá³íàö³¿ ðÿä³â âèäó 
 



1
| |,k n
n
n A  
 

 1
1
| |,k n
n
n B  1,2,k  
äå êîåô³ö³ºíòè nA  ³ nB  âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (4.96) òà (4.99). Ö³ ðÿäè 
ãàðàíòîâàíî çá³ãàþòüñÿ, ÿêùî ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ 0( )u x  ³ 0( )v x  º â³äïî-
â³äíî òðè÷³ ³ äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 
  0 0(0) ( ) 0,u u l    0 0(0) ( ) 0,u u l   0 0(0) ( ) 0.v v l   (4.103) 
Çà öèõ óìîâ ðÿä (4.101) ³ ðÿäè, ÷ëåíè ÿêèõ º ïåðøèìè òà äðóãèìè ÷àñ-
òèííèìè ïîõ³äíèìè ÷ëåí³â ðÿäó (4.101), çá³ãàþòüñÿ àáñîëþòíî é ð³â-
íîì³ðíî íà â³äð³çêó [0, ]l  ³ ïðè  0,t  à òîìó ñóìà ðÿäó (4.101) º äâ³÷³ íå-
ïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ. Îñê³ëüêè êîæíèé ÷ëåí ðÿäó 
(4.101) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (4.69) ³ êðàéîâ³ óìîâè (4.70), òî ñóìà 
ðÿäó (4.101) òåæ ¿õ çàäîâîëüíÿº. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî óìîâè (4.103) 
º ïðèðîäíèìè, áî âèðàæàþòü ð³âí³ñòü íóëåâ³ çì³ùåíü, øâèäêîñòåé ³ 
ïðèñêîðåíü íà çàêð³ïëåíèõ ê³íöÿõ ñòðóíè. 
Íàãàäàºìî, ùî äëÿ ïîáóäîâè äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíîãî 
ðîçâ’ÿçêó (4.74) ö³º¿ æ çàäà÷³ ìåòîäîì ïðîäîâæåííÿ äîñòàòíüî áóëî 
îáìåæèòèñÿ ïðèïóùåííÿì, ùî ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ 0( )u x  ³ 0( )v x  º â³ä-
ïîâ³äíî äâ³÷³ òà îäèí ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè òà äîïóñêàþòü 
íåïåðåðâí³ íåïàðí³ ïåð³îäè÷í³ ïðîäîâæåííÿ ç ³íòåðâàëó (0, )l  íà âñþ 
÷èñëîâó â³ñü. Î÷åâèäíî, ùî ïðè òàêîìó ï³äõîä³ óìîâè (4.103) òåæ âè-
êîíóþòüñÿ1. 
1 Íåïåðåðâí³ñòü ïåðøèõ ïîõ³äíèõ öèõ ïðîäîâæåíü ó òî÷êàõ 0,x l  âèêîíóºòüñÿ 
àâòîìàòè÷íî, îñê³ëüêè âîíè — ïàðí³ ôóíêö³¿.
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Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïîçèòèâíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ìåòîäàìè àíàë³çó 
ïèòàíü çá³æíîñò³ ðÿä³â âèäó (4.101), ìîæëèâîñò³ ¿õ ïî÷ëåííîãî äè-
ôåðåíö³þâàííÿ òîùî äîâîäèòüñÿ, ÿê ïðàâèëî, âèñóâàòè äîäàòêî-
â³ âèìîãè (ÿê³ â çàãàëüíîìó âèïàäêó çàëåæàòü â³ä îáðàíîãî ñïîñîáó 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³) äî ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é, ÿê öå áóëî 
ïðîäåìîíñòðîâàíî âèùå íà ïðèêëàä³ çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ îä-
íîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè. Îäíàê ïðè ðîçãëÿä³ ô³çè÷-
íèõ òà ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ö³ ïèòàííÿ º ðàäøå òåõí³÷íèìè ³ çàçâè÷àé 
îïóñêàþòüñÿ — îáìåæóþòüñÿ ïîáóäîâîþ ëèøå ñàìèõ ðîçâ’ÿçê³â êðà-
éîâèõ çàäà÷ ó âèãëÿä³ ðÿä³â Ôóð’º, íå îáîâ’ÿçêîâî äâ³÷³ íåïåðåðâíî 
äèôåðåíö³éîâíèõ äëÿ çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é. Òàê³ ðîçâ’ÿçêè 
íàçèâàþòüñÿ óçàãàëüíåíèìè. Çîêðåìà, äëÿ ôóíêö³é 0( )u x  ³ 0( ),v x  ùî 
º â³äïîâ³äíî äâ³÷³ òà îäèí ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè ³ çà-
äîâîëüíÿþòü êðàéîâ³ óìîâè (4.70), ðÿä (4.101) äàº óçàãàëüíåíèé 
ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.69)–(4.71) ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ îäíî-
ð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, òàêèé, ùî: äëÿ äîâ³ëüíîãî 
n  éîãî ÷àñòêîâà ñóìà ( , )nS x t  ñòðîãî çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ êîëèâàíü 
(4.69) ³ êðàéîâ³ óìîâè (4.70), à ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó n  íàáëèæà-
ºòüñÿ äî ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é (4.71) ³ç ïîõèáêîþ, ÿê çàâãîäíî ìàëîþ ð³â-
íîì³ðíî íà âñüîìó ³íòåðâàë³ (0, )l  ³ ïðè  0;t  ïîâíà ñóìà ðÿäó (4.101) 
â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ( , )nS x t  ð³âíîì³ðíî ìàëî íà â³äð³çêó [0, ]l  ³ ïðè  0.t  
Ïîäàëüøîìó àíàë³çó âëàñòèâîñòåé ðîçêëàä³â òèïó (4.101) ïðèñâÿ-
÷åíî ï³äðîçä³ë 4.11. 
4.5. ÐÎÇÐÈÂÍ² ÐÎÇÂ’ßÇÊÈ ÕÂÈËÜÎÂÎÃÎ Ð²ÂÍßÍÍß. 
ßÂÈÙÅ Ã²ÁÁÑÀ 
Ïðèïóñòèìî, ùî ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ 0( )u x  ³ 0( )v x  çàäà÷³ Êîø³ äëÿ 
îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ êîëèâàíü íà âñ³é îñ³ º äâ³÷³ òà îäèí ðàç íåïå-
ðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè ñêð³çü, çà âèíÿòêîì ìíîæèíè ³çîëüîâàíèõ 
òî÷îê  ,mx  äå îäíà àáî îáèäâ³ ôóíêö³¿ ìàþòü ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó. 
Ïîøèðèâøè ôîðìóëó Ä’Àëàìáåðà (4.13) íà öåé âèïàäîê, ä³ñòàíåìî 
ôóíêö³þ ( , ),u x t  ÿêà çàäîâîëüíÿº îäíîð³äíå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ íà 
âñ³é ï³âïëîùèí³    ,x   0,t  êð³ì ìíîæèíè ïðÿìèõ 
   ,mx at x  
³ ïðè öüîìó âñþäè, êð³ì òî÷îê  ,mx  
   00lim ( , ) ( ),t u x t u x    00lim ( , ) ( ).t v x t v x  
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ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, òàê³ óçàãàëüíåí³ ðîçâ’ÿçêè õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ 
íå ìàþòü çì³ñòó äëÿ çàäà÷ ïðî ïðóæí³ êîëèâàííÿ ñòðóí ÷è ñòåðæí³â. 
Îäíàê ³ñíóþòü ³íø³, íå ìåíø âàæëèâ³, ô³çè÷í³ òà òåõí³÷í³ çàäà÷³ äëÿ 
õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ, äëÿ ÿêèõ ðîçâ’ÿçêè ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè º 
ö³ëêîì ïðèðîäíèìè. 
Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, çàäà÷ó ïðî ëîêàëüí³ êîëèâàííÿ åëåêòðè÷-
íîãî ñòðóìó ( , )I x t  ³ ïîòåíö³àëó ( , )V x t  â òîíêîìó ïðîâ³äíîìó äðîò³; 
äëÿ ïðîñòîòè ââàæàòèìåìî, ùî îïîðîì äðîòó òà âòðàòàìè çàðÿäó êð³çü 
éîãî ïîâåðõíþ ìîæíà çíåõòóâàòè. Çà öèõ óìîâ çì³íà çàðÿäó íà ä³ëÿíö³ 
äðîòó ( , )x x dx  çà ³íòåðâàë ÷àñó ( , )t t dt  äîð³âíþº 
   ( , )( , ) ( , ) I x tI x t I x dx t dt dxdt
x
      
³ ìàº çá³ãàòèñÿ ç³ çì³íîþ çàðÿäó 
   ( , )( , ) ( , ) ,V x tCdx V x t dt V x t C dxdt
t
     
çóìîâëåíîþ êîëèâàííÿì ïîòåíö³àëó íà ö³é ä³ëÿíö³ çà òîé ñàìèé ³í-
òåðâàë ÷àñó. Â îñòàíí³é ôîðìóë³ ìíîæíèê C  (óìîâíî) âèçíà÷àºòüñÿ 
ÿê åëåêòðè÷íà ºìí³ñòü îäèíèö³ äîâæèíè îäíîð³äíîãî äðîòó. Ïðèð³â-
íþþ÷è âèïèñàí³ âèðàçè, îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ 
 
( , ) ( , )
0.
V x t I x t
C
t x
      (4.104) 
Ç ³íøîãî áîêó, ³ç çàêîíó Îìà äëÿ ä³ëÿíêè äðîòó ( , )x x dx  âèïëèâàº, 
ùî ïàä³ííÿ íàïðóãè íà í³é ìàº äîð³âíþâàòè åëåêòðîðóø³éí³é ñèë³ ñà-
ìî³íäóêö³¿. Ìàºìî: 
   ( , ) ( , )( , ) ( , ) ,V x t I x tV x dx t V x t dx Ldx
x t
        
äå ñòàëà L  (óìîâíî) âèçíà÷àºòüñÿ ÿê êîåô³ö³ºíò ñàìî³íäóêö³¿ îäèíè-
ö³ äîâæèíè îäíîð³äíîãî äðîòó. Îòæå, ä³ñòàºìî ùå îäíå ð³âíÿííÿ 
 
( , ) ( , )
0.
V x t I x t
L
x t
      (4.105) 
Òðåáà çàóâàæèòè, ùî ç ô³çè÷íîãî ïîãëÿäó ì³ðêóâàííÿ, ÿê³ áóëè âè-
êîðèñòàí³, ùîá îäåðæàòè ð³âíÿííÿ (4.104) ³ (4.105), º íåñòðîãèìè, à 
ñàì³ ö³ ð³âíÿííÿ — íàáëèæåíèìè. Îäíàê ïðè ïåâíèõ îáìåæåííÿõ1 íà 
1 Çîêðåìà, ðàä³óñè êðèâèíè ïðîâ³äíèê³â ìàþòü áóòè çíà÷íî á³ëüøèìè çà õàðàêòåð-
íèé ë³í³éíèé ðîçì³ð (ä³àìåòð) ñèñòåìè l, à õàðàêòåðíèé ÷àñ çì³íè çîâí³øíüîãî ïîëÿ (íà-
ïðèêëàä, ïåð³îä) T — äîñòàòíüî âåëèêèì, ùîá çíà÷åííÿ ñòðóìó òà íàïðóãè, âèêëèêàíèõ 
íèì ó ïðîâ³äíèêàõ, óñòèãàëè çà ÷àñ l a l LC  ï³äñòðî¿òèñÿ ï³ä íüîãî: .T l LC
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êîíô³ãóðàö³¿ ïðîâ³äíèê³â òà ÷àñòîòè åëåêòðîìàãí³òíèõ êîëèâàíü ð³â-
íÿííÿ (4.104) ³ (4.105) ö³ëêîì ïðèäàòí³ äëÿ ³íæåíåðíèõ çàñòîñóâàíü. 
Ç ð³âíÿíü (4.104) ³ (4.105) ëåãêî âèâåñòè çàìêíåí³ ð³âíÿííÿ äëÿ 
âåëè÷èí ( , )I x t  òà ( , ).V x t  Çäèôåðåíö³þâàâøè, íàïðèêëàä, (4.104) çà 
çì³ííîþ x  òà âèðàçèâøè ç (4.105) ïîõ³äíó ( , )V x t x   ÷åðåç ïîõ³äíó 
( , ) ,I x t t   çíàõîäèìî, ùî çì³ííèé ñòðóì ó äðîò³ çàäîâîëüíÿº õâèëüî-
âå ð³âíÿííÿ 
 
2 2
2
2 2
( , ) ( , )
,
I x t I x t
a
t x
    
2 1 .a
LC
   (4.106) 
Àíàëîã³÷íå ð³âíÿííÿ ñïðàâäæóºòüñÿ é äëÿ ïîòåíö³àëó ( , ).V x t  
ßêùî äð³ò ìàº ñê³í÷åííó äîâæèíó ,l  à éîãî ê³íö³ 0x   òà x l  º 
³çîëüîâàíèìè, òî ð³âíÿííÿ (4.106) òðåáà äîïîâíèòè êðàéîâèìè óìî-
âàìè 
 (0, ) 0,I t   ( , ) 0.I l t    (4.107) 
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïèòàííÿ ïðî ïåðåäà÷ó åëåêòðè÷íèõ ñèãíàë³â 
ïî ïðîâ³äí³é ë³í³¿. Íà ïðàêòèö³ òàê³ ñèãíàëè ìîæóòü ãåíåðóâàòèñÿ 
êóñêîâî-ãëàäêèìè ³ìïóëüñàìè ñòðóìó (íàïðèêëàä, -  àáî ïèëêî-
ïîä³áíèìè), òîìó, íà â³äì³íó â³ä çàäà÷ ïðî êîëèâàííÿ ñòðóíè, ó öèõ 
çàäà÷àõ äîïóñòèìèìè º é êóñêîâî-ãëàäê³ ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿, à, îòæå, 
³ ðîçðèâí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (4.106), ùî ïîðîäæóþòüñÿ òàêèìè 
ôóíêö³ÿìè òà äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ë³í³¿ äàþòüñÿ ôîðìóëîþ Ä’Àëàìáåðà 
(4.13). ßêùî æ ïðîâ³äíà ë³í³ÿ ìàº ñê³í÷åííó äîâæèíó, òî, ÿê ³ ïðè àíà-
ë³ç³ êîëèâàíü ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, ðîçâ’ÿçêè â³äïîâ³äíèõ 
êðàéîâèõ çàäà÷ òèïó (4.106), (4.107) äëÿ â³äð³çêà [0, ]l  ìîæíà øóêàòè, 
ïðîäîâæóþ÷è ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ ç â³äð³çêà [0, ]l  íà âñþ â³ñü ÿê íåïàð-
í³ é ïåð³îäè÷í³ ç ïåð³îäîì 2l  òà ïåðåõîäÿ÷è äî çàäà÷³ Êîø³ íà âñ³é 
îñ³. Ï³äêðåñëèìî, ùî íàâ³òü ÿêùî âñåðåäèí³ ïðîì³æêó [0, ]l  ïî÷àòêîâ³ 
ôóíêö³¿ íå ìàþòü ðîçðèâ³â, àëå íå äîð³âíþþòü íóëþ íà éîãî ê³íöÿõ, 
òî çàçíà÷åí³ ¿õ ïðîäîâæåííÿ íà âñþ â³ñü ìàòèìóòü ðîçðèâè â òî÷êàõ 
2ml  òà (àáî) (2 1) ,m l  0, 1, 2,...,m     à òîìó áóäóòü ðîçðèâíèìè ³ 
ðîçâ’ÿçêè, ïîðîäæóâàí³ öèìè ïðîäîâæåííÿìè. 
Ïðè ïîáóäîâ³ ðîçðèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ íà 
îñíîâ³ ôîðìóë Ä’Àëàìáåðà òà ìåòîäó ïðîäîâæåííÿ (êîëè öå ìîæ-
ëèâî) í³ÿêèõ ïðèíöèïîâèõ òðóäíîù³â íå âèíèêàº. Îäíàê âîíè 
ç’ÿâëÿþòüñÿ ïðè íàìàãàíí³ ïîäàòè ö³ ðîçðèâí³ ðîçâ’ÿçêè ó âèãëÿä³ 
ðÿä³â Ôóð’º, ÿê öå ðîáèëîñÿ â çàäà÷àõ ïðî êîëèâàííÿ îáìåæåíî¿ 
ñòðóíè. Ñïðàâà â òîìó, ùî äëÿ ðîçðèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â â³äïîâ³äí³ ðÿäè 
Ôóð’º íå çá³ãàþòüñÿ ð³âíîì³ðíî, ùî âåäå äî íåáàæàíèõ åôåêò³â ïðè 
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ïåðåäà÷³ åëåêòðè÷íèõ ñèãíàë³â ïî ïðîâ³äíèõ ë³í³ÿõ. Òóò òðåáà âçÿòè 
äî óâàãè òîé ôàêò, ùî ðåàëüí³ ïðîâ³äí³ ë³í³¿ ìàþòü îáìåæåíó ÷àñ-
òîòíó ñìóãó ïðîïóñêàííÿ. Óíàñë³äîê öüîãî çàì³ñòü åëåêòðè÷íîãî 
ñèãíàëó, ùî çîáðàæàºòüñÿ ó âèãëÿä³ íåñê³í÷åííîãî ðÿäó Ôóð’º, ïî 
ë³í³¿ ïðîõîäèòü ñïîòâîðåíèé ñèãíàë, ÿêîìó â³äïîâ³äàº ëèøå ÷àñò-
êîâà ñóìà öüîãî ðÿäó. Ïðè öüîìó, ÿê ìè çàðàç ïîêàæåìî, â³äõèëåííÿ 
ðîçðèâíîãî åëåêòðè÷íîãî ñèãíàëó, ÿêèé çáóäæóºòüñÿ â ë³í³¿, â³ä òîãî, 
ùî ïðîéäå ïî í³é, óçàãàë³ êàæó÷è, íå çìåíøóºòüñÿ ïðè ðîçøèðåí-
í³ ñìóãè ïðîïóñêàííÿ ë³í³¿, òîáòî ïðè çá³ëüøåíí³ íîìåðà ÷àñòêîâî¿ 
ñóìè â³äïîâ³äíîãî ðÿäó Ôóð’º. 
Íåõàé 0( )u x  òà 0( )v x  — äâ³÷³ òà îäèí ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâ-
í³ ôóíêö³¿ íà â³äð³çêó [0, ],l  à 0( )U x  òà 0( )V x  — ¿õ íåïàðí³ ïåð³îäè÷í³ 
ïðîäîâæåííÿ íà âñþ â³ñü. ßêùî ôóíêö³¿ 0( )u x  òà 0( )v x  íå äîð³âíþþòü 
íóëþ íà êðàÿõ [0, ],l  òî âêàçàí³ ¿õ ïðîäîâæåííÿ º êóñêîâî-ãëàäêèìè 
ïåð³îäè÷íèìè ôóíêö³ÿìè ç ðîçðèâàìè ïåðøîãî ðîäó (ñòðèáêàìè) â 
òî÷êàõ 2ml  òà (÷è) (2 1) ,m l  0, 1, 2,....m     
Íàãàäàºìî, ùî äëÿ êóñêîâî-ãëàäêî¿ ïåð³îäè÷íî¿ ôóíêö³¿ ( )x  ïî-
ñë³äîâí³ñòü ÷àñòêîâèõ ñóì ( )NS x  ¿¿ ðÿäó Ôóð’º çá³ãàºòüñÿ äî ( )x  ó 
êîæí³é òî÷ö³, äå ( )x  º íåïåðåðâíîþ. ßêùî æ 0x  — òî÷êà ðîçðèâó 
ôóíêö³¿ ( ),x  òî 
  0 0 01lim ( ) ( 0) ( 0) ,2NN S x x x         (4.108) 
ïðè öüîìó çá³æí³ñòü ðÿäó Ôóð’º äî ( )x  óæå íå º ð³âíîì³ðíîþ íà â³ä-
ð³çêó [ , ].l l  ×àñòêîâ³ ñóìè ( )NS x  îñöèëþþòü íàâêîëî òî÷êè ðîçðèâó 
0x  ç àìïë³òóäàìè, ùî ïåðåâèùóþòü çíà÷åííÿ 0 0( 0) ( 0) 2x x      
íà ñê³í÷åííó âåëè÷èíó (äî 18 % â³ä óêàçàíîãî çíà÷åííÿ). Ç³ çðîñòàí-
íÿì íîìåðà N  ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ àìïë³òóäè îñöèëÿö³é 
ñóì ( )NS x  íå çìåíøóºòüñÿ; çâóæóºòüñÿ ëèøå îê³ë òî÷êè 0,x  ó ÿêîìó 
âîíè â³äáóâàþòüñÿ. Öåé ôåíîìåí íàçèâàºòüñÿ ÿâèùåì Ã³ááñà. 
Ïðîàíàë³çóºìî ÿâèùå Ã³ááñà äîêëàäí³øå íà ïðèêëàä³ íåïàðíîãî 
ïåð³îäè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ 0( )U x  ôóíêö³¿ 
 0( ) 1 ,
x
u x d
l
      0 ,x l   0.d    (4.109) 
Öå ïðîäîâæåííÿ ìàº ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó â òî÷êàõ 2 ,ml  
0, 1, 2,...,m     ïðè öüîìó âåëè÷èíà ñòðèáêà ôóíêö³¿ 0( )U x  ó öèõ 
 òî÷êàõ 
 0 0(2 0) (2 0) 2 .U ml U ml d      (4.110) 
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Ïðîäîâæåííþ 0( )U x  â³äïîâ³äàº ðÿä Ôóð’º 
 0
1
2 1
( ) sin ,
n
d nx
U x
n l


     (4.111) 
ÿêèé, çîêðåìà, çá³ãàºòüñÿ äî 0( )u x  ó êîæí³é òî÷ö³ ³íòåðâàëó (0, ]l  ³ äî 
íóëÿ â òî÷ö³ 0.x   Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ 
 
1 1
1
cos cos sin
2sin
2
N N
n n
nx nx x
xl l l
l
 
      
 
1
( 1 2)
sin1 ( 1 2) ( 1 2) 1
sin sin ,
22sin 2sin
2 2
N
n
N x
n x n x l
x xl l
l l

 
            
÷àñòêîâ³ ñóìè ðÿäó (4.111) â îêîë³ òî÷êè 0x   ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 
1 1 0
10 0
2 1 2
( ) sin cos
( 1 2)
sin2 2
cos .
2sin
2
xN N
N
n n
x xN
n
d nx d nx
S x dx
n l l l
N x
d nx d dldx dx x
xl l l l
l
 

    
 
       
 
 
  (4.112) 
Ïåðåéøîâøè ï³ä çíàêîì ³íòåãðàëà äî áåçðîçì³ðíî¿ çì³ííî¿ ,x l    
ìîæåìî äàë³ çàïèñàòè: 
 
0
0
2 sin( 1 2)
( )
2 1 1
sin( 1 2) .
2sin( 2)
x l
N
x l
d N
S x d
d d
N d x
l


   
         

   (4.113) 
Îñê³ëüêè ïðè 0  ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ ó äðóãîìó ³íòåãðàë³ íå-
ïåðåðâíà òà ð³âíîì³ðíî îáìåæåíà, 
 2
1 1
sin( 1 2) ( ),
2sin( 2) 24
N O
          
 
òî ïðè 0x   äðóãèé ³ òðåò³é äîäàíêè ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ôîðìóëè (4.113) 
ïðÿìóþòü äî íóëÿ ð³âíîì³ðíî â³äíîñíî .N  Ïåðøèé æå äîäàíîê çàëå-
æèòü ëèøå â³ä äîáóòêó ( 1 2) ,N x  îñê³ëüêè 
 
( 1/2)
0 0
sin( 1 2) sin
.
x l N x l
N
d d
           (4.114) 
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²íòåãðàë 
 
0
sin
Si( )
z
d z
     (4.115) 
âèçíà÷àº ôóíêö³þ, ÿêà íàçèâàºòüñÿ ³íòåãðàëüíèì ñèíóñîì. Ãðàô³ê ö³º¿ 
ôóíêö³¿ äëÿ íåâ³ä’ºìíèõ ä³éñíèõ çíà÷åíü çì³ííî¿ z  çîáðàæåíî íà 
ðèñ. 4.6. Íåâàæêî ïåðåâ³ðèòè, ùî ïðè 0z   ôóíêö³ÿ (4.115) íàáóâàº 
ëèøå äîäàòíèõ çíà÷åíü, ìàº ìàêñèìóìè ïðè (2 1)z m    ³ ì³í³ìóìè 
ïðè 2z m   (m  — íàòóðàëüíå ÷èñëî), òà ïðÿìóº äî 2  ïðè .z   
¯¿ àáñîëþòíèé ìàêñèìóì ïðè 0,z   ÿêèé ³íêîëè íàçèâàþòü ñòàëîþ 
Ã³ááñà, äîñÿãàºòüñÿ ïðè z    ³ äîð³âíþº 
 
0
sin
1,852 1,571.
2
G d
         (4.116) 
π 2π 3π 4π 5π 6π 0 
0.5 
1.0 
1.5 
2.0 
z 
Si(z) 
G 
Ðèñ. 4.6. Ãðàô³ê ³íòåãðàëüíîãî ñèíóñà äëÿ íåâ³ä’ºìíèõ ä³éñíèõ çíà÷åíü àðãó-
ìåíòó z. Íèæíÿ øòðèõîâà ë³í³ÿ — àñèìïòîòà /2 ïðè z >> 1 
Çâåðíåìî óâàãó, ùî 2 1,18.G    
Ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (4.113), (4.114) ³ (4.116), äëÿ çíà÷åíü ÷àñòêî-
âèõ ñóì (4.113) ó òî÷êàõ ( 1 2)x l N   ïðè 1N   ä³ñòàºìî: 
 
2 1
.
1 2 1 2N
l d
S G O
N N
            
 
Áà÷èìî, ùî 
 0
2
lim 1,18 ( 0).
1 2NN
l d
S G d d U
N
         
  (4.117) 
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Ïîâåä³íêó ïîñë³äîâíîñò³ ÷àñòêîâèõ ñóì ðÿäó Ôóð’º (4.111) íà â³ä-
ð³çêó [ ,3 ]l l  ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.7. 
 x  l – l 2l 3l  0 
 d 
– d 
 N = 40 
 SN(x) 
 x  l – l 2l 3l  0 
 d 
– d 
 N = 10 
 SN(x) 
 U0(x) 
Ðèñ. 4.7. Ïîâåä³íêà ÷àñòêîâèõ ñóì ðÿäó Ôóð’º (4.111) íåïàðíîãî ïåð³îäè÷íîãî 
ïðîäîâæåííÿ U
0
(x) ôóíêö³¿ (4.109). Ãðàô³ê U
0
(x) — ñóêóïí³ñòü íàõèëåíèõ ïà-
ðàëåëüíèõ â³äð³çê³â 
Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ëåãêî óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê äîâ³ëüíî¿ 
êóñêîâî-ãëàäêî¿ ïåð³îäè÷íî¿ ôóíêö³¿ ( )x  ³ç ïåð³îäîì 2 ,l  ùî ìàº 
ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó â òî÷ö³ 0,x  ³ ïðè öüîìó ãðàíè÷í³ òî÷êè 0 0x   
òà 0 0x   ã³ëîê ¿¿ ãðàô³êà íå º ñèìåòðè÷íèìè â³äíîñíî îñ³ àáñöèñ .OX  
Ñïðàâä³, ïåðåéäåìî â³ä òàêî¿ ôóíêö³¿ äî ôóíêö³¿ 
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  0 01( ) ( ) ( 0) ( 0) .2x x x x          
Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ( )x  ñïðàâäæóþòüñÿ ôîðìóëè (4.113) ³ (4.114), 
ÿêùî ï³ä ( )NS x  ðîçóì³òè ÷àñòêîâ³ ñóìè ðÿäó Ôóð’º ôóíêö³¿ ( ),x  à 
ï³ä x  íà âåðõí³õ ìåæàõ ³íòåãðàë³â — ð³çíèöþ 0.x x  Îñê³ëüêè ñòðèá-
êè ôóíêö³é ( )x  ³ ( )x  ó òî÷ö³ 0x  ìàþòü îäíàêîâå çíà÷åííÿ 2d 
0 0( 0) ( 0),x x      ìîæåìî äàë³ ñòâåðäæóâàòè: ÿêùî 0N Nx x h   — 
äåÿêà ïîñë³äîâí³ñòü òî÷îê, òàêà, ùî ,N
N
Nh al

  òî äëÿ ÷àñòêîâèõ ñóì 
( )NS x  ðÿäó Ôóð’º ôóíêö³¿ ( )x  ñïðàâäæóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 
 
 
0 0 0
0 0
0
1
lim ( ) ( 0) ( 0)
2
1 sin
( 0) ( 0) ,
N NN
a
S x h x x
x x d


       
         (4.118) 
ïðè öüîìó â ñàì³é òî÷ö³ 0x  ñïðàâäæóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.108). 
Çàâäàííÿ 4.5.1. Äîñë³ä³òü òà ïðîäåìîíñòðóéòå ãðàô³÷íî ÿâèùå 
Ã³ááñà äëÿ íåïàðíîãî ïåð³îäè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³¿ 0( ) ,u x A  
0 ,x l   0.A   
4.6. ÎÁÌÅÆÅÍÀ ÑÒÐÓÍÀ ßÊ ÊÎËÈÂÀËÜÍÀ 
ÌÅÕÀÍ²×ÍÀ ÑÈÑÒÅÌÀ 
Îñê³ëüêè äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ ( ),x  ÿêà íåïåðåðâíà íà â³äð³çêó [0, ],l  
îäíîçíà÷íî âèçíà÷àºòüñÿ ïîñë³äîâí³ñòþ êîåô³ö³ºíò³â ðÿäó Ôóð’º â 
ðîçêëàä³ (4.93), òî ôóíêö³¿ ( )nq t  â ðîçêëàä³ (4.101) óòâîðþþòü íàá³ð 
íåçàëåæíèõ ïàðàìåòð³â, ùî äîçâîëÿþòü ïîâí³ñòþ îïèñàòè ñòàí ñòðóíè 
³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ïðè â³ëüíèõ êîëèâàííÿõ, òîáòî çíàéòè ìèò-
òºâå ïîëîæåííÿ ¿¿ òî÷îê ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó 0.t   Çà îçíà÷åííÿì 
ç àíàë³òè÷íî¿ ìåõàí³êè, áóäü-ÿê³ ïàðàìåòðè ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè 
íàçèâàþòüñÿ óçàãàëüíåíèìè êîîðäèíàòàìè. Â³äïîâ³äíî, ìîæåìî ñêàçà-
òè, ùî êîåô³ö³ºíòè ( )nq t  º óçàãàëüíåíèìè êîîðäèíàòàìè ñòðóíè ïðè ¿¿ 
â³ëüíèõ êîëèâàííÿõ, à çì³ùåííÿ ñòðóíè ( , )u x t  â êîæí³é òî÷ö³ º ë³í³é-
íîþ ñóìîþ êîîðäèíàò ( ).nq t  Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó öÿ ñóìà íåñê³í÷åí-
íà, àëå çà ïåâíèõ óìîâ âîíà çâîäèòüñÿ äî îäíîãî àáî ê³ëüêîõ äîäàíê³â. 
Çàâäàííÿ 4.6.1. Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî íå ëèøå ïîâíà ñóìà ðÿäó (4.101) 
äëÿ ôóíêö³¿ ( , ),u x t  à é êîæíèé îêðåìèé ÷ëåí öüîãî ðÿäó çàäîâîëüíÿº 
ð³âíÿííÿ (4.69) òà êðàéîâ³ óìîâè (4.70). 
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Çàâäàííÿ 4.6.2. Íåõàé ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ 0( )u x  òà 0( )v x  ìàþòü âè-
ãëÿä 
 00 0( ) sin ,
n x
u x A
l
  00 0( ) sin .n xv x B l
   (4.119) 
Ïîêàæ³òü, ùî â öüîìó ³ ëèøå â öüîìó âèïàäêó ðÿä (4.101) çâîäèòüñÿ 
äî îäíîãî äîäàíêà 
 0
0 0
0
0
0 0
sin
( , ) cos sin ,
n
n n
n
t n x
u x t A t B
l
       
 
0
0 .n
n a
l
    (4.120) 
Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ ºäèí³ñòþ çîáðàæåííÿ äîâ³ëüíî¿ íåïå-
ðåðâíî¿ ôóíêö³¿ íà â³äð³çêó [0, ]l  ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º (4.93). 
Ôóíêö³ÿ 
0
( , )nu x t  îïèñóº ñïåö³àëüíèé òèï â³ëüíîãî ðóõó ñòðóíè, 
ïðè ÿêîìó âñ³ ¿¿ òî÷êè ãàðìîí³÷íî êîëèâàþòüñÿ ç îäíàêîâîþ ÷àñòî-
òîþ 
0
,n  àëå ð³çíèìè àìïë³òóäàìè. Ó òî÷êàõ 0( ) 0(2 1) (2 ),Mnx M l n   
00,1,..., 1,M n   ÿê³ º êîðåíÿìè ð³âíÿííÿ 0sin( ) 1,n x l   àìïë³òóäà 
äîñÿãàº ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Ö³ òî÷êè íàçèâàþòüñÿ ïó÷íîñòÿìè 
êîëèâàííÿ (4.120). Òî÷êè 
0
( )
0 ,
m
nx ml n  00,1,..., ,m n  äå 0sin( ) 0n x l   
³, â³äïîâ³äíî, àìïë³òóäà äîð³âíþº íóëþ, íàçèâàþòüñÿ âóçëàìè êîëè-
âàííÿ (4.120). Êîëèâàííÿ (4.120) ìîæíà óÿâëÿòè ñîá³ ÿê îäíî÷àñíèé 
ðóõ 0n  ä³ëÿíîê ñòðóíè, îáìåæåíèõ âóçëàìè, êîëè òî÷êè ñóñ³äí³õ ä³ëÿ-
íîê ðóõàþòüñÿ â ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìàõ (ïðîòèôàçàõ, ðèñ. 4.8). 
u 
O  x  l 
Ðèñ. 4.8. Ìèòòºâèé ïðîô³ëü ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, ÿêà êîëèâàºòüñÿ 
çà çàêîíîì (4.120) ç n
0
 = 3. Òî÷êè âêàçóþòü ïîëîæåííÿ âóçë³â, ñòð³ëêè — ïó÷-
íîñòåé (íà îñ³ OX), à òàêîæ íàïðÿìè ðóõó òî÷îê ñòðóíè íà ä³ëÿíêàõ, îáìåæå-
íèõ âóçëàìè. Äîñÿãíóâøè ñâî¿õ êðàéí³õ ïîëîæåíü, òî÷êè ñòðóíè ïî÷èíàþòü 
ðóõàòèñÿ ó çâîðîòíèõ íàïðÿìàõ. Òàêèé êîëèâàëüíèé ðóõ º ðåçóëüòàòîì ³íòåð-
ôåðåíö³¿ õâèëü, ñïðè÷èíåíèõ ïî÷àòêîâèì çáóðåííÿì, ÿê³ ïîøèðþþòüñÿ ïî 
ñòðóí³ â îáîõ íàïðÿìàõ, áàãàòîðàçîâî â³äáèâàþ÷èñü â³ä ¿¿ ê³íö³â 
Ðóõ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè, ïðè ÿêîìó çà â³äñóòíîñò³ çîâí³øí³õ ñèë 
óñ³ ¿¿ ìàòåð³àëüí³ òî÷êè çä³éñíþþòü ãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ ç îäíàêî-
âîþ ÷àñòîòîþ, íàçèâàºòüñÿ âëàñíèì êîëèâàííÿì (àáî ñòîÿ÷îþ õâèëåþ), 
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ñàìà öÿ ÷àñòîòà — âëàñíîþ ÷àñòîòîþ, à ôóíêö³ÿ, ùî îïèñóº (ç òî÷-
í³ñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà) çàëåæí³ñòü àìïë³òóäè êîëèâàíü òî÷îê 
â³ä ¿õ ïîëîæåíü, — âëàñíîþ ôóíêö³ºþ. Òàêèì ÷èíîì, 
0
( , ),nu x t  0n  òà 
0sin( )n x l  ó ôîðìóë³ (4.120) — â³äïîâ³äíî âëàñíå êîëèâàííÿ ñòðóíè, 
çáóäæåíå ñïåö³àëüíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (4.119), éîãî âëàñíà 
÷àñòîòà òà âëàñíà ôóíêö³ÿ. Ó çàãàëüíîìó æ âèïàäêó (ïðè äîâ³ëüíèõ 
ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ) çì³ùåííÿ òî÷îê ñòðóíè ( , )u x t  ïðè ¿¿ â³ëüíèõ êî-
ëèâàííÿõ º ë³í³éíîþ ñóìîþ — ñóïåðïîçèö³ºþ — âëàñíèõ êîëèâàíü ç 
â³äïîâ³äíèìè âëàñíèìè ÷àñòîòàìè òà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè. 
Ï³äêðåñëèìî, ùî âëàñí³ ÷àñòîòè ³ âëàñí³ ôóíêö³¿ ñòðóíè ÷è ³íøèõ 
ë³í³éíèõ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì íå çàëåæàòü â³ä ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é, 
òîáòî â³ä ñïîñîáó, ÿêèì çáóäæóþòüñÿ êîëèâàííÿ, à âèçíà÷àþòüñÿ 
ëèøå ô³çè÷íèìè ³ ãåîìåòðè÷íèìè ïàðàìåòðàìè ñàìî¿ êîëèâàëüíî¿ 
ñèñòåìè. 
Çàóâàæåííÿ 4.6.1. Îäíîð³äíà ñòðóíà ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè íå 
ìàº ³íøèõ âëàñíèõ êîëèâàíü, êð³ì òèõ, ÿê³ ïðåäñòàâëåí³ â çàãàëüíîìó 
ðîçâ’ÿçêó (4.101) êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.69)–(4.71). Ñïðàâä³, íåõàé ôóíê-
ö³ÿ ( , )u x t  îïèñóº âëàñíå êîëèâàííÿ òàêî¿ ñòðóíè, ùî ìàº âëàñíó ÷àñ-
òîòó .  Çã³äíî ç îçíà÷åííÿì âëàñíîãî êîëèâàííÿ öþ ôóíêö³þ ìîæíà 
ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 ( , ) ( )cos ( )sin ,u x t A x t B x t        (4.121) 
äå ôóíêö³¿ ( )A x  òà ( )B x  âèçíà÷àþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ àìïë³òóä ³ ôàç 
ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü ³ç ÷àñòîòîþ   â ð³çíèõ òî÷êàõ ñòðóíè. Î÷åâèä-
íî, ùî ôóíêö³ÿ ( , )u x t  ìàº çàäîâîëüíÿòè ð³âíÿííÿ êîëèâàíü (4.69) ³ 
êðàéîâ³ óìîâè (4.70). Ï³äñòàâèâøè â íèõ âèðàç (4.121) òà âçÿâøè äî 
óâàãè, ùî ôóíêö³¿ sin t  ³ cos t  — ë³í³éíî íåçàëåæí³, çíàõîäèìî, ùî 
êîæíà ç ôóíêö³é ( )A x  òà ( )B x  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
 
2
2
( ) ( ) 0y x y x
a
     (4.122) 
òà êðàéîâ³ óìîâè 
 (0) 0,y   ( ) 0.y l    (4.123) 
Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (4.122) ìàº âèãëÿä 
 1 2( ) cos sin ,y x C x C xa a
     (4.124) 
äå 1C  ³ 2C  — ñòàë³. Ïåðøà ç óìîâ (4.123) äàº 1 0.C   Ç äðóãî¿ æ óìîâè 
çíàõîäèìî, ùî 2 sin( ) 0.C l a   Áà÷èìî, ùî íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê 
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ñèñòåìè (4.122), (4.123) ³ñíóº çà óìîâè sin( ) 0,l a   òîáòî êîëè ÷àñòî-
òà   íàáóâàº îäíîãî ³ç çíà÷åíü ,n na l    1,2,3,...n  . 
Íåâàæêî ïåðåâ³ðèòè, ùî ð³âíÿííÿ ðóõó äëÿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäè-
íàò ( )nq t  íåçàëåæí³. Ó òåîð³¿ ë³í³éíèõ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì êîîðäè-
íàòè ç òàêîþ âëàñòèâ³ñòþ íàçèâàþòü íîðìàëüíèìè, òîìó âëàñí³ êîëè-
âàííÿ ñòðóíè òàêîæ íàçèâàþòü ¿¿ íîðìàëüíèìè ìîäàìè. Òàêèì ÷èíîì, 
óçàãàëüíåí³ êîîðäèíàòè ( ),nq t  1,2,3,...,n   ó ôîðìóë³ (4.101) âèçíà÷à-
þòü âíåñêè îêðåìèõ íîðìàëüíèõ ìîä ó çàãàëüíèé â³ëüíèé ðóõ ñòðóíè. 
Çàâäàííÿ 4.6.3. Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëàìè (4.102), (4.96) ³ (4.99), 
ïîêàæ³òü, ùî ïðè äîâ³ëüíèõ ïî÷àòêîâèõ çáóäæåííÿõ 0( )u x  òà 0( )v x  
îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ð³âíÿííÿ ðóõó äëÿ óçà-
ãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ( ),nq t  ùî îïèñóþòü ¿¿ â³ëüí³ êîëèâàííÿ, ðîçïà-
äàþòüñÿ íà íåñê³í÷åííó ñèñòåìó íåçàëåæíèõ ë³í³éíèõ ð³âíÿíü1 
 2( ) ( ) 0,n n nq t q t   0 ,n Tna nl l
      1,2,3,...,n    (4.125) 
òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ 
 0
0
2
(0) ( )sin ,
l
n
nx
q u x dx
l l
   0
0
2
(0) ( )sin .
l
n
nx
q v x dx
l l
    (4.126) 
Ó íîðìàëüíèõ êîîðäèíàòàõ ôóíêö³ÿ Ëàãðàíæà ( )L t  äëÿ â³ëüíèõ 
êîëèâàíü ñòðóíè ðîçïàäàºòüñÿ íà ñóìó íåçàëåæíèõ âèðàç³â, êîæíèé 
ç ÿêèõ ìàº âèãëÿä ôóíêö³¿ Ëàãðàíæà äëÿ îäíîâèì³ðíîãî ë³í³éíîãî 
îñöèëÿòîðà ç ìàñîþ 2M l   òà ÷àñòîòîþ, ÿêà äîð³âíþº îäí³é ³ç 
âëàñíèõ ÷àñòîò 
n
:  
 2 2 2
1
1
( ) .
2 n n nn
L t M q q


       (4.127) 
Çàâäàííÿ 4.6.4. Ñêîðèñòàâøèñü ðîçêëàäîì (4.101), ð³âíîñòÿìè 
(4.92) ³ 
 
0
2
cos cos ,
l
mn
mx nx
dx
l l l
     , 1,2,3,...,m n    (4.128) 
ïîêàæ³òü, ùî â êîîðäèíàòàõ ( )nq t  ê³íåòè÷íà ( )K t  òà ïîòåíö³àëüíà
( )Ï t  åíåðã³¿ â³ëüíèõ êîëèâàíü îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè 
ê³íöÿìè ìàþòü âèãëÿä 
1 Òóò ³ äàë³ äëÿ ïîõ³äíèõ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò çà ÷àñîì âèêîðèñòîâóþòüñÿ çà-
ãàëüíîïðèéíÿò³ â àíàë³òè÷í³é ìåõàí³ö³ ïîçíà÷åííÿ: 
( )
( ) ,nn
dq t
q t
dt
  
2
2
( )
( ) .nn
d q t
q t
dt

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 2 2
10
1 1
( ) ( , ) ,
2 4
l
t n
n
K t u x t dx l q


        (4.129) 
 
2
2 2
0 0
10
1 1
( ) ( , ) ,
2 4
l
x n
n
n
Ï t T u x t dx T l q
l


        (4.130) 
à ôóíêö³ÿ Ëàãðàíæà ( ) ( ) ( )L t K t Ï t   òàêî¿ ñòðóíè äàºòüñÿ ôîðìóëîþ 
(4.127). 
Ðàí³øå (äèâ. ï³äðîçä³ë 3.2) óæå áóëî ïîêàçàíî, ùî ïîâíà åíåðã³ÿ 
( ) ( )E K t Ï t   â³ëüíèõ êîëèâàíü ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè 
çáåð³ãàºòüñÿ. Çã³äíî ç ôîðìóëàìè (4.129) ³ (4.130) âîíà äàºòüñÿ âèðàçîì 
 2 2 2
1
1
,
2 n n nn
E M q q


       (4.131) 
òîáòî äîð³âíþº ñóì³ âíåñê³â 
 2 2 2
1
2n n n n
E M q q      (4.132) 
â³ä îêðåìèõ âëàñíèõ (íîðìàëüíèõ) êîëèâàíü. Ç íåçàëåæíîñò³ îñòàíí³õ 
â³äðàçó æ âèïëèâàº, ùî çáåð³ãàºòüñÿ é åíåðã³ÿ, ùî ïðèïàäàº íà êîæíå 
îêðåìå âëàñíå êîëèâàííÿ. 
Çàâäàííÿ 4.6.5. Ñêîðèñòàâøèñü ð³âíÿííÿìè ðóõó (4.125), äîâåä³òü 
ïîïåðåäíº òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî. 
²ç çàêîíó çáåðåæåííÿ ïîâíî¿ åíåðã³¿ â³ëüíèõ êîëèâàíü ñòðó-
íè âèïëèâàº, ùî äëÿ â³ëüíèõ êîëèâàíü ôóíêö³îíàë åíåðã³¿ ñòðóíè 
( ) ( ) (0) (0)E K t Ï t K Ï     çàëåæèòü ëèøå â³ä ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é 
0( )u x  òà 0( ),v x  à ñàìå 
 
2
2 0
0 0
0
( )1
( ) .
2
l u x
E v x T dx
x
            (4.133) 
Ñêîðèñòàâøèñü ôàêòîì çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ nE  êîæíîãî îêðåìîãî 
âëàñíîãî êîëèâàííÿ, ìàºìî 2 2 2
1
(0) (0) ,
2n n n n
E M q q     çâ³äêè çà äîïî-
ìîãîþ ôîðìóë (4.126) ìîæåìî âèðàçèòè nE  ÷åðåç ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿: 
 
2 2
2
0 0
0 0
1 2 2
( )sin ( )sin .
2
l l
n n
nx nx
E M v x dx u x dx
l l l l
               
    (4.134) 
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Ôîðìóëà (4.134) äîçâîëÿº ïðîàíàë³çóâàòè, ÿê åíåðã³ÿ ïî÷àòêîâî-
ãî çáóäæåííÿ ñòðóíè ïåðåðîçïîä³ëÿºòüñÿ ì³æ ¿¿ îêðåìèìè âëàñíèìè 
êîëèâàííÿìè. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ïðè çâè÷àéíèõ ñïîñîáàõ çáóäæåííÿ 
â³ëüíèõ êîëèâàíü íàòÿãíåíî¿ ñòðóíè (ùèïêîì, ñìè÷êîì òîùî) îñíî-
âíà ÷àñòêà åíåðã³¿ êîëèâàíü ïðèïàäàº íà âëàñíå êîëèâàííÿ ç íàéìåí-
øîþ âëàñíîþ ÷àñòîòîþ 
 01 .
T
l
     (4.135) 
Óíàñë³äîê òàêîãî ðîçïîä³ëó åíåðã³¿ ì³æ âëàñíèìè êîëèâàííÿìè ñàìå 
öÿ ÷àñòîòà, ÿêó íàçèâàþòü îñíîâíîþ, âèçíà÷àº îñíîâíèé òîí çâóêó, 
âèïðîì³íþâàíîãî ñòðóíîþ ïðè êîëèâàííÿõ ó ïîâ³òð³. ²íøèì âëàñ-
íèì êîëèâàííÿì â³äïîâ³äàþòü îáåðòîíè. Êîìá³íàö³ÿ îñíîâíîãî òîíó 
òà îáåðòîí³â, à òàêîæ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ¿õ åíåðã³ÿìè âèçíà÷àþòü 
òåìáð çâóêó. 
Çàâäàííÿ 4.6.6. Ïî÷àòêîâå çáóäæåííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³-
ïëåíèìè ê³íöÿìè îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ÿìè 
 0( ) 1 ,
x
u x hx
l
      0( ) 0.v x   
Çíàéä³òü ÷àñòêó åíåðã³¿ â³ëüíèõ êîëèâàíü ñòðóíè, ÿêà ïðèïàäàº íà 
îñíîâíó ÷àñòîòó. 
Â³äïîâ³äü: 496 0,986.   
4.7. ÏÎÇÄÎÂÆÍ² ÊÎËÈÂÀÍÍß ÑÒÅÐÆÍß 
ÑÊ²Í×ÅÍÍÎ¯ ÄÎÂÆÈÍÈ 
Çàñòîñóºìî òåïåð ìåòîä ïðîäîâæåííÿ äëÿ àíàë³çó â³ëüíèõ ïî-
çäîâæí³õ êîëèâàíü îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ. Ó âèïàäêó, êîëè íåäåôîð-
ìîâàíèé ïðîô³ëü ñòåðæíÿ çá³ãàºòüñÿ ç â³äð³çêîì [0, ]l  ä³éñíî¿ îñ³, à 
îáèäâà ê³íö³ ñòåðæíÿ çàêð³ïëåí³ æîðñòêî, ìè çíîâó ïîâåðòàºìîñÿ 
äî êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.69)–(4.71), äå ôóíêö³ÿ ( , )u x t  òåïåð äîð³âíþº 
çì³ùåííþ òî÷îê ñòåðæíÿ â äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó t  ç òèõ ïîëî-
æåíü ,x  ÿê³ âîíè çàéìàëè â íåäåôîðìîâàíîìó ñòåðæí³, à ïàðàìåòð 
2
Va E   (E  ³ V  — â³äïîâ³äíî ìîäóëü Þíãà òà îá’ºìíà ãóñòèíà 
ðå÷îâèíè ñòåðæíÿ). Ïðè äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâí³é ïî-
÷àòêîâ³é ôóíêö³¿ 0( )u x  òà íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâí³é ïî÷àòêîâ³é 
ôóíêö³¿ 0( )v x  óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ äàºòüñÿ ôîðìóëàìè 
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(4.101), (4.102), (4.96) ³ (4.99). Ïðè ïåâíèõ äîäàòêîâèõ îáìåæåííÿõ 
íà ôóíêö³¿ 0( )u x  òà 0( )v x  (äèâ. ï³äðîçä³ë 4.4) â³í ñòàº äâ³÷³ íåïåðåðâ-
íî äèôåðåíö³éîâíèì. 
²íòó¿òèâíî çðîçóì³ëî, ùî õàðàêòåðèñòèêè ïîçäîâæí³õ êîëèâàíü 
ïîâèíí³ çì³íèòèñÿ ïðè ïåðåõîä³ äî ³íøèõ òèï³â çàêð³ïëåííÿ îäíîãî 
÷è îáîõ ê³íö³â ñòåðæíÿ. Ñïðàâä³, íîâ³ êðàéîâ³ óìîâè ìîæíà âðàõóâà-
òè ÷åðåç íîâ³ âèìîãè äî ïðîäîâæåíü ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é (äèâ. ï³ä-
ðîçä³ë 4.3), ùî, î÷åâèäíî, âåñòèìå äî ïîÿâè íîâèõ âëàñíèõ ôóíêö³é 
òà âëàñíèõ ÷àñòîò êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè. Ïðîäåìîíñòðóºìî öåé ôàêò 
íà ïðèêëàä³ â³ëüíèõ ïîçäîâæí³õ êîëèâàíü ñòåðæíÿ ³ç çàêð³ïëåíèì 
ë³âèì ³ â³ëüíèì ïðàâèì ê³íöÿìè. Â³äïîâ³äíà êðàéîâà çàäà÷à ìàº âè-
ãëÿä 
 
2 2
2
2 2
,
u u
a
t x
    0 ,x l   0,t    (4.136) 
 (0, ) 0,u t   ( , ) 0,xu l t   0,t    (4.137) 
 0( ,0) ( ),u x u x  0( ,0) ( ),tu x v x  0 .x l    (4.138) 
ßê ³ ðàí³øå, ôóíêö³¿ 0( )u x  òà 0( )v x  óâàæàºìî â³äïîâ³äíî äâ³÷³ òà îäèí 
ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè. 
Íåõàé 0( )U x  òà 0( )V x  — ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³é 0( )u x  òà 0( )v x  ³ç 
â³äð³çêà [0, ]l  íà âñþ â³ñü, ÿê³ áóäóºìî â òàêèé ñïîñ³á, ùîá ðîçâ’ÿçîê 
äîïîì³æíî¿ çàäà÷³ 
 
2 2
2
2 2
,
U U
a
t x
    ,x     0,t    (4.139) 
 0( ,0) ( ),U x U x  0( ,0) ( ),tU x V x   (4.140) 
ÿêèé ìàº âèãëÿä 
 0 0 0
( ) ( ) 1
( , ) ( ) ,
2 2
x at
x at
U x at U x at
U x t V x dx
a


         (4.141) 
àâòîìàòè÷íî çàäîâîëüíÿâ îáèäâ³ óìîâè (4.137). 
Óæå íåîäíîðàçîâî çàçíà÷àëîñÿ, ùî óìîâà (0, ) 0U t   ñïðàâäæóºòü-
ñÿ, ÿêùî ïðîäîâæåí³ ôóíêö³¿ 0( )U x  òà 0( )V x  íåïàðí³ â³äíîñíî òî÷êè 
0.x   Äðóãà óìîâà ( , ) 0xU l t   çàäîâîëüíÿºòüñÿ, ÿêùî ïðè x l  ³ äëÿ 
äîâ³ëüíîãî 0t   âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
  0 0 0 01( ) ( ) ( ) ( ) 0.U l at U l at V l at V l ata           (4.142) 
Îñòàííº ñïðàâäæóºòüñÿ òîòîæíî, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ( , )x    
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 0 0( ) ( ),U l x U l x    0 0( ) ( ),V l x V l x     (4.143) 
òîáòî ôóíêö³¿ 0( )U x  òà 0( )V x  º ïàðíèìè ïðîäîâæåííÿìè ôóíêö³é 
0( )u x  òà 0( )v x  â³äíîñíî òî÷êè .x l  
Íåõàé ôóíêö³ÿ ( )x  º íåïàðíîþ íà âñ³é îñ³ òà ïàðíîþ â³äíîñíî 
òî÷êè ,x l  òîáòî 
 ( ) ( ),x x     ( ) ( ).l x l x      
Òîä³ äëÿ äîâ³ëüíî¿ òî÷êè ( , )x    ìîæåìî çàïèñàòè 
 
( 4 ) ( (3 )) ( (3 )) ( 2 ) ( 2 )
( ( )) ( ( )) ( ) ( ),
x l l l x l l x l x x l
l x l l x l x x
                 
              
çâ³äêè áà÷èìî, ùî ( )x  — ïåð³îäè÷íà ôóíêö³ÿ ç ïåð³îäîì 4l: 
 ( 4 ) ( ).x l x     
Àíàëîã³÷íèì ÷èíîì äîâîäèìî é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî ( )x  — 
íåïàðíà íà âñ³é îñ³ òà ïåð³îäè÷íà ç ïåð³îäîì 4 ,l  òî âîíà ïàðíà â³ä-
íîñíî òî÷êè .x l  
Íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâí³é ôóíêö³¿ ( ),x  ( , ),x    ç ïåð³î-
äîì 4l  â³äïîâ³äàº ðÿä Ôóð’º 
 0
1
( ) cos sin ,
2 2 2m mm
a mx mx
x a b
l l


          (4.144) 
äå 
 
2
2
1
( )cos ,
2 2
l
m
l
mx
a x dx
l l


   0,1,2,...,m    (4.145) 
 
2
2
1
( )sin ,
2 2
l
m
l
mx
b x dx
l l


   1,2,3,...,m    (4.146) 
ÿêèé çá³ãàºòüñÿ äî ( )x  àáñîëþòíî é ð³âíîì³ðíî. Äëÿ íåïàðíî¿ ôóíê-
ö³¿ âñ³ êîåô³ö³ºíòè 0,ma   òîìó ðÿä (4.144) íàáèðàº âèãëÿäó 
 
1
( ) sin ,
2mm
mx
x b
l


    (4.147) 
äå 
 
2
0
1
( )sin ,
2
l
m
mx
b x dx
l l
   1,2,3,....m    (4.148) 
ßêùî ôóíêö³ÿ ( )x  ùå é ïàðíà â³äíîñíî òî÷êè ,x l  òî êîåô³ö³ºíòè 
mb  ìîæåìî çâåñòè äî ³íòåãðàë³â ïî «ô³çè÷í³é îáëàñò³» [0, ]:l  
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 
 
2 2
0 0
0
0
0 0
1 1 1
( )sin ( )sin ( )sin
2 2 2
1 1
2 ( )sin (2 )sin
2 2
1 cos
(2 ) ( ) ( )sin ( )sin
2 2
1 ( 1)
l l l
m
l
l
l
l l
m
mx mx mx
b x dx x dx x dx
l l l l l l
mx mx
x l x x dx l x m dx
l l l l
mx m mx
l x x x dx x dx
l l l l
        
                
              
 
  
 
 
0
( )sin .
2
l mx
x dx
l l

 
Î÷åâèäíî, ùî êîåô³ö³ºíòè mb  ç ïàðíèìè íîìåðàìè 2 ,m n  
1,2,...,n   îáåðòàþòüñÿ â íóëü, à êîåô³ö³ºíòè ç íåïàðíèìè íîìåðàìè 
2 1m n   äîð³âíþþòü 
 2 1
0
2 ( 1 2)
( )sin ,
l
n n
n x
b c x dx
l l
     0,1,2,...,n    (4.149) 
äå ìè äëÿ çðó÷íîñò³ íóìåðàö³¿ ïåðåéøëè äî ³íäåêñó n  òà ââåëè äëÿ 
êîåô³ö³ºíò³â íîâ³ ïîçíà÷åííÿ .nc  Â³äïîâ³äíî, ðÿä Ôóð’º (4.147) íà-
áèðàº âèãëÿäó 
 
0
( 1 2)
( ) sin .n
n
n x
x c
l


     (4.150) 
Ôîðìóëè (4.149) òà (4.150) äîçâîëÿþòü ïîâåðíóòèñÿ â³ä äîïîì³æ-
íî¿ çàäà÷³ (4.139), (4.140) äî âèõ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.136)–(4.138) 
òà ïîáóäóâàòè ðîçâ’ÿçîê îñòàííüî¿. Óçÿâøè äî óâàãè âëàñòèâîñò³ ïðî-
äîâæåíèõ ôóíêö³é 0( )U x  òà 0( ),V x  ïîäàìî ¿õ ó âèãëÿä³ ðÿä³â Ôóð’º 
(4.150) äëÿ â³äð³çêà [0, ]l : 
 0
0
( 1 2)
( ) sin ,n
n
n x
U x A
l


    (4.151) 
 0 0
0 0
2 ( 1 2) 2 ( 1 2)
( )sin ( )sin ,
l l
n
n x n x
A U x dx u x dx
l l l l
        (4.152) 
 0
0
( 1 2)
( ) sin ,n
n
n x
V x B
l


    (4.153) 
 0 0
0 0
2 ( 1 2) 2 ( 1 2)
( )sin ( )sin .
l l
n
n x n x
B V x dx v x dx
l l l l
        (4.154) 
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Äàë³ çíàõîäèìî: 
 
0 0
0
0
( ) ( )
2
1 ( 1 2)( ) ( 1 2)( )
sin sin
2
( 1 2) ( 1 2)
cos sin ,
n
n
n
n
U x at U x at
n x at n x at
A
l l
n at n x
A
l l




   
          
   


  (4.155) 
 
0
0
1
( )
2
( 1 2) ( 1 2)
sin sin .
( 1 2)
x at
x at
n
n
V x dx
a
l n at n x
B
n a l l




  
     

   (4.156) 
Ï³äñòàâèâøè ðÿäè (4.155) ³ (4.156) ó ôîðìóëó (4.141), çíàõîäèìî 
óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.136)–(4.138) ïðî â³ëüí³ ïîçäî-
âæí³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ ³ç çàêð³ïëåíèì ë³âèì ³ â³ëüíèì ïðà-
âèì ê³íöÿìè: 
 
0
( 1 2)
( , ) ( )sin ,n
n
n x
u x t q t
l


    (4.157) 
äå 
 
sin
( ) cos ,nn n n n
n
t
q t A t B
     
( 1 2)
,n
n a
l
     (4.158) 
à êîåô³ö³ºíòè nA  òà nB  äàþòüñÿ ôîðìóëàìè (4.152) òà (4.154). Íàãàäà-
ºìî, ùî ïðè âèâåäåíí³ öèõ ôîðìóë ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ 0( )u x  òà 0( )v x  
óâàæàëèñÿ â³äïîâ³äíî äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíîþ òà íåïåðåðâíî 
äèôåðåíö³éîâíîþ. Ïðè äîäàòêîâèõ îáìåæåííÿõ íà ö³ ôóíêö³¿, ùî áóëè 
îáãîâîðåí³ â ï³äðîçä³ë³ 4.4, çíàéäåíèé ðîçâ’ÿçîê º äâ³÷³ íåïåðåðâíî 
äèôåðåíö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ çà ñâî¿ìè àðãóìåíòàìè. 
Ïîð³âíþþ÷è îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ç â³äïîâ³äíèì ðåçóëüòàòîì 
äëÿ îäíîð³äíî¿ îáìåæåíî¿ ñòðóíè ÷è îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ ³ç çàêð³-
ïëåíèìè ê³íöÿìè (äèâ. ôîðìóëè (4.101) ³ (4.102)), ëåãêî ïîáà÷èòè, 
ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó çì³ùåííÿ òî÷îê ñòåðæíÿ ( , )u x t  ïðè â³ëü-
íèõ ïîçäîâæí³õ êîëèâàííÿõ òàêîæ º ñóïåðïîçèö³ºþ âëàñíèõ êîëè-
âàíü 
 
sin ( 1 2)
( , ) cos sin ,nn n n n
n
t n x
u x t A t B
l
       
  (4.159) 
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ç âëàñíèìè ÷àñòîòàìè 
( 1 2)
n
n a
l
    òà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè 
( 1 2)
sin ,
n x
l
 
 à ìåõàí³÷íèé ñòàí ñòåðæíÿ îïèñóºòüñÿ íàáîðîì óçà-
ãàëüíåíèõ íîðìàëüíèõ êîîðäèíàò ( )nq t  (4.158). Çâåðíåìî, îäíàê, óâà-
ãó íà òîé ôàêò, ùî ïðè öèõ ñï³ëüíèõ çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòÿõ ðîçâ’ÿçê³â 
îáîõ çàäà÷ âëàñí³ ôóíêö³¿ òà âëàñí³ ÷àñòîòè êîëèâàíü ó íèõ ð³çí³, ùî 
ñïðè÷èíåíî ð³çíèìè òèïàìè êðàéîâèõ óìîâ. 
Çàâäàííÿ 4.7.1. Ïåðåâ³ðòå, ùî äëÿ ñèñòåì ôóíêö³é 
( 1 2)
sin
n x
l
      
³ 
( 1 2)
cos ,
n x
l
      0,1,2,...,n   ñïðàâäæóþòüñÿ ð³âíîñò³ 
 
0
2 ( 1 2) ( 1 2)
sin sin ,
l
mn
m x n x
dx
l l l
       , 0,1,2,...,m n    (4.160) 
 
0
2 ( 1 2) ( 1 2)
cos cos ,
l
mn
m x n x
dx
l l l
       , 0,1,2,....m n    (4.161) 
Çàâäàííÿ 4.7.2. Çàïèø³òü ôóíêö³þ Ëàãðàíæà ³ ð³âíÿííÿ ðóõó â íîð-
ìàëüíèõ êîîðäèíàòàõ ( )nq t  äëÿ â³ëüíèõ ïîçäîâæí³õ êîëèâàíü îäíî-
ð³äíîãî ñòåðæíÿ ³ç çàêð³ïëåíèì ë³âèì òà â³ëüíèì ïðàâèì ê³íöÿìè, 
âèðàç³òü ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ êîîðäèíàò ³ øâèäêîñòåé ÷åðåç ïî÷àòêîâ³ 
ôóíêö³¿ (4.138). Ïîð³âíÿéòå çäîáóò³ ðåçóëüòàòè ç ôîðìóëàìè (4.125)–
(4.127). 
Çàâäàííÿ 4.7.3. Îá÷èñë³òü ïîâíó åíåðã³þ â³ëüíèõ ïîçäîâæí³õ êîëè-
âàíü ñòåðæíÿ ³ç çàêð³ïëåíèì ë³âèì òà â³ëüíèì ïðàâèì ê³íöÿìè. Ïî-
ð³âíÿéòå îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ç ôîðìóëàìè (4.131) ³ (4.132). 
Çàâäàííÿ 4.7.4. Ìåòîäîì ïðîäîâæåííÿ çíàéä³òü âëàñí³ ÷àñòîòè 
³ âëàñí³ ôóíêö³¿ â³ëüíèõ ïîçäîâæí³õ êîëèâàíü îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ 
0 x l   ç â³ëüíèì ë³âèì òà çàêð³ïëåíèì ïðàâèì ê³íöÿìè. 
Â³äïîâ³äü. Â³äïîâ³äíî 
( 1 2)n a
l
 
 ³ 
( 1 2)
cos ,
n x
l
 
 äå 0,1,2,....n   
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4.8. ÊÎËÈÂÀÍÍß ÎÁÌÅÆÅÍÎ¯ ÑÒÐÓÍÈ 
ÏÐÈ ÍÀßÂÍÎÑÒ² ÒÅÐÒß 
Â³ëüí³ êîëèâàííÿ ñòðóíè â³äïîâ³äàþòü ³äåàë³çîâàí³é ñèòóàö³¿, êîëè 
òåðòÿ ì³æ ñòðóíîþ ³ ñåðåäîâèùåì, ó ÿêîìó çíàõîäèòüñÿ ñòðóíà, â³ä-
ñóòíº. Íà ïðàêòèö³ íàâêîëèøíº ñåðåäîâèùå ìàº ñê³í÷åííó â’ÿçê³ñòü, 
³ òîìó áóäü-ÿê³ êîëèâàííÿ ñòðóíè â íüîìó, âèêëèêàí³ ïî÷àòêîâèì 
çáóäæåííÿì, ïîñòóïîâîãî çãàñàþòü — óíàñë³äîê òåðòÿ ñòðóíà âòðà÷àº 
ñâîþ åíåðã³þ, â³ääàþ÷è ¿¿ ñåðåäîâèùó ó ôîðì³ òåïëà. 
Ïðè íàÿâíîñò³ òåðòÿ ñòðóíà º â³äêðèòîþ ñèñòåìîþ, òîìó ¿¿ ð³â-
íÿííÿ ðóõó â ñåðåäîâèù³ íå ìîæíà âèâåñòè çà äîïîìîãîþ ëèøå çà-
êîí³â ìåõàí³êè. Àëå ÿêùî ïðîöåñ êîëèâàíü ñòðóíè íàáàãàòî ïîâ³ëü-
í³øèé çà äèñèïàòèâí³ ïðîöåñè â ñåðåäîâèù³, òî âïëèâ îñòàííüîãî 
íà ñòðóíó ìîæíà âðàõóâàòè, óâ³âøè â ð³âíÿííÿ ìåõàí³÷íèõ êîëèâàíü 
ìîäåëüíó äèñèïàòèâíó ñèëó (ñèëó òåðòÿ). Åêñïåðèìåíò ïîêàçóº, ùî 
äèñèïàòèâíà ñèëà d ( , ),F x t  ÿêà ä³º ç áîêó â’ÿçêîãî ñåðåäîâèùà íà 
ìàëó ä³ëÿíêó ( , )x x x   îäíîð³äíî¿ ñòðóíè, ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ 
ïðîïîðö³éíà øâèäêîñò³ ö³º¿ ä³ëÿíêè òà ¿¿ äîâæèí³. Òàêó ñèëó ìîæíà 
ïîäàòè ÿê 
 d
( , )
( , ) 2 ,
u x t
F x t x
t
       (4.162) 
äå   — êîåô³ö³ºíò òåðòÿ, 0.   
Òàêèì ÷èíîì, ð³âíÿííÿ «â³ëüíèõ» êîëèâàíü îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ó 
â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³ íàáèðàº âèãëÿäó 
 
2 2
2
2 2
2 ,
u u u
a
tt x
        0 ,x l   0.t    (4.163) 
Ñëîâî «â³ëüí³» òóò ³ äàë³ âêàçóº íà òå, ùî íà ñòðóíó íå ä³þòü í³ÿê³ çî-
âí³øí³ ñèëè, çà âèíÿòêîì äèñèïàòèâíî¿ ñèëè. 
Êðàéîâà çàäà÷à ïðî «â³ëüí³» êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çà-
êð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ó â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³ ïîëÿãàº â òîìó, ùîá çíà-
éòè äâ³÷³ äèôåðåíö³éîâíó ôóíêö³þ ( , ),u x t  ÿêà çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
(4.163), êðàéîâ³ óìîâè (4.70) òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè (4.71). 
Çàâäàííÿ 4.8.1. Ïîêàæ³òü, ùî ïðè ä³¿ íà îäíîð³äíó ñòðóíó ñèëè 
â’ÿçêîãî òåðòÿ (4.162) ¿¿ ïîâíà åíåðã³ÿ ( )E t  òà ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ( )T t  
ïîâ’ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿì 
 4 .
dE
T
dt
     (4.164) 
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Çàâäàííÿ 4.8.2. Ñêîðèñòàâøèñü ñï³ââ³äíîøåííÿì (4.164), äîâå-
ä³òü, ùî êðàéîâà çàäà÷à ïðî «â³ëüí³» êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç 
çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ïðè 0.  
Ïåðåéäåìî äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïðî «â³ëüí³» êîëè-
âàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ó â’ÿçêîìó ñåðåä-
îâèù³. ßê ³ âèïàäêó ³ñòèííî â³ëüíèõ (áåç òåðòÿ) êîëèâàíü, ïîäàìî øó-
êàíó ôóíêö³þ ó âèãëÿä³ 
 
1
( , ) ( )sin .n
n
nx
u x t q t
l


   (4.165) 
Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä (4.165) ìîæíà äâ³÷³ äèôåðåíö³þâàòè, ³ ïðè öüîìó 
îòðèìóâàí³ ðÿäè çá³ãàþòüñÿ íà â³äð³çêó [0, ]l  àáñîëþòíî é ð³âíîì³ðíî; 
êðàéîâ³ óìîâè (4.70) âèêîíóþòüñÿ àâòîìàòè÷íî. Ç óìîâ (4.71) òà ºäè-
íîñò³ ðîçêëàäó íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíî¿ ôóíêö³¿ â ðÿä Ôóð’º çíà-
õîäèìî ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ³ óçàãàëüíåíèõ 
øâèäêîñòåé. Òàê ñàìî ÿê ³ äëÿ ³ñòèííî â³ëüíèõ êîëèâàíü ñòðóíè, 
 0
0
2
(0) ( )sin ,
l
n
nx
q u x dx
l l
   0
0
2
(0) ( )sin .
l
n
nx
q v x dx
l l
    (4.166) 
Óçÿâøè äàë³ äî óâàãè ºäèí³ñòü ðîçêëàäó (4.165) äëÿ ôóíêö³¿ ( , ),u x t  
ï³äñòàâëÿºìî éîãî â ð³âíÿííÿ (4.163) òà áà÷èìî, ùî öå ð³âíÿííÿ åê-
â³âàëåíòíå òàê³é ñèñòåì³ íåçàëåæíèõ ð³âíÿíü äëÿ óçàãàëüíåíèõ êîîð-
äèíàò ( ) :nq t  
 2( ) 2 ( ) ( ) 0,n n n nq t q t q t      1,2,3,....n    (4.167) 
Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê êîæíîãî ç ð³âíÿíü (4.167) º ë³í³éíîþ êîì-
á³íàö³ºþ éîãî ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â cost ne t
   ³ sin ,t ne t   äå 
2 2
n n    : 
 ( ) cos sin .t tn n n n nq t A e t B e t
      
Âèðàçèâøè êîåô³ö³ºíòè nA  ³ nB  ÷åðåç ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ (4.166), 
ä³ñòàºìî: 
   sin( ) (0)cos (0) (0) ,t nn n n n n
n
t
q t e q t q q
      
  1,2,3,....n    (4.168) 
Îòæå, ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.163), (4.70), (4.71) ïðî «â³ëü-
í³» êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ çàêð³ïëåíî¿ ñòðóíè ó â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³ 
äàºòüñÿ ôîðìóëîþ (4.165) ç óçàãàëüíåíèìè êîîðäèíàòàìè (4.168) òà 
ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè (4.166) — ïðèíàéìí³, êîëè íåïàðí³ ïåð³î-
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äè÷í³ ïðîäîâæåííÿ 0( ),U x  0( )V x  ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é 0( ),u x  0( )v x  º 
â³äïîâ³äíî äâ³÷³ òà îäèí ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè. 
Çàóâàæåííÿ 4.8.1. ßêùî â³äë³ê ÷àñó ïî÷èíàºòüñÿ ç ìîìåíòó ,t    
òðåáà àðãóìåíò t  ó ôîðìóëàõ (4.165) ³ (4.168) çàì³íèòè íà ð³çíèöþ 
,t    à çàì³ñòü (0)nq  ³ (0)nq  ó ôîðìóëàõ (4.166) ³ (4.168) ïèñàòè â³äïî-
â³äíî ( )nq   ³ ( ).nq   
Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî ç ïëèíîì ÷àñó êîëèâàííÿ ñòðóíè ó â’ÿçêîìó 
ñåðåäîâèù³ ïîñòóïîâî çãàñàþòü. Õàðàêòåð çãàñàííÿ çàëåæèòü â³ä â³ä-
íîñíî¿ âåëè÷èíè êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ   ì³æ ñòðóíîþ ³ ñåðåäîâèùåì. 
Ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ a l   ìîæíà íàáëèæåíî ãîâîðèòè ïðî ìàé-
æå ïåð³îäè÷í³ êîëèâàííÿ ñòðóíè ç ÷àñòîòîþ n  òà àìïë³òóäîþ, ùî 
ïîâîë³ ñïàäàº çà çàêîíîì .te  Ó ïðîòèëåæíîìó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó 
ñòðóíà àïåð³îäè÷íî íàáëèæàºòüñÿ äî ñâîãî ð³âíîâàæíîãî ñòàíó, çä³é-
ñíþþ÷è â³äíîñíî íüîãî ê³ëüêà êîëèâàëüíèõ ðóõ³â àáî âçàãàë³ íå çä³é-
ñíþþ÷è æîäíîãî. 
Çàâäàííÿ 4.8.3. Ïîÿñí³òü, ÿê çì³íþþòüñÿ îñíîâíèé òîí 1  òà 
îáåðòîíè ,n  2,n   êîëèâàíü îáìåæåíî¿ ñòðóíè â ñåðåäîâèù³ ç â³ä-
íîñíî íåâåëèêîþ â’ÿçê³ñòþ ïî â³äíîøåííþ äî îñíîâíîãî òîíó 1  òà 
îáåðòîí³â ,n  2,n   êîëèâàíü â³ëüíî¿ ñòðóíè. 
Çàâäàííÿ 4.8.4. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (4.165), (4.166) ³ (4.168) ïðî-
àíàë³çóéòå òà îïèø³òü ðóõ ñòðóíè â ñèëüíî â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³ ç 
.a l   
Íåõàé òåïåð íà îäíîð³äíó ñòðóíó ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, ùî 
çíàõîäèòüñÿ ó â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³, äîäàòêîâî ä³º äåÿêà ñèëà ç ïîãîí-
íîþ ãóñòèíîþ ( , ).F x t  Ð³âíÿííÿ ðóõó ñòðóíè íàáèðàº âèãëÿäó 
 
2 2
2
2 2
2 ( , ),
u u u
a f x t
tt x
        0 ,x l   0,t    (4.169) 
äå ( , ) ( , ) ,f x t F x t   ³ ìè ïðèõîäèìî äî êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïðî âèìóøåí³ 
êîëèâàííÿ ñòðóíè ó â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³: çíàéòè òàêèé äâ³÷³ äèôåðåíö³-
éîâíèé ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (4.169), ÿêèé çàäîâîëüíÿº 
êðàéîâ³ óìîâè (4.70) òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè (4.71). Ó ñèëó ë³í³éíîñò³ çàäà-
÷³ öåé ðîçâ’ÿçîê ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóìè 1 2( , ) ( , ) ( , ),u x t u x t u x t 
äå ôóíêö³ÿ 1( , )u x t  çàäîâîëüíÿº îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ (4.163), êðàéîâ³ 
óìîâè (4.70) òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè (4.71), à ôóíêö³ÿ 2( , )u x t  çàäîâîëüíÿº 
íåîäíîð³äíå ð³âíÿííÿ (4.169), êðàéîâ³ óìîâè (4.70) òà íóëüîâ³ ïî÷àò-
êîâ³ óìîâè 
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 2 ( ,0) 0,u x   2
0
( , )
0.
t
u x t
t 
    (4.170) 
Î÷åâèäíî, ùî ôóíêö³ÿ 1( , )u x t  îïèñóº «â³ëüí³» êîëèâàííÿ ñòðóíè 
ó â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³, çáóäæåí³ íåíóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè ôóíê-
ö³ÿìè 0( )u x  òà 0( ).v x  ßê ùîéíî áóëî ïîêàçàíî, âîíà âèçíà÷àºòüñÿ 
ôîðìóëàìè (4.165), (4.166) ³ (4.168). Äðóãèé äîäàíîê 2( , )u x t  îïèñóº 
âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ñòðóíè ó â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³, ÿê³ â³äáóâàþòüñÿ 
ëèøå çàâäÿêè ä³¿ ïðèêëàäåíî¿ ñèëè ( , ).F x t  Â³äøóêàºìî éîãî, ñêîðèñ-
òàâøèñü ïðèíöèïîì Äþàìåëÿ. 
Íåõàé ( , | )x t   — ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ îäíîð³äíîãî ð³â-
íÿííÿ (4.163) ïðè ,t    ÿêèé çàäîâîëüíÿº êðàéîâ³ óìîâè (4.70) ³ ïî-
÷àòêîâ³ óìîâè 
 ( , | ) 0,x     ( , | ) ( , ),t x f x      
äå ( , )f x   — äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ, íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà ïðè 
[0, ],x l  0.   Çã³äíî ç ôîðìóëàìè (4.165), (4.166), (4.168) òà çàóâà-
æåííÿì 4.8.1, ìîæåìî çàïèñàòè 
 
( )
1
( )
1 0
sin ( )
( , | ) ( ) sin
sin ( )2
( , )sin sin ,
t n
n
n n
l
t n
n n
t nx
x t q e
l
tnx nx
f x dx e
l l l
  

  

       
          

 

 
àáî 
 
0
( , | ) ( , ; ) ( , ) ,
l
x t G x x t F x dx          (4.171) 
äå ââåäåíî (÷àñîâó) ôóíêö³þ Ãð³íà ( , ; ),G x x t  ôîðìàëüíî âèçíà÷åíó 
ïðè 0t   ÿê ñóìó (óìîâíî) çá³æíîãî ðÿäó 
 
1
sin2
( , ; ) sin sin ,t n
n n
t nx nx
G x x t e
l l l
 

       0 , ,x x l   0.t    (4.172) 
Òîä³ çà ïðèíöèïîì Äþàìåëÿ øóêàíèé äîäàíîê 2( , )u x t  äàºòüñÿ âèðà-
çîì 
 2
0 0
( , ) ( , ; ) ( , ).
t l
u x t d dx G x x t F x           (4.173) 
Ç îãëÿäó íà ÿâíèé âèãëÿä ôóíêö³¿ ( , ; )G x x t  îñòàòî÷íî çíàõîäèìî: 
( )
2
1 0 0
sin ( )2
( , ) ( , )sin sin .
t l
t n
n n
t nx nx
u x t e f x dx d
l l l
  

                   (4.174) 
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Çàóâàæèìî, ùî äëÿ íåïåðåðâíèõ ÷è ëèøå îáìåæåíèõ ïðè [0, ],x l  
0   ôóíêö³é ( , )f x   ðÿä (4.174) çá³ãàºòüñÿ àáñîëþòíî ³ ð³âíîì³ðíî, à 
éîãî ñóìà º ùîíàéìåíøå íåïåðåðâíèì óçàãàëüíåíèì ðîçâ’ÿçêîì çà-
äà÷³ (4.169), (4.70), (4.170). 
Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàäà÷³ (4.169), (4.70) òà (4.71) ïðî âèìóøåí³ êî-
ëèâàííÿ ñòðóíè ó â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³, áà÷èìî, ùî ïðè âêàçàíèõ çà-
ñòåðåæåííÿõ ¿¿ ðîçâ’ÿçîê çáåð³ãàº ñòðóêòóðó ðîçâ’ÿçêó (4.165) êðàéîâî¿ 
çàäà÷³ (4.163), (4.70), (4.71) ïðî «â³ëüí³» êîëèâàííÿ ñòðóíè ó öüîìó ñå-
ðåäîâèù³, òîáòî éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ðÿäó 
 
1
( , ) ( )sin ,n
n
nx
u x t Q t
l


   (4.175) 
êîåô³ö³ºíòè ( )nQ t  ÿêîãî â³ä³ãðàþòü ðîëü íîðìàëüíèõ êîîðäèíàò. Çã³ä-
íî ç ïîïåðåäí³ìè âèêëàäêàìè, 
 
( )
0 0
sin
( ) (0) cos sin (0)
sin ( )2
( , )sin ,
t n
n n n n n
n n
t l
t n
n
t
Q t e q t t q
t nx
d e f x dx
l l

 
             
       

  (4.176) 
äå (0)nq  ³ (0)nq  äàþòüñÿ ôîðìóëàìè (4.166). 
Ðîçãëÿíåìî îêðåìî ñïåö³àëüíèé âèïàäîê, êîëè ïðèêëàäåíà ñèëà 
çì³íþºòüñÿ ç ÷àñîì çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì âèäó (4.29). Ïîäàâøè ¿¿ 
ïîãîííó ãóñòèíó â êîìïëåêñíîçíà÷í³é ôîðì³ 
 0( , ) ( )
i tF x t F x e     (4.177) 
(äèâ. ôîðìóëè (4.29) ³ (4.30)) òà âçÿâøè äî óâàãè ñï³ââ³äíîøåííÿ 
  ( ) 2 2
0
1 1
sin ( ) ,
( )
t
t i i t t
n t
n n
e t e d e O e
i
      
           
çíàõîäèìî, ùî âèêëèêàí³ òàêîþ ñèëîþ çì³ùåííÿ òî÷îê ñòðóíè îïè-
ñóþòüñÿ ïðè t   êîìïëåêñíîçíà÷íîþ ôóíêö³ºþ 
  2 ( , ) ( ) ,i t tu x t A x e O e      (4.178) 
äå 
 0
0
( ) ( , ) ( ) ,
l
A x G x x F x dx         (4.179) 
 
2 2
1
2 1
( , ) sin sin .
( )n n
nx nx
G x x
l l li



          (4.180) 
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Îòæå, ï³ä ä³ºþ ãàðìîí³÷íî¿ ñèëè ç ïîãîííîþ ãóñòèíîþ (4.177) óñ³ 
òî÷êè ñòðóíè ç ÷àñîì ïî÷èíàþòü ãàðìîí³÷íî êîëèâàòèñÿ ç ÷àñòîòîþ 
ñèëè   òà óñòàëåíîþ (êîìïëåêñíîçíà÷íîþ) àìïë³òóäîþ ( ),A x  ùî 
âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëàìè (4.179), (4.180). Ôóíêö³ÿ ( , )G x x   ó öèõ ôîð-
ìóëàõ íàçèâàºòüñÿ ÷àñòîòíîþ ôóíêö³ºþ Ãð³íà äëÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç 
çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè. Ç ð³âíÿííÿ (4.179) áà÷èìî, ùî öÿ ôóíêö³ÿ ìàº 
íàñòóïíèé ô³çè÷íèé çì³ñò: âîíà äîð³âíþº êîìïëåêñíîçíà÷í³é àì-
ïë³òóä³ óñòàëåíèõ êîëèâàíü ñòðóíè â òî÷ö³ ç êîîðäèíàòîþ ,x  ÿê³ âè-
íèêàþòü óíàñë³äîê ä³¿ íà ñòðóíó çîñåðåäæåíî¿ ãàðìîí³÷íî¿ ñèëè, ùî 
ìàº îäèíè÷íó àìïë³òóäó òà ïðèêëàäåíà äî òî÷êè ç êîîðäèíàòîþ .x  
Ïîãîííà ãóñòèíà òàêî¿ ñèëè îïèñóºòüñÿ âèðàçîì ( , ) ( ) .i tF x t x x e     
Çàâäàííÿ 4.8.5. Ïðîàíàë³çóéòå ô³çè÷íèé çì³ñò ÷àñòîòíî¿ ôóíêö³¿ 
Ãð³íà ñòðóíè äëÿ âèïàäêó, êîëè òåðòÿì ì³æ ñòðóíîþ ³ íàâêîëèøí³ì 
ñåðåäîâèùåì ìîæíà çíåõòóâàòè. 
Çàâäàííÿ 4.8.6. Íà îäíîð³äíó ñòðóíó ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ä³º 
çîñåðåäæåíà ñèëà 0( ) sin .F t F t   Ñèëó ïðèêëàäåíî äî òî÷êè, ùî â³ä-
äàëåíà íà ÷âåðòü äîâæèíè ñòðóíè â³ä ïðàâîãî ê³íöÿ. Âèðàç³òü ÷åðåç 
÷àñòîòíó ôóíêö³þ Ãð³íà ñòðóíè àìïë³òóäó êîëèâàíü ñòðóíè òà çñóâ ôàç 
ì³æ êîëèâàííÿìè ñòðóíè òà ñèëè â òî÷ö³, â³ääàëåí³é íà òàêó ñàìó â³ä-
ñòàíü â³ä ë³âîãî ê³íöÿ. 
Îêðåìî ðîçãëÿíüòå âèïàäîê, êîëè òåðòÿì ì³æ ñòðóíîþ ³ íàâêî-
ëèøí³ì ñåðåäîâèùåì ìîæíà çíåõòóâàòè. 
Â³äïîâ³äü: 0( 4) ( 4,3 4)A l F G l l  , Im ( 4,3 4)tg ( 4) ,Re ( 4, 3 4)
G l l
l
G l l


    
äå ( 4)l  — ôàçà, íà ÿêó êîëèâàííÿ ñòðóíè â òî÷ö³ 4x l  â³äñòàþòü 
â³ä ïðèêëàäåíî¿ ñèëè. ßêùî òåðòÿ â³äñóòíº, òî 0( 4) ( 4,3 4),A l F G l l   
( 4) 0,l   îñê³ëüêè ó öüîìó âèïàäêó Im ( , ) 0G x x    äëÿ áóäü-ÿêèõ òî-
÷îê x  ³ x  ñòðóíè. 
Çàâäàííÿ 4.8.7. Òå ñàìå äëÿ ñèëè 0( ) cos ,F t F t   ïðèêëàäåíî¿ äî 
ñåðåäèíè ñòðóíè. 
4.9. ×ÀÑÒÎÒÍÀ ÔÓÍÊÖ²ß ÃÐ²ÍÀ 
Ïåðåéäåìî äî á³ëüø äîêëàäíîãî àíàë³çó âëàñòèâîñòåé ÷àñòîòíî¿ 
ôóíêö³¿ Ãð³íà (4.180). Ïåðø çà âñå çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ÷ëåí³â ôóíêö³î-
íàëüíîãî ðÿäó â (4.180) ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 
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2
2 2 2 2 2 22 2
1 1 1
sin sin 1 .
( ) ( ) nn n
nx nx l
O
l li n a ni 
                      
Òîìó öåé ðÿä çá³ãàºòüñÿ àáñîëþòíî é ð³âíîì³ðíî â³äíîñíî çì³ííèõ x  
òà .x  Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ôóíêö³ÿ Ãð³íà ( , ),G x x   ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ 
÷åðåç ñóìó öüîãî ðÿäó, íåïåðåðâíà â îáëàñò³ 0 , .x x l   Ç ô³çè÷íîãî 
ïîãëÿäó öÿ âëàñòèâ³ñòü ôóíêö³¿ ( , )G x x   óçãîäæóºòüñÿ ç âèìîãîþ, ùîá 
ñòðóíà ïðè êîëèâàííÿõ íå ðâàëàñÿ. 
Ùîá ïîäàòè ôóíêö³þ ( , )G x x   ó ñê³í÷åííîìó âèãëÿä³, ñïåðøó ïî-
êàæåìî, ùî âîíà º ðîçâ’ÿçêîì ïåâíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³. Äëÿ öüîãî ñêî-
ðèñòàºìîñÿ òàêèìè åâðèñòè÷íèìè ì³ðêóâàííÿìè. Îñê³ëüêè â êîæíèé 
ìîìåíò ÷àñó çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê (4.175) êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïðî âèìó-
øåí³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (4.169), òî, 
î÷åâèäíî, éîãî çàäîâîëüíÿº ³ ãðàíè÷íèé âèðàç, ÿêèé îïèñóº âèìó-
øåí³ êîëèâàííÿ ñòðóíè ïðè t   ï³ä ä³ºþ äæåðåëà (4.177). Çâ³äñè 
âèïëèâàº, ùî ãîëîâíèé ÷ëåí ( ) i tA x e   ó ôîðìóë³ (4.178), ÿêèé ïðè 
t   îïèñóº óñòàëåí³ êîëèâàííÿ ñòðóíè, òàêîæ ìàº çàäîâîëüíÿòè 
ð³âíÿííÿ (4.169), à ðàçîì ç íèì ³ êðàéîâ³ óìîâè æîðñòêîãî çàêð³ïëåí-
íÿ (4.70). Ï³äñòàâèâøè öåé ÷ëåí ó ð³âíÿííÿ (4.169) òà óìîâè (4.70), 
áà÷èìî, ùî êîìïëåêñíîçíà÷íà àìïë³òóäà óñòàëåíèõ êîëèâàíü ( )A x  
ïðè äîâ³ëüí³é àìïë³òóä³ ôóíêö³¿ äæåðåë 0( )f x
  çàäîâîëüíÿº íåîäíîð³äíå 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
 
2 2
02 2 2 2
( ) 1 2
( ) ( ), , 0 ,
d y x i
y x f x x l
dx a a a
           (4.181) 
òà êðàéîâ³ óìîâè 
 (0) 0,y   ( ) 0.y l    (4.182) 
Çãàäàâøè, ùî ó ñïåö³àëüíîìó âèïàäêó 0( ) ( )f x x x     àìïë³òóäà 
( )A x  çá³ãàºòüñÿ ç ôóíêö³ºþ ( , ),G x x   ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî 
÷àñòîòíà ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè º 
íåïåðåðâíèì ó òî÷ö³ x x  ðîçâ’ÿçêîì êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
 
2
2 2
( , ) 1
( , ) ( ), 0 , ,
G x x
G x x x x x x l
x a


              (4.183) 
 (0, ) 0, ( , ) 0.G x G l x      (4.184) 
Ïåðåéäåìî òåïåð äî ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (4.183), (4.184). Äëÿ 
öüîãî ðîç³á’ºìî â³äð³çîê [0, ]l  íà äâà ïðîì³æêè 0 x x   ³ ,x x l    
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ÿê³ íàçâåìî â³äïîâ³äíî ïðîì³æîê ² òà ïðîì³æîê ²². Íà êîæíîìó ç öèõ 
ïðîì³æê³â ôóíêö³ÿ ( , )G x x   çàäîâîëüíÿº îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ 
 
2
2
( , )
( , ) 0
G x x
G x x
x


      (4.185) 
ó âíóòð³øí³õ òî÷êàõ ïðîì³æêó òà îäíó ç óìîâ (4.184) ó êðàéí³é òî÷ö³: 
(0, ) 0G x    íà ïðîì³æêó ² òà ( , ) 0G l x    íà ïðîì³æêó ²². Çàãàëüíèé 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (4.185) ìàº âèãëÿä 
 ( , ) sin cos ,G x x A x B x       
òîìó äëÿ ïðîì³æêó ² ç óðàõóâàííÿì êðàéîâî¿ óìîâè (0, ) 0G x    ä³ñ-
òàºìî 
 (I) ( , ) sin ,G x x A x     0 .x x    (4.186) 
ßêùî æ çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (4.185) ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 ( , ) sin ( ) cos ( )G x x C l x D l x         
³ ñêîðèñòàòèñÿ óìîâîþ ( , ) 0,G l x    òî äëÿ ïðîì³æêó ²² çíàõîäèìî 
 (II) ( , ) sin ( ),G x x C l x      .x x l     (4.187) 
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ øóêàíî¿ ôóíêö³¿ Ãð³íà ìîæåìî çàïèñàòè 
 
(I)
(II)
( , ), 0 ,
( , )
( , ), .
G x x x x
G x x
G x x x x l



         
  (4.188) 
Ó ö³é ôîðìóë³ çàëèøàþòüñÿ íåâ³äîìèìè äâ³ ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ. Ùîá 
¿õ â³äøóêàòè, ïîòð³áíî ìàòè äâ³ äîäàòêîâ³ óìîâè. Íèìè âèñòóïàþòü 
óìîâè çøèâàííÿ â òî÷ö³ .x x  
Ïåðøà óìîâà çøèâàííÿ âèïëèâàº ç ôàêòó íåïåðåðâíîñò³ ÷àñòîò-
íî¿ ôóíêö³¿ Ãð³íà, ÿêèé áóëî âñòàíîâëåíî íà ïî÷àòêó öüîãî ï³äðîçä³ëó. 
Çã³äíî ç ö³ºþ âëàñòèâ³ñòþ ôóíêö³¿ ( , )G x x   òà îçíà÷åííÿì íåïåðåðâ-
íîñò³, äëÿ áóäü-ÿêî¿ òî÷êè (0, )x l  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü 
 
0 0
lim ( , ) lim ( , ),G x x G x x  
         
àáî, ó á³ëüø êîìïàêòíèõ ïîçíà÷åííÿõ, 
 ( 0, ) ( 0, ).G x x G x x         (4.189) 
Äðóãó óìîâó çøèâàííÿ çíàéäåìî, ç³íòåãðóâàâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè 
ð³âíÿííÿ (4.183) çà çì³ííîþ x  ó ìåæàõ â³ä x    äî ,x    0,   òà 
ïåðåéøîâøè ó çäîáóò³é ð³âíîñò³ äî ãðàíèö³ 0.  Ìàºìî: 
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2
2 20 0
( , ) 1
lim ( , ) lim ( ) ,
x x x
x x x
G x x
dx G x x dx x x dx
x a
    

     
               
çâ³äêè, ç îãëÿäó íà âëàñòèâîñò³ äåëüòà-ôóíêö³¿ òà íåïåðåðâí³ñòü ôóíê-
ö³¿ ( , ),G x x   ä³ñòàºìî 
 
20
( , ) ( , ) 1
lim ,
x x x x
G x x G x x
x x a
 
     
         
 
àáî 
 2
1
( 0, ) ( 0, ) .G x x G x x
a 
            (4.190) 
Òàêèì ÷èíîì, íà â³äì³íó â³ä ñàìî¿ ôóíêö³¿ ( , ),G x x   ÿêà çàëèøàºòü-
ñÿ íåïåðåðâíîþ â òî÷ö³ x x  (óìîâà (4.189)), ¿¿ ïîõ³äíà ( , )G x x x    
ìàº â ö³é òî÷ö³ ñê³í÷åííèé ñòðèáîê (óìîâà (4.190)). 
Çà äîïîìîãîþ ââåäåíèõ íàìè ïîçíà÷åíü óìîâè çøèâàííÿ (4.189) ³ 
(4.190) íàáèðàþòü âèãëÿäó 
 (I) (II)( 0, ) ( 0, ),G x x G x x        
 (I) (II) 2
1
( 0, ) ( 0, ) .G x x G x x
a 
           
(4.191) 
Ï³äñòàâèâøè â íèõ âèðàçè (4.186) ³ (4.187), îòðèìóºìî ñèñòåìó ë³í³é-
íèõ ð³âíÿíü äëÿ â³äøóêàííÿ ñòàëèõ A  ³ :C  
 
2
sin sin ( ) 0,
1
cos cos ( ) .
A x C l x
A x C l x
a
     
       
  (4.192) 
Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (4.192) çíàõîäèìî çà ôîðìóëàìè Êðàìåðà 
,AA     ,CC     äå äåòåðì³íàíò ñèñòåìè 
 
sin sin ( )
sin ,
cos cos ( )
x l x
l
x l x
            
à äåòåðì³íàíòè A  òà C  îòðèìóºìî, çàì³íèâøè â   â³äïîâ³äíî 
ïåðøèé òà äðóãèé ñòîâï÷èêè íà ñòîâï÷èê ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ñèñòåìè 
(4.192): 
 
2
2
0 sin ( )
sin ( )
,1
cos ( )A
l x
l x
l x a
a
          
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2
2
sin 0
sin
.1
cosC
x
x
x a
a
      
 
Ìàºìî: 
 
2
sin ( )
,
sin
l x
A
a l
      2
sin
.
sin
x
C
a l
      (4.193) 
Ç ôîðìóë (4.186)–(4.188) ³ (4.193) îñòàòî÷íî ä³ñòàºìî: 
 
2
sin sin ( ), 0 ,1
( , ')
sin sin ( )sin , .
x l x x x
G x x
a l l x x x x l

               
  (4.194) 
Çàóâàæèìî, ùî âèâåäåííÿ ôîðìóëè (4.194) ìîæå çäàòèñÿ íå çîâñ³ì 
ñòðîãèì, àáî ïðèíàéìí³ òàêèì, ùî ïîòðåáóº ïîäàëüøîãî ç’ÿñóâàííÿ 
òåõí³÷íèõ äåòàëåé. Îäíàê ó ïðàâèëüíîñò³ ôîðìóëè (4.194) ìîæíà ïå-
ðåêîíàòèñÿ áåçïîñåðåäíüî. 
Çàâäàííÿ 4.9.1. Ïåðåâ³ðòå, ùî ïðè ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ (0, )x l  
ðÿä Ôóð’º äëÿ íåïàðíî¿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ íà ïðîì³æêó ( , ),l l  ÿêà 
ïðè 0x   âèçíà÷àºòüñÿ âèðàçîì (4.194), çá³ãàºòüñÿ ç ðÿäîì (4.180). 
Çàâäàííÿ 4.9.2. Ñêîðèñòàâøèñü ÿâíèì âèãëÿäîì âëàñíèõ ÷àñòîò 
2 2
n n     òà ôîðìóëîþ 
 
2 2 2
1
1 1
cos cos[( ) ],
2 sin( )2n
ny y b
b bn b b


    0 2 ,y    ,b n  
îá÷èñë³òü ñóìó ðÿäó (4.180) áåçïîñåðåäíüî òà ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî âîíà 
çá³ãàºòüñÿ ç ôóíêö³ºþ (4.194). 
Âêàç³âêà:  sin sin cos( ) cos( ) 2.         
Çàóâàæåííÿ 4.9.1. Ïðè 0   êðàéîâà çàäà÷à 
 
2 2
2
02 2
2 ( ) , 0 , 0,
(0, ) ( , ) 0
i tu u ua f x e x l t
tt x
u t u l t
          
 
   
 
  (4.195) 
ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê âèäó ( ) ,i tA x e   ùî â³äïîâ³äàº óñòàëåíèì êîëèâàí-
íÿì. Ñïðàâä³, íåõàé ³ñíóþòü äâà ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (4.195), (1)( ) i tA x e   ³ 
(2) ( ) .i tA x e   Çàïèñàâøè ¿õ ð³çíèöþ ó âèãëÿä³ 
 (2) (1)( ) ( ) ( ) ,i t i t i tA x e A x e g x e          
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äëÿ ôóíêö³¿ ( )g x  ä³ñòàíåìî êðàéîâó çàäà÷ó 
 
2
2 2
2
0, , 0 ,
(0) ( ) 0.
i
g g x l
a a
g g l
         
 
  (4.196) 
ßê ìè âæå áà÷èëè, öÿ çàäà÷à ìàº íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ëèøå çà 
óìîâè, ùî sin 0,l   òîáòî êîëè ,l n    àáî 
 
2 2 2
2 2 2
2
,
n i
l a a
     1,2,3,....n   
Îäíàê ïðè ä³éñíèõ çíà÷åííÿõ 0   ö³ ð³âíîñò³ íå ìîæóòü âèêîíóâàòèñÿ 
äëÿ ä³éñíèõ çíà÷åíü ÷àñòîòè .  Ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ( ) 0.g x   
Ç ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.195) ïðî óñòàëåí³ êîëè-
âàííÿ âèïëèâàº, áåç ïîñèëàíü íà ðîçêëàä ó ðÿä Ôóð’º, ùî âèðàçè äëÿ 
ôóíêö³¿ Ãð³íà (4.180) ³ (4.194) ìàþòü çá³ãàòèñÿ, îñê³ëüêè çà ¿õ äîïî-
ìîãîþ ïðè 0   ³ äîâ³ëüíî¿ ³íòåãðîâíî¿ ôóíêö³¿ äæåðåë çíàõîäèòüñÿ 
ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (4.195) âèäó ( ) .i tA x e   
Çàâäàííÿ 4.9.3. Ïåðåâ³ðòå, ùî äëÿ äîâ³ëüíî¿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ 
0( )f x
  ôóíêö³ÿ 
 
02
0
0
1
( , ) sin ( ) sin ( )
sin
sin sin ( ) ( )
x
i t
l
x
u x t e l x x f x dx
a l
x l x f x dx
           
      




  (4.197) 
º ðîçâ’ÿçêîì êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.195). 
Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ï³äðîçä³ëó íàãàäàºìî, ùî äëÿ òîãî, ùîá çíà-
éòè ÷àñòîòíó ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè 
ê³íöÿìè ó ñê³í÷åííîìó âèãëÿä³, ìè ðîçãëÿíóëè ñïåö³àëüíó êðàéîâó 
çàäà÷ó (4.183), (4.184) òà çíàéøëè ¿¿ ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê, ïîáóäóâàâøè 
äâà ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (4.183) â îáëàñòÿõ, ùî ëåæàòü çë³âà ³ ñïðàâà â³ä 
òî÷êè ,x  òà â³äíîâèâøè ÷îòèðè íåâ³äîì³ ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ â íèõ (ïî 
äâ³ â êîæíîìó) çà äîïîìîãîþ êðàéîâèõ óìîâ (4.184) òà óìîâ çøèâàííÿ 
(4.191). Öåé àëãîðèòì ïîáóäîâè ÷àñòîòíî¿ ôóíêö³¿ Ãð³íà ìîæíà çàñòî-
ñóâàòè ³ äëÿ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì ç ³íøèìè òèïàìè êðàéîâèõ óìîâ. 
Çàâäàííÿ 4.9.4. Çíàéä³òü ÷àñòîòíó ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ ïîçäîâæí³õ 
êîëèâàíü îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ 0 ,x l   ë³âèé ê³íåöü ÿêîãî çàêð³ïëå-
íèé æîðñòêî, à ïðàâèé — â³ëüíèé. 
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Âêàç³âêà. Â³äïîâ³äíà êðàéîâà çàäà÷à ñêëàäàºòüñÿ ç ð³âíÿííÿ (4.183) 
òà êðàéîâèõ óìîâ (0, ) 0,G x   ( , ) 0.G l x    
Â³äïîâ³äü: 
 
2
sin cos ( ), 0 ,1
( , )
cos cos ( )sin , .V
x l x x x
G x x
Sa l l x x x x l

                
  (4.198) 
Çàâäàííÿ 4.9.5. Òå ñàìå, ÿêùî ïðàâèé ê³íåöü ñòåðæíÿ çàêð³ïëåíèé 
ïðóæíî. 
Âêàç³âêà. Êðàéîâà óìîâà ñïðàâà ìàº âèãëÿä ( , ) ( , ) 0.G l x hG l x      
4.10. ÑÈÑÒÅÌÈ Ç ÏÐÓÆÍÎ ÇÀÊÐ²ÏËÅÍÈÌÈ Ê²ÍÖßÌÈ. 
ÌÅÒÎÄ Â²ÄÎÊÐÅÌËÅÍÍß ÇÌ²ÍÍÈÕ 
Ï³äõîäè, ÿê³ áóëè ðîçâèíóò³ âèùå äëÿ äîñë³äæåííÿ êîëèâàíü ñòðó-
íè ÷è ñòåðæíÿ ³ç çàêð³ïëåíèìè àáî â³ëüíèìè ê³íöÿìè, ìîæíà ïîøè-
ðèòè é íà âèïàäîê, êîëè ê³íö³ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè º ðóõîìèìè, àëå 
äëÿ ¿õ çì³ùåííÿ ìàº áóòè âèêîíàíà ïåâíà ðîáîòà. Ðàí³øå (äèâ. ï³ä-
ðîçä³ëè 3.1, 3.2) óæå íàâîäèëèñÿ ìîäåëüí³ ïðèêëàäè òàêèõ ñèñòåì — 
ñòðóíà òà ñòåðæåíü, äî ê³íö³â ÿêèõ ïðèêð³ïëåíî áåçìàñîâ³ ïðóæèíêè 
(ç êîåô³ö³ºíòàìè æîðñòêîñò³ 1 2, 0).k k   Óâàæàþ÷è ö³ ñèñòåìè îäíî-
ð³äíèìè òà êîðèñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòàìè ï³äðîçä³ëó 3.2, ïðèõîäèìî äî 
êðàéîâèõ çàäà÷ ïðî êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè (ñòåðæíÿ) ç ïðóæíî çà-
êð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, ÿê³ â çàãàëüíîìó âèïàäêó âêëþ÷àþòü íåîäíîð³äíå 
ð³âíÿííÿ êîëèâàíü 
 
2 2
2
2 2
( , ),
u u
a f x t
t x
     0 ,x l   0,t    (4.199) 
êðàéîâ³ óìîâè 
 1(0, ) (0, ) 0,xu t h u t   2( , ) ( , ) 0,xu l t h u l t   0,t    (3.33) 
òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè 
 0( ,0) ( ),u x u x  0( ,0) ( ),tu x v x  0 .x l    (3.34) 
Íàãàäàºìî, ùî äëÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè 0 ,i ih k T  0T  — ñèëà íàòÿãó 
ñòðóíè, ³ äëÿ îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ ,i ih k ES  E  ³ S  — ìîäóëü Þíãà 
ðå÷îâèíè òà ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ñòåðæíÿ ( 1,2).i   Ó ãðàíè÷-
íîìó âèïàäêó 1 2,h h   óìîâè (3.33) çâîäÿòüñÿ äî óìîâ æîðñòêîãî çà-
êð³ïëåííÿ ê³íö³â (3.36), à ïðè 1 2, 0h h   — óìîâ íà â³ëüíèõ ê³íöÿõ (3.37). 
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Î÷åâèäíî, ùî áåçïîñåðåäíº çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïðîäîâæåí-
íÿ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ (4.199), (3.33), (3.34) ñòàº ãðîì³çäêèì ³ 
ìàëî ïðîçîðèì, áî âíàñë³äîê á³ëüø ñêëàäíèõ êðàéîâèõ óìîâ çíà÷íî 
óñêëàäíþþòüñÿ ÿê ïîáóäîâà ïðîäîâæåíèõ ôóíêö³é, òàê ³ ïîäàëüøèé 
¿õ àíàë³ç. Ç ³íøîãî áîêó, ³íòó¿òèâíî çðîçóì³ëî, ùî é äëÿ öüîãî êëà-
ñó çàäà÷ ñòðóêòóðà ðîçâ’ÿçê³â ó âèãëÿä³ ðîçêëàä³â çà âëàñíèìè êîëè-
âàííÿìè ïîâèííà çáåð³ãàòèñÿ, îñê³ëüêè ôîðìóâàííÿ ñòîÿ÷èõ õâèëü º 
ñï³ëüíîþ ðèñîþ îáìåæåíèõ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì. Ôàêòè÷íî öÿ ³äåÿ 
ëåæèòü â îñíîâ³ çàãàëüíîãî ï³äõîäó äî ë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷, ÿêèé 
íàçèâàºòüñÿ ìåòîäîì â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ àáî ìåòîäîì Ôóð’º1. Ïåðå-
éäåìî äî âèêëàäó îñíîâ öüîãî ìåòîäó òà éîãî çàñòîñóâàíü äî ñèñòåì ³ç 
ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè. 
Ìåòîä â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äî çàäà÷, ïî-
ñòàâëåíèõ äëÿ ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü âèäó 
  1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ; ,..., ) 0,s n s nx x u x x         (4.200) 
äå 1( ,..., )s    ³ 1( , , )nx x   — ë³í³éí³ äèôåðåíö³àëüí³ îïåðàòîðè, ùî 
ì³ñòÿòü ïîõ³äí³ ëèøå çà çì³ííèìè 1,..., s   òà 1,..., ;nx x  êîåô³ö³ºíòè â 
öèõ îïåðàòîðàõ ìîæóòü çàëåæàòè òàêîæ ëèøå â³ä çì³ííèõ â³äïîâ³äíî 
1,..., s   òà 1,..., .nx x  ßêùî, íàïðèêëàä, ìíîæèíà çì³ííèõ 1,..., s   çâî-
äèòüñÿ äî îäí³º¿ ÷àñîâî¿ çì³ííî¿ ,t  à ìíîæèíà çì³ííèõ 1,..., nx x  — äî 
òðüîõ ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò ,x  y  ³ ,z  òî âèãëÿäó (4.200) íàáèðàº 
òðèâèì³ðíå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ Ä’Àëàìáåðà 
 
2
2
2
0,
u
a u
t
     
ÿêùî ïîêëàñòè 2 2( ) ,t t     2( , , ) ,x y z a    òà òðèâèì³ðíå ð³âíÿííÿ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ íåîäíîð³äíîãî ñåðåäîâèùà 
  1 div ( , , )grad 0,
( , , ) ( , , )
u
x y z u
t x y z c x y z
      
ÿêùî ( ) ,t t        1( , , ) ( , , ) ( , , ) div ( , , )gradx y z x y z c x y z x y z     ³ âè-
êîíóºòüñÿ óìîâà, ùî ãóñòèíà ( , , ),x y z  ïèòîìà òåïëîºìí³ñòü ( , , )c x y z  
òà êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³ ( , , )x y z  ñåðåäîâèùà íå çì³íþþòüñÿ 
ç ÷àñîì. 
Âèõ³äíîþ òî÷êîþ ìåòîäó â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ º â³äøóêàííÿ íå-
òðèâ³àëüíèõ ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (4.200) ó âèãëÿä³ äîáóòê³â 
1 Ó ë³òåðàòóð³ òàêîæ øèðîêî âæèâàºòüñÿ òåðì³í «ìåòîä ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ».
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 1 1 1 1( ,..., ; ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ).s n s nu x x T X x x       (4.201) 
Ï³äñòàâèìî äîáóòîê (4.201) ó ð³âíÿííÿ (4.200) òà ïîä³ëèìî îáèäâ³ 
÷àñòèíè çäîáóòîãî ð³âíÿííÿ íà øóêàíó ôóíêö³þ, òîáòî íà äîáóòîê 
(4.201). Ä³ñòàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 
1 1
1
1 1
1
1
( ,..., ) ( ,..., )
( ,..., )
1
( ,..., ) ( ,..., ).
( ,..., )
s s
s
n n
n
T
T
x x X x x
X x x
      
   (4.202) 
ßêùî ìíîæèíè çì³ííèõ 1,..., s   òà 1,..., nx x  íåçàëåæí³, òî ð³âí³ñòü 
(4.202) ìîæå ñïðàâäæóâàòèñÿ ëèøå çà óìîâè, ùî îáèäâ³ ¿¿ ÷àñòèíè äî-
ð³âíþþòü äåÿê³é ñòàë³é, ÿêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç .  Çâ³äñè áà÷èìî, ùî 
äîáóòîê (4.201) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (4.200) òîä³ é ëèøå òîä³, êîëè 
ñàì³ ìíîæíèêè 1( ,..., )sT    ³ 1( ,..., )nX x x  çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ 
 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) 0,s s sT T            (4.203) 
 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ) 0,n n nx x X x x X x x      (4.204) 
ç ò³ºþ ñàìîþ ñòàëîþ .  
Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ   ôóíêö³é 
1 1( ,..., ; ,..., )s nu x x   çà çì³ííèìè 1,..., nx x  º îáìåæåíîþ, à íà øóêàí³ 
ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (4.200) íàêëàäàºòüñÿ äîäàòêîâà âèìîãà, ùîá íà 
ïîâåðõí³ ,  ùî îáìåæóº îáëàñòü ,  âîíè çàäîâîëüíÿëè êðàéîâó 
óìîâó 
 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ; ,..., ) 0,n s nx x u x x       (4.205) 
äå 1( ,..., )nx x  — ë³í³éíèé äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð, ÿêèé ì³ñòèòü 
ëèøå ïîõ³äí³ çà çì³ííèìè 1,..., nx x  òà êîåô³ö³ºíòè ÿêîãî ìîæóòü çàëå-
æàòè ëèøå â³ä çì³ííèõ 1,..., .nx x  Òîä³ óìîâà (4.205) ïðèðîäíî ïåðåíî-
ñèòüñÿ é íà ìíîæíèê 1( ,..., ),nX x x  òîáòî äî ð³âíÿííÿ (4.204) äîäàºòüñÿ 
êðàéîâà óìîâà 
 1 1( ,..., ) ( ,..., ) 0.n nx x X x x     (4.206) 
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (4.204), 
ùî äîäàòêîâî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4.206), ³ñíóþòü ëèøå ïðè ïåâ-
íèõ çíà÷åííÿõ   ïàðàìåòðà .  Ö³ îñîáëèâ³ çíà÷åííÿ   íàçèâàþòü-
ñÿ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè, à íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè 1( ,..., ),nX x x  ùî ¿ì 
â³äïîâ³äàþòü, — âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.204), (4.206). 
Çíàéøîâøè   òà 1( ,..., ),nX x x  à òàêîæ íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè 
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1( ,..., )sT    ð³âíÿííÿ (4.203) ïðè ,    ä³ñòàºìî íåòðèâ³àëüí³ ÷àñ-
òèíí³ ðîçâ’ÿçêè 1 1 1 1( ,..., ; ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )s n s nu x x T X x x        ð³âíÿííÿ 
(4.200), ùî òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó óìîâó (4.205). 
Çà äîïîìîãîþ ôóíêö³é 1 1( ,..., ; ,..., )s nu x x    ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çà-
äà÷³ (4.200), (4.205) ó ðàìêàõ ìåòîäó â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ ïîäàºòü-
ñÿ ó âèãëÿä³ ôóíêö³îíàëüíîãî ðÿäó (óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Ôóð’º) 
 1 1 1 1( ,..., ; ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., ),s n s nu x x C T X x x  

       (4.207) 
äå C  — äåÿê³ êîåô³ö³ºíòè. 
Ñêîðèñòàºìîñÿ ùîéíî îïèñàíèì ìåòîäîì, ùîá ïîáóäóâàòè çà-
ãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ íàòÿãíåíî¿ 
îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè. Îñê³ëüêè ð³âíÿí-
íÿ ðóõó ñòðóíè â òàê³é çàäà÷³ ìàº âèãëÿä 
 
2 2
2
2 2
0,
u u
a
t x
      (4.208) 
òî òåïåð ìíîæèíà çì³ííèõ 1,..., s   çâîäèòüñÿ äî îäí³º¿ ÷àñîâî¿ çì³í-
íî¿ ,t  ìíîæèíà çì³ííèõ 1,..., nx x  — äî îäí³º¿ ïðîñòîðî¿ çì³ííî¿ ,x  
à îïåðàòîðè 2 2t     ³ 2 2 2 .a x     Âèõîäÿ÷è ³ç çàãàëüíî¿ ñõå-
ìè, ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (4.208) øóêàºìî ó âèãëÿä³ äîáóò-
êó ( , ) ( ) ( ).u x t T t X x  Ï³äñòàâèâøè éîãî â ð³âíÿííÿ (4.208), ä³ñòàºìî 
ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 
2
( ) ( )
,
( )( )
T t X x
X xa T t
   
ÿêå ìîæå âèêîíóâàòèñÿ äëÿ äîâ³ëüíèõ çíà÷åíü x  ³ t  ëèøå çà óìîâè, 
ùî îáèäâ³ éîãî ÷àñòèíè äîð³âíþþòü äåÿê³é ñòàë³é .  Âèìàãàþ÷è òà-
êîæ, ùîá ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (4.208) çàäîâîëüíÿëè êðàéîâ³ 
óìîâè (3.33), çíàõîäèìî, ùî ôóíêö³ÿ ( )T t  çàäîâîëüíÿº çâè÷àéíå äè-
ôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
 2( ) ( ) 0,T t a T t      (4.209) 
à ôóíêö³ÿ ( )X x  — çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
 ( ) ( ) 0X x X x      (4.210) 
òà êðàéîâ³ óìîâè 
 1(0) (0) 0,X h X    2( ) ( ) 0.X l h X l     (4.211) 
Çàãàëüí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü (4.209) ³ (4.210) îïèñóþòüñÿ âèðàçàìè 
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 ( ) cos sin ,T t A at B at      (4.212) 
 ( ) cos sin .X x C x D x      (4.213) 
Êðàéîâà óìîâà â òî÷ö³ 0x   (ïåðøà ôîðìóëà â (4.211)) äàº ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ 1 0,D h C    òîìó ôóíêö³þ (4.213) ìîæåìî ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 ( ) ( ),X x CX x   (4.214) 
äå 
 1( ) cos sin .
h
X x x x       (4.215) 
Êðàéîâà óìîâà â òî÷ö³ x l  (äðóãà ôîðìóëà â (4.211)) äàë³ äàº ð³âíÿí-
íÿ ( ) 0,C m    äå ïîçíà÷åíî 
   1 22 1 2( ) ( ) ( ) cos sin .h hm X l h X l h h l l                  (4.216) 
Îñê³ëüêè 0C   (³íàêøå ìàòèìåìî ( ) 0),X x   òî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî 
íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè (4.210), (4.211) äëÿ êîîð-
äèíàòíî¿ ÷àñòèíè ( )X x  ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ (4.208), (3.33) ³ñ-
íóþòü äëÿ òèõ ³ ëèøå òèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà ,  ùî º íóëÿìè ôóíêö³¿ 
( ),m   òîáòî êîðåíÿìè ð³âíÿííÿ 
 ( ) 0.m     (4.217) 
Çã³äíî ³ç ñêàçàíèì âèùå, ö³ îñîáëèâ³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà   íàçè-
âàþòüñÿ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.210), (4.211), à íå-
òðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè (4.210), (4.211) ïðè öèõ çíà÷åííÿõ   — 
âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè ö³º¿ çàäà÷³. 
Ç ÿâíîãî âèðàçó (4.216) äëÿ ôóíêö³¿ ( )m   âèïëèâàº, ùî âîíà º îä-
íîçíà÷íîþ àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ºþ ïàðàìåòðà   ó ñê³í÷åíí³é ÷àñòè-
í³ êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè, à âñ³ ¿¿ íóë³ ëåæàòü íà ä³éñí³é ï³âîñ³ [0, ).  
Îñòàííº òâåðäæåííÿ ìîæíà äîâåñòè ³ áåç ïîñèëàííÿ íà ÿâíèé âèãëÿä 
âèðàçó (4.216). Ñïðàâä³, íåõàé   ³ ( )X x  — äîâ³ëüíå âëàñíå çíà÷åí-
íÿ òà â³äïîâ³äíà âëàñíà ôóíêö³ÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.210), (4.211). Òîä³ 
ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü 
 ( ) ( ) 0.X x X x       
Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ¿¿ ÷àñòèíè íà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíó ôóíêö³þ 
( )X x  òà ç³íòåãðóºìî îòðèìàí³ âèðàçè çà çì³ííîþ x  ó ìåæàõ â³ä 0 äî 
.l  Ä³ñòàºìî: 
 
2
0 0
( ) ( ) ( ) .
l l
X x X x dx X x dx        
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Çàñòîñóâàâøè ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òà ñêîðèñòàâøèñü óìîâàìè 
(4.211), äëÿ ³íòåãðàëà â ë³â³é ÷àñòèí³ ìàºìî: 
 
2
0 0
2 2 2
1 2
0
( ) ( ) (0) (0) ( ) ( ) ( )
(0) ( ) ( ) .
l l
l
X x X x dx X X X l X l X x dx
h X h X l X x dx
      
  
       
  
 

 
Îòæå, 
 
2 2 2
1 2
0
2
0
(0) ( ) ( )
.
( )
l
l
h X h X l X x dx
X x dx
  


 
 


  (4.218) 
Îñê³ëüêè 1 2, 0h h   ³ âñ³ ³íø³ âèðàçè â ÷èñåëüíèêó ö³º¿ ôîðìóëè òàêîæ 
íåâ³ä’ºìí³, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî 0.   
Ïîêàæåìî òåïåð, ùî íà äîäàòí³é ï³âîñ³ ôóíêö³ÿ ( )m   ìàº íåñê³í-
÷åííî áàãàòî íóë³â. Äëÿ öüîãî â ð³âíÿíí³ (4.217) ïðè 0   ïåðåéäåìî 
äî áåçðîçì³ðíèõ çì³ííèõ 
 0,l     1 1 0,h l    2 2 0h l     (4.219) 
òà ïîäàìî éîãî ó âèãëÿä³ 
   1 21 2 cos sin 0.               (4.220) 
Óâ³âøè äàë³ âåëè÷èíó ( )     çà ôîðìóëàìè 
 
 
1 2
2
2 1 2
1 2
cos ,
  
         
 
 
 
1 2
2
2 1 2
1 2
sin ,
    
         
  
(4.221) 
ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ (4.220) ÿê 
    
2
2 1 2
1 2 cos ( ) 0.
                 (4.222) 
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Ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (4.221) òà äîïóñòèì³ çíà÷åííÿ çì³ííèõ (4.219) 
ìàºìî òàêîæ íåð³âí³ñòü 
 
1 2
1 2
( ) arctg .
2 2
             (4.223) 
Ç íå¿ âèïëèâàº, ùî àðãóìåíò êîñèíóñà ( )     ó ôîðìóë³ (4.222) — öå 
ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ôóíêö³ÿ ïàðàìåòðà ,  çíà÷åííÿ ÿêî¿ ïðîá³ãà-
þòü ï³ââ³ñü ( 2, ),   êîëè çì³ííà   ïðîá³ãàº ï³ââ³ñü (0, ).  
Òàêèì ÷èíîì, íà ï³âîñ³ (0, )  ³ñíóº çðîñòàþ÷à ïîñë³äîâí³ñòü ÷èñåë 
1,..., ,...,n   òàêèõ, ùî 
 ( ) ( 1),
2n n
n
         1,2,....n    (4.224) 
Îñê³ëüêè ÷èñëà n  º êîðåíÿìè ð³âíÿííÿ (4.220), òî ÷èñëà 
 
2
2
,nn l
   1,2,...,n    (4.225) 
º âëàñíèìè çíà÷åííÿìè êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.210), (4.211). ¯ì â³äïîâ³äà-
þòü âëàñí³ ôóíêö³¿ (äèâ. ôîðìóëè (4.214) ³ (4.215)) 
 1( ) ( ) cos sin .
n
n n
n n n
n
x h l x
X x C X x C
l l
      
  (4.226) 
Áåðó÷è äî óâàãè ôîðìóëè (4.212) ïðè ,n    (4.225) ³ (4.226), áà-
÷èìî, ùî ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ë³í³éíî¿ ñèñòåìè (4.208), (3.33) ìàþòü 
âèãëÿä 
  1( ) ( ) cos sin cos sin ,n nn n n n n
n
x h l x
T x X x C A t B t
l l
        
.nn
a
l
   (4.227) 
Âîíè îïèñóþòü âëàñí³ êîëèâàííÿ ñòðóíè (ñòåðæíÿ) ç ïðóæíî çàêð³-
ïëåíèìè ê³íöÿìè, ïðè ÿêèõ òî÷êè ñòðóíè (ñòåðæíÿ) ãàðìîí³÷íî êî-
ëèâàþòüñÿ ç âëàñíèìè ÷àñòîòàìè ,n na l    1,2,...,n   òà àìïë³òóäà-
ìè, ïðîïîðö³éíèìè âëàñíèì ôóíêö³ÿì (4.226) â³äïîâ³äíî¿ êðàéîâî¿ 
çàäà÷³ (4.210), (4.211). 
Çàâäàííÿ 4.10.1. Ïðîàíàë³çóéòå ïîâåä³íêó êîðåí³â ð³âíÿííÿ (4.224) 
ó ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ 1 2,h h   ³ 1 2, 0.h h   Âèïèø³òü âëàñí³ ÷àñòîòè, 
âëàñí³ ôóíêö³¿ òà âëàñí³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè (ñòåðæíÿ) äëÿ 
öèõ âèïàäê³â. 
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Çàâäàííÿ 4.10.2. Çàñòîñóéòå ìåòîä â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ áåçïî-
ñåðåäíüî äî çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè 
³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè. Ïîð³âíÿéòå îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ç â³äïîâ³ä-
íèìè ðåçóëüòàòàìè çàâäàííÿ 4.10.1. 
Çàâäàííÿ 4.10.3. Òå ñàìå äëÿ çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ ïîçäîâæí³ êîëèâàí-
íÿ îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ ç â³ëüíèìè ê³íöÿìè. 
Âëàñí³ ôóíêö³¿ (4.226) âèçíà÷åí³ ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà 
.nC  Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ éîãî çðó÷íî âèáèðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá âè-
êîíóâàëàñÿ óìîâà íîðìóâàííÿ 
 
2
0
( ) 1.
l
nX x dx    (4.228) 
Âëàñí³ ôóíêö³¿, ùî çàäîâîëüíÿþòü öå ñï³ââ³äíîøåííÿ, íàçèâàþòüñÿ 
íîðìîâàíèìè. 
Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (4.214) óìîâà íîðìóâàííÿ (4.228) íàáèðàº âè-
ãëÿäó 
 
2
2
0
1
( ) .
n
l
n
X x dx
C
   (4.229) 
Ï³äñòàâèâøè ñþäè ÿâíèé âèðàç (4.215) äëÿ ôóíêö³¿ ( ),
n
X x  ìîæåìî 
áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëèòè ³íòåãðàë (4.229) òà â³äíîâèòè ñòàëó .nC  Îä-
íàê, ìàþ÷è íà óâàç³ îòðèìàòè íå ëèøå çíà÷åííÿ ,nC  àëå é íèçêó äî-
äàòêîâèõ ñï³ââ³äíîøåíü, ìè ðîçãëÿíåìî ³íòåãðàë 
 ,
0
( ) ( ) ,
n n
l
J X x X x dx       (4.230) 
äå   — äîâ³ëüíå ÷èñëî, ÿêå â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå äîð³âíþº âëàñ-
íîìó çíà÷åííþ .n  
Íàãàäàºìî, ùî ôóíêö³¿ ( )X x  ³ ( )nX x  çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ 
(4.210) ïðè çíà÷åííÿõ ñòàëî¿ â³äïîâ³äíî   ³ .n    Âèïèøåìî ö³ ð³â-
íÿííÿ, ïîìíîæèìî ¿õ íà, â³äïîâ³äíî, ( )
n
X x  ³ ( ),X x  à ïîò³ì â³äí³ìå-
ìî. Ó òàêèé ñïîñ³á çíàõîäèìî, ùî ï³ä³íòåãðàëüíèé âèðàç â ³íòåãðàë³ 
(4.230) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1
( ) ( ) ( ) ( ) ,
n n n
n n
n
n
X x X x X x X x X x X x
d
X x X x X x X x
dx
     
   
       
      
 
çâ³äêè áà÷èìî, ùî 
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 ,
0
1
( ) ( ) ( ) ( ) .
n n n
l
n
J X x X x X x X x             
Îñê³ëüêè îáèäâ³ ôóíêö³¿ ( )X x  ³ ( )nX x  çàäîâîëüíÿþòü ïåðøó ç êðà-
éîâèõ óìîâ (4.211), äàë³ çíàõîäèìî: 
 ,
1
( ) ( ) ( ) ( ) .
n n n
n
J X l X l X l X l             
Öåé ³íòåãðàë çðó÷íî âèðàçèòè ÷åðåç ôóíêö³þ (4.216), äëÿ ÷îãî â êâà-
äðàòíèõ äóæêàõ äîäàìî òà â³äí³ìåìî âèðàç 2 ( ) ( ).nh X l X l   Ìàºìî: 
 
, 2 2
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1
( ) ( ) ( ) ( ) .
n n n n n
n
n
n
n
J X l X l h X l X l X l X l h X l X l
m X l m X l
         
 
         
       
 
Óçÿâøè äî óâàãè, ùî ( ) 0,nm    îñòàòî÷íî îòðèìóºìî: 
 ,
( ) ( )
( ).
n n
n
n
m m
J X l  
        (4.231) 
Ïðîàíàë³çóºìî ïîâåä³íêó âèðàçó (4.231). Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèö³ 
ïðè ,n  ä³ñòàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 2
0
( ) ( ) ( ),
n n
l
nX x dx m X l      (4.232) 
äå ñèìâîë ( )m   îçíà÷àº ïîõ³äíó ôóíêö³¿ ( )m   çà àðãóìåíòîì .  
Îñê³ëüêè, çã³äíî ç ôîðìóëàìè (4.215)–(4.217) ³ (4.225), 
 
2 2
1 2 1 2
1 2 2 2
1
( ) 1 ( ) sin 1 cos ,
2n n nn n n
h h l h h ll
m h h l
                          
 
 1( ) cos sin ,
n n n
n
h l
X l      
   21 21 2 2( ) cos 1 sin 0,nn n n
n
h h l
m h h
l
           
 
ï³ñëÿ äåùî ãðîì³çäêèõ ïåðåòâîðåíü1 çíàõîäèìî, ùî ïðè 1 20 ,h h    
1 Ïîìíîæòå âèïèñàí³ âèðàçè äëÿ ( )nm   ³ ( ),nX l  âèíåñ³òü çà äóæêè ìíîæíèê   12 2cos 1 tgn n     , óñþäè çàì³í³òü tg n  âèðàçîì, çíàéäåíèì ³ç ð³âíÿííÿ ( ) 0,nm    
òà ñïðîñò³òü îòðèìàí³ äðîáè. 
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 
 
2 2 2
1 1 2
1 2 2 22 2 2
2 1
2 2 2 4
2 2 2 2 1 2
1 2 2
1 1
1 .
2 2
n n
n
n
n
n
h l h h l
h h
h ll l
C
h h l
h h l

                    
  (4.233) 
Ç äðóãîãî áîêó, ïåðåõîäÿ÷è ó âèðàç³ (4.231) äî ãðàíèö³ m n    
òà âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ ( ) 0,mm    çíàõîäèìî 
 
0
( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0.
m n n
l
m n
m n
m m
X x X x dx X l  
        (4.234) 
Çâ³äñè â³äðàçó áà÷èìî, ùî âëàñí³ ôóíêö³¿ (4.226) êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
(4.210), (4.211), ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ð³çíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó îðòîãîíàëüíîñò³ (äëÿ îäíîð³äíèõ ñèñòåì) 
 
0
( ) ( ) 0, .
l
m nX x X x dx m n    (4.235) 
Ôóíêö³¿ ç òàêîþ âëàñòèâ³ñòþ íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè. 
Çàóâàæèìî, ùî çíàê êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ ó ôîðìóëàõ (4.228), 
(4.235) (òà ¿õ àíàëîãàõ (4.246), (4.247) äëÿ íåîäíîð³äíèõ ñèñòåì) ìîæ-
íà îïóñòèòè, ÿêùî, ÿê ³ â íàøîìó âèïàäêó, âëàñí³ ôóíêö³¿ ìîæíà âè-
áðàòè ä³éñíèìè. 
Íåõàé 1 2 ... ...n        — çðîñòàþ÷à ïîñë³äîâí³ñòü âëàñíèõ çíà-
÷åíü êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.210), (4.211), à  
1
( ) ( )
nn n
X x C X x

  — â³äïîâ³ä-
íà ïîñë³äîâí³ñòü âëàñíèõ ôóíêö³é. ßêùî îñòàíí³ º íîðìîâàíèìè, òî 
çã³äíî ç ôîðìóëàìè (4.228) ³ (4.235) óñ³ ÷ëåíè ïîñë³äîâíîñò³  
1
( )nX x

 
ìàþòü âëàñòèâ³ñòü 
 
0
1, ÿêùî ,
( ) ( )
0, ÿêùî ,
l
m n mn
m n
X x X x dx
m n
      (4.236) 
òîáòî º îðòîíîðìîâàíèìè. Çâåðíåìî óâàãó, ùî òàêó ñàìó âëàñòèâ³ñòü 
ìàþòü ³ ïîñë³äîâíîñò³ íîðìîâàíèõ âëàñíèõ ôóíêö³é 
 
1
2
( ) sinn
nx
X x
l l
     
 òà 
0
2 ( 1 2)
( ) sin ,n
n x
X x
l l
      
 
ùî ç’ÿâëÿþòüñÿ â çàäà÷àõ ïðî êîëèâàííÿ â³äïîâ³äíî ñòðóíè ³ç çàêð³-
ïëåíèìè ê³íöÿìè (äèâ. ôîðìóëó (4.92)) òà ñòåðæíÿ ç ë³âèì çàêð³ïëå-
íèì ³ ïðàâèì â³ëüíèì ê³íöÿìè (äèâ. ôîðìóëó (4.160)). 
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Íà ï³äñòàâ³ ñï³ââ³äíîøåíü (4.236) ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè: ÿêùî íå-
ïåðåðâíà ôóíêö³ÿ ( )x  äîïóñêàº çîáðàæåííÿ ó âèãëÿä³ ð³âíîì³ðíî 
çá³æíîãî ôóíêö³îíàëüíîãî ðÿäó 
 
1
( ) ( ),n n
n
x c X x


    (4.237) 
òî òàêå çîáðàæåííÿ ºäèíå. Ñïðàâä³, ïîìíîæèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³â-
íîñò³ (4.237) íà ôóíêö³þ ( )mX x  òà ïî÷ëåííî ç³íòåãðóâàâøè ð³âíîì³ðíî 
çá³æíèé ðÿä ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ çäîáóòî¿ ð³âíîñò³, çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè 
(4.236) çíàõîäèìî îäíîçíà÷í³ âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ðÿäó (4.237): 
 
1 10 0
( ) ( ) ( ) ( ) .
l l
m n n m n nm m
n n
x X x dx c X x X x dx c c
 
 
         (4.238) 
Ðÿäè âèäó (4.237) íàçèâàþòüñÿ óçàãàëüíåíèìè ðÿäàìè Ôóð’º ôóíê-
ö³¿ ( )x  çà (îðòîíîðìîâàíèìè) âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè ( ),nX x  à êîå-
ô³ö³ºíòè (4.238) — â³äïîâ³äíèìè óçàãàëüíåíèìè êîåô³ö³ºíòàìè Ôóð’º 
÷è ïðîñòî êîåô³ö³ºíòàìè Ôóð’º ôóíêö³¿ ( ).x  Ó íàñòóïíîìó ï³äðîçä³-
ë³ áóäå ïîêàçàíî, ùî ïîñë³äîâí³ñòü ÷àñòêîâèõ ñóì ( )NS x  ðÿäó (4.237) 
äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ ( ),x  íåïåðåðâíî¿ íà â³äð³çêó [0, ],l  çá³ãàºòüñÿ 
äî ( )x  ïðèíàéìí³ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, òîáòî 
 
2
0
lim ( ) ( ) 0;
l
NN
x S x dx     
ÿêùî æ ( )x  äîäàòêîâî º íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíîþ íà [0, ]l  òà 
çàäîâîëüíÿº óìîâè (0) ( ) 0,l     òî öÿ ïîñë³äîâí³ñòü çá³ãàºòüñÿ äî 
( )x  ð³âíîì³ðíî íà [0, ].l  
Òîé ôàêò, ùî ôóíêö³¿ äîñòàòíüî øèðîêîãî êëàñó ìîæíà ðîçâèíó-
òè íà â³äð³çêó [0, ]l  â óçàãàëüíåí³ ðÿäè Ôóð’º, äîçâîëÿº ñôîðìóëþâàòè 
ïðîñòèé àëãîðèòì ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
 
2 2
2
2 2
1 2
0 0
, 0 , 0,
(0, ) (0, ) 0, ( , ) ( , ) 0, 0,
( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0 ,
x x
t
u u
a x l t
t x
u t h u t u l t h u l t t
u x u x u x v x x l
     
    
   
  (4.239) 
ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ ñòðóíè ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ó âèãëÿ-
ä³ ñóïåðïîçèö³¿ âëàñíèõ êîëèâàíü òàêî¿ ñòðóíè. ßêùî ïî÷àòêîâ³ ôóíê-
ö³¿ 0( )u x  ³ 0( )v x  äîïóñêàþòü íà [0, ]l  çîáðàæåííÿ ó âèãëÿä³ àáñîëþòíî ³ 
ð³âíîì³ðíî çá³æíèõ ðÿä³â âèäó (4.237), ÿê³ ìîæíà ïî÷ëåííî äèôåðåí-
ö³þâàòè â³äïîâ³äíî äâ³÷³ òà îäèí ðàç, ³ ïðè öüîìó îòðèìóâàí³ ðÿäè òåæ 
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º àáñîëþòíî ³ ð³âíîì³ðíî çá³æíèìè, òî (ºäèíèé) äâ³÷³ íåïåðåðâíî äè-
ôåðåíö³éîâíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (4.239) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 
1
( , ) ( ) ( ),n n
n
u x t q t X x


   (4.240) 
äå 
 ( ) cos sin ,nn n n n
n
b
q t a t t     ,n na     (4.241) 
 0
0
( ) ( ) ,
l
n na u x X x dx   0
0
( ) ( ) .
l
n nb v x X x dx    (4.242) 
Çîêðåìà, ÿêùî 0( ) 0,u x   òî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (4.239) íàáèðàº âèãëÿäó 
 0
0
( , ) ( , ; ) ( ) ,
l
u x t G x x t v x dx      (4.243) 
äå 
 
1
sin1
( , ; ) ( ) ( )n n n
n n
t
G x x t X x X x


      (4.244) 
— (÷àñîâà) ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ çàäà÷³ (4.239). Ïðè íàÿâíîñò³ ñèëè òåðòÿ 
ç ïîãîííîþ ãóñòèíîþ 2 ( , )tu x t   âèðàç äëÿ ôóíêö³¿ Ãð³íà çì³íþºòü-
ñÿ, ñòàþ÷è ñõîæèì çà ñâîºþ ñòðóêòóðîþ íà âèðàç (4.172): 
 
1
sin1
( , ; ) ( ) ( ),t n n n
n n
t
G x x t e X x X x


     2 2 .n n      (4.245) 
Çàóâàæåííÿ 4.10.1. Ìè ââåëè «çàéâ³» ìíîæíèêè   ó ôîðìóë³ 
(4.243) ³ 1   ó ôîðìóëàõ (4.244) ³ (4.245) äëÿ òîãî, ùîá íå çì³íþâàòè 
ô³çè÷íèé çì³ñò ³ ðîçì³ðí³ñòü ôóíêö³é Ãð³íà ïðè ïåðåõîä³ äî êðàéîâèõ 
çàäà÷ ïðî êîëèâàííÿ íåîäíîð³äíèõ ñòðóí ³ ñòåðæí³â ç³ çì³ííèì ðîçïî-
ä³ëîì ìàñè ( ).x  ßê ñòàíå çðîçóì³ëî ç ïîäàëüøîãî âèêëàäó, äëÿ òàêèõ 
ñèñòåì ïðèðîäíèìè óìîâàìè íîðìóâàííÿ òà îðòîãîíàëüíîñò³ âèñòó-
ïàþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 
2
0
( ) ( ) 1,
l
nx X x dx    (4.246) 
 
0
( ) ( ) ( ) 0, ,
l
m nx X x X x dx m n     (4.247) 
à íå (4.228) ³ (4.235), êîòð³ çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îäíîð³ä-
íèõ ñèñòåì. 
ßê ³ ó âèïàäêó îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî âèìóøåí³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ç ïðóæ-
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íî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, ùî â³äáóâàþòüñÿ ó â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³ 
ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüî¿ ñèëè ç ïîãîííîþ ãóñòèíîþ ( , )F x t  ³ ïðè íóëüîâèõ 
ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ 0( ) 0,u x   0( ) 0,v x   òîáòî êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
 
2 2
2
2 2
1 2
2 ( , ), 0 , 0,
(0, ) (0, ) 0, ( , ) ( , ) 0, 0,
( ,0) 0, ( ,0) 0, 0 ,
x x
t
u u u
a f x t x l t
t x t
u t h u t u l t h u l t t
u x u x x l
          
    
   
  (4.248) 
äå ( , ) ( , ) ,f x t F x t   äàºòüñÿ, çã³äíî ç ïðèíöèïîì Äþàìåëÿ, ôîðìó-
ëîþ 
 
0 0
( , ) ( , ; ) ( , ).
t l
u x t d dx G x x t F x          (4.249) 
Çàâäàííÿ 4.10.4. Ðîçâ’ÿæ³òü êðàéîâó çàäà÷ó (4.248) ìåòîäîì Ôóð’º. 
Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî çíàéäåíèé ðîçâ’ÿçîê îïèñóºòüñÿ âèðàçîì (4.249) 
ç ôóíêö³ºþ Ãð³íà (4.245). 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Óâàæàþ÷è âëàñí³ çíà÷åííÿ n  ³ âëàñí³ ôóíêö³¿ ( )nX x  
â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ ñòðóíè â³äîìèìè (äèâ. ôîð-
ìóëè (4.225), (4.226) ³ (4.233)), ðîçâèâàºìî ôóíêö³þ ( , )f x t  â ðÿä Ôóð’º 
 ( , ) ( ) ( )n n
n
f x t f t X x   (4.250) 
ç êîåô³ö³ºíòàìè 
 
0
( ) ( , ) ( )
l
n nf t f x t X x dx      (4.251) 
òà øóêàºìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (4.248) ó âèãëÿä³ ðÿäó 
 ( , ) ( ) ( ).n n
n
u x t q t X x   (4.252) 
Ï³äñòàâèìî ðÿäè (4.250) òà (4.252) â çàäà÷ó (4.248). Ç îãëÿäó íà ð³â-
íÿííÿ ( ) ( ),n n nX x X x    êðàéîâ³ óìîâè äëÿ ôóíêö³é ( ),nX x  à òàêîæ 
ïîâíîòó é îðòîíîðìîâàí³ñòü îñòàíí³õ, äëÿ ôóíêö³é ( )nq t  ä³ñòàºìî 
çâè÷àéíå íåîäíîð³äíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
 2( ) 2  ( ) ( ) ( ),n n n n nq t q t q t f t      0,t    (4.253) 
äå n na    — ÷àñòîòè â³ëüíèõ êîëèâàíü ñòðóíè, òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè 
 (0) 0, (0) 0.n nq q    (4.254) 
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Ðîçâ’ÿçóºìî ð³âíÿííÿ (4.253) ìåòîäîì âàð³àö³¿ ñòàëèõ. Îñê³ëü-
êè çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíîãî îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (êîëè 
( ) 0)nf t   ìàº âèãëÿä 
 ( ) cos sin ,t tn n n n nq t A e t B e t
       (4.255) 
äå nA  ³ nB  — ñòàë³, 
2 2
n n     — ÷àñòîòè êîëèâàíü ñòðóíè ó 
â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³ (ïðèïóñêàºìî, ùî 2 2n   ), òî ðîçâ’ÿçîê íåîä-
íîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (4.253) òåæ òðåáà øóêàòè â òàêîìó âèãëÿä³, àëå ç 
êîåô³ö³ºíòàìè nA  ³ ,nB  ùî º ôóíêö³ÿìè àðãóìåíòó .t  Çã³äíî ³ç çàãàëü-
íîþ ñõåìîþ äëÿ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, íà ö³ ôóíêö³¿ íàêëàäàºìî 
óìîâó 
 cos sin 0.n n n nA t B t       (4.256) 
Äðóãå ð³âíÿííÿ äëÿ nA  ³ nB  çíàõîäèìî, ï³äñòàâèâøè âèðàç (4.255) ó 
ð³âíÿííÿ (4.253) òà âèêîíàâøè â³äïîâ³äí³ ñêîðî÷åííÿ: 
 
1
sin cos ( ).tn n n n n
n
A t B t e f t     
    (4.257) 
Ïîìíîæèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (4.256) íà cos ,nt  ð³âíÿí-
íÿ (4.257) — íà sin ,nt  òà â³äíÿâøè çäîáóò³ ð³âíÿííÿ, ä³ñòàºìî 
 
1
sin ( ),tn n n
n
A e t f t  
  
çâ³äêè 
 
0
1
( ) sin ( ) ,
t
n n n
n
A t e f d        
äå ñòàëó ³íòåãðóâàííÿ ìè ïðèð³âíÿëè äî íóëÿ â ñèëó ïåðøî¿ ïî÷àòêî-
âî¿ óìîâè (4.254): (0) (0) 0.n nq A   
Äàë³ ìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (4.256) íà sin ,nt  ð³âíÿí-
íÿ (4.257) — íà cos ,nt  òà äîäàºìî çäîáóò³ ð³âíÿííÿ. Ä³ñòàºìî 
 
1
cos ( ),tn n n
n
B e t f t 
  
 
0
1
( ) cos ( ) ,
t
n n n
n
B t e f d       
äå, ç îãëÿäó íà äðóãó óìîâó (4.254) òà ÿâíèé âèãëÿä ôóíêö³¿ ( ),nA t  
ñòàëó ³íòåãðóâàííÿ òåæ ïðèð³âíÿëè äî íóëÿ: (0) (0) (0)n n n nq A B  
(0) 0,n nB    òîáòî (0) 0.nB   
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Ï³äñòàâèâøè çíàéäåí³ ôóíêö³¿ nA  ³ nB  ó ïðàâó ÷àñòèíó âèðàçó 
(4.255), ï³ñëÿ ïðîñòèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü çíàõîäèìî: 
 ( )
0
sin ( )
( ) ( ) .
t
t n
n n
n
t
q t e f d 
       (4.258) 
Â³äïîâ³äü (4.249) îòðèìóºìî, ï³äñòàâèâøè âèðàç (4.258) ó ôîðìóëó 
(4.252) òà çàïèñàâøè êîåô³ö³ºíòè ( )nf   ó âèãëÿä³ (4.251). 
Ïîâòîðþþ÷è ìàéæå äîñë³âíî àíàë³ç, âèêîíàíèé ðàí³øå äëÿ ñòðó-
íè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, çíàõîäèìî, ùî ï³ä ä³ºþ êîìïëåêñíî-
çíà÷íî¿ ãàðìîí³÷íî¿ ñèëè ç ïîãîííîþ ãóñòèíîþ 0( , ) ( )
i tF x t F x e    âñ³ 
òî÷êè ñòðóíè ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ïîñòóïîâî ïî÷èíàþòü 
êîëèâàòèñÿ ç ÷àñòîòîþ ñèëè   ³ êîìïëåêñíîçíà÷íîþ àìïë³òóäîþ 
 0
0
( ) ( , ) ( ) ,
l
A x G x x F x dx         (4.259) 
äå 
 
2 2
1
1 1
( , ) ( ) ( )
( ) n nn n
G x x X x X x
i



         (4.260) 
– ÷àñòîòíà ôóíêö³ÿ Ãð³íà ñòðóíè. Ïðè 0  àìïë³òóäà óñòàëåíèõ êî-
ëèâàíü (4.259) º, î÷åâèäíî, ðîçâ’ÿçêîì êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
 
2
02 2
1 2
1
( ),
(0) (0) ( ) ( ) 0.
y y F x
a a
y h y y l h y l
   
    

  (4.261) 
Ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ ïðè 0( ) ( )F x x x    ìàº çì³ñò ÷àñòîòíî¿ ôóíêö³¿ 
Ãð³íà äëÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè (ñòåðæíÿ) ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿ-
ìè, ùî êîëèâàºòüñÿ áåç òåðòÿ. 
Çàâäàííÿ 4.10.5. Ïîêàæ³òü, ùî ÷àñòîòíà ôóíêö³ÿ Ãð³íà îäíîð³äíî¿ 
ñòðóíè ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, ùî êîëèâàºòüñÿ â íåâ’ÿçêîìó 
ñåðåäîâèù³, îïèñóºòüñÿ âèðàçîì 
 2 2 2
1 2
2 1
1
( , )
cos sin cos ( ) sin ( ) , ,
cos ( ) sin ( ) cos sin , ,
G x x
a m a
h a h a
x x l x l x x x
a a a a
h a h a
l x l x x x x x
a a a a
    
                                          
 (4.262) 
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äå ôóíêö³ÿ m  äàºòüñÿ ôîðìóëîþ (4.216) ³ 0 , .x x l   Ïðîàíàë³çóéòå 
ãðàíè÷í³ âèïàäêè æîðñòêî çàêð³ïëåíèõ òà â³ëüíèõ ê³íö³â. 
Âêàç³âêà. Ïîêàæ³òü, ùî ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.261) ïðè 
0( ) ( )F x x x    ìàº ñòðóêòóðó 
 
1
2
cos sin , ,
( , )
cos ( ) sin ( ) , ,
h a
A x x x x
a a
G x x
h a
B l x l x x x
a a

                     
 
òà çíàéä³òü êîåô³ö³ºíòè A  ³ ,B  ñêîðèñòàâøèñü óìîâàìè çøèâàííÿ 
(4.189), (4.190). 
Çàâäàííÿ 4.10.6. Ïåðåâ³ðòå, ùî ïðè 0  ðÿä (4.260) º ðÿäîì 
Ôóð’º ôóíêö³¿ (4.262). 
Âêàç³âêà. Îá÷èñë³òü óçàãàëüíåí³ êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º 
0
( , ) ( ) ,
l
nG x x X x dx   ñêîðèñòàâøèñü ð³âí³ñòþ 
 
 
 
0 0
2
2 2
0
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( ) ,
l x l
n n n
x
x
n n
n
l
n n
x
G x x X x dx G x x X x dx G x x X x dx
a
G x x X x G x x X x dx
G x x X x G x x X x dx

  


 
 

    
        
     
  


 
êðàéîâèìè óìîâàìè (3.33) òà óìîâàìè çøèâàííÿ (4.189), (4.190). Öþ 
ð³âí³ñòü ëåãêî äîâåñòè, ÿêùî äëÿ êîæíî¿ ç îáëàñòåé x x  ³ x x  çà-
ïèñàòè ð³âíÿííÿ äëÿ ôóíêö³é ( , )G x x   ³ ( ),nX x  ïîìíîæèòè ö³ ð³âíÿí-
íÿ â³äïîâ³äíî íà ( )nX x  ³ ( , ),G x x   ïî÷ëåííî â³äíÿòè òà ç³íòåãðóâàòè 
çà çì³ííîþ x  ó ìåæàõ, ùî â³äïîâ³äàþòü êîæí³é îáëàñò³. 
4.11. ÐÎÇÊËÀÄÈ ÇÀ ÂËÀÑÍÈÌÈ ÔÓÍÊÖ²ßÌÈ 
ÊÐÀÉÎÂÈÕ ÇÀÄÀ× 
Ùîá ïîáóäóâàòè òà ïðîàíàë³çóâàòè çàãàëüí³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ ïðî 
â³ëüí³ òà âèìóøåí³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíèõ ñòðóí òà ñòåðæí³â ïðè ð³ç-
íèõ êðàéîâèõ óìîâàõ, ìè ÿâíî ñêîðèñòàëèñÿ òèì ôàêòîì, ùî äîâ³ëüíó 
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íåïåðåðâíó ïåð³îäè÷íó ôóíêö³þ ( )x  ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ðÿäó 
Ôóð’º, ÿêèé çá³ãàºòüñÿ äî ( )x  ïðèíàéìí³ «â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷-
íîìó». Ðÿäè Ôóð’º, ùî ç’ÿâëÿëèñÿ â ðîçãëÿíóòèõ íàìè çàäà÷àõ, êîæ-
íîãî ðàçó çâîäèëèñÿ äî ñóïåðïîçèö³¿ âëàñíèõ ôóíêö³é, ÿêèìè âèçíà-
÷àëàñÿ ôîðìà ñòîÿ÷èõ õâèëü, ùî âèíèêàëè â îäíîð³äí³é êîëèâàëüí³é 
ñèñòåì³ ïðè çàäàíèõ óìîâàõ çàêð³ïëåííÿ ê³íö³â. ²íøèìè ñëîâàìè, ö³ 
ðÿäè Ôóð’º ìàëè âèãëÿä ðîçêëàä³â çà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè â³äïîâ³äíèõ 
êðàéîâèõ çàäà÷. 
Çàðàç, íà ïðèêëàä³ çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðó-
íè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, ìè ïðîäåìîíñòðóºìî çàãàëüíèé ìåòîä, 
ÿêèé äîçâîëÿº ïåðåñâ³ä÷èòèñÿ áåçïîñåðåäíüî, ùî âëàñí³ ôóíêö³¿ 
ñòðóíè (ñòåðæíÿ) ïðè êðàéîâèõ óìîâàõ âèäó (3.33) ìàþòü âëàñòèâ³ñòü 
ïîâíîòè: äîâ³ëüí³ íåïåðåðâí³ ôóíêö³¿ (çîêðåìà, ôóíêö³¿, ùî âèçíà-
÷àþòü ìèòòºâ³ ïîëîæåííÿ òî÷îê îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ïðè êîëèâàííÿõ) 
ñïðàâä³ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ðîçêëàä³â çà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè 
ñòðóíè. Öåé ìåòîä íå ñïèðàºòüñÿ íà ðåçóëüòàòè òåîð³¿ ðÿä³â Ôóð’º, àëå 
çäîáóò³ íà îñíîâ³ íüîãî ðîçêëàäè ìàþòü ò³ æ ñàì³ âëàñòèâîñò³ çá³æíî-
ñò³, ùî é ðàí³øå ðîçãëÿíóò³ ðÿäè Ôóð’º. 
Ìåòîä, ïðî ÿêèé éòèìå ìîâà, ´ðóíòóºòüñÿ íà âðàõóâàíí³ àíàë³òè÷-
íèõ âëàñòèâîñòåé ÷àñòîòíî¿ ôóíêö³¿ Ãð³íà êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ÿê 
ôóíêö³¿ êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà 2 2( 2 ) .i a      Äàë³ ââàæàòèìå-
ìî, ùî öåé ïàðàìåòð ìîæå íàáóâàòè äîâ³ëüíèõ êîìïëåêñíèõ çíà÷åíü. 
Íàãàäàºìî, ùî ÷àñòîòíà ôóíêö³ÿ Ãð³íà îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çà-
êð³ïëåíèìè ê³íöÿìè äàºòüñÿ ôîðìóëîþ (4.194). Îïóñêàþ÷è äëÿ çðó÷-
íîñò³ ñòàëèé ìíîæíèê 2 1( ) ,a   ïåðåïèøåìî öþ ôóíêö³þ ó âèãëÿä³ 
 
( ) ( ), ,1
( , )
( ) ( ), ,( )
x l x x x
g x x
x l x x xl
 

 
            
  (4.263) 
äå 
 
sin
( ) , 0 .
x
x x l
      (4.264) 
Ïðè ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ àðãóìåíòó x  ôóíêö³þ ( )x  ìîæíà ïî-
äàòè ó âèãëÿä³ ðÿäó 
 
2 1
0
( ) ( 1) ,
(2 1)!
n
n n
n
x
x
n



      (4.265) 
ÿêèé ìàº íåñê³í÷åííèé ðàä³óñ çá³æíîñò³. Òîìó, çã³äíî ç îçíà÷åííÿì 
àíàë³çó, ôóíêö³ÿ ( )x  ïðè êîæíîìó çíà÷åíí³ [0, ]x l  º îäíîçíà÷-
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íîþ àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ºþ â êîæí³é îáìåæåí³é îáëàñò³ êîìïëåêñíî¿ 
 -ïëîùèíè1. Î÷åâèäíî, ùî ôóíêö³ÿ ( , ),g x x   ÿêà äîð³âíþº äîáóòêó 
îäíîçíà÷íèõ àíàë³òè÷íèõ ôóíêö³é, ïîä³ëåíîìó íà îäíîçíà÷íó àíà-
ë³òè÷íó ôóíêö³þ, º ïðè 0 ,x x l   îäíîçíà÷íîþ àíàë³òè÷íîþ ôóíê-
ö³ºþ ó âñ³é  -ïëîùèí³, çà âèíÿòêîì òî÷îê 2 2 2 ,n n l    1,2,...,n   äå 
¿¿ çíàìåííèê ( )l  ìàº ïðîñò³ íóë³, à âîíà ñàìà ìàº ïðîñò³ ïîëþñè. 
Çàóâàæèìî, ùî çà â³äñóòíîñò³ òåðòÿ, êîëè 0,  ïîëþñè ÷àñòîòíî¿ 
ôóíêö³¿ Ãð³íà ÿê ôóíêö³¿ ïàðàìåòðà   ç òî÷í³ñòþ äî ìíîæíèêà 2a  çá³-
ãàþòüñÿ ç êâàäðàòàìè âëàñíèõ ÷àñòîò êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè. 
Íåõàé ( )x  — äîâ³ëüíà íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà ôóíêö³ÿ 
íà â³äð³çêó [0, ],l  ÿêà çàäîâîëüíÿº óìîâè (0) ( ) 0.l     Ðîçãëÿíåìî 
ôóíêö³þ 
 
0
( ) ( , ) ( ) , 0 .
l
x g x x x dx x l           (4.266) 
ßêùî L  — áóäü-ÿêèé êóñêîâî-ãëàäêèé êîíòóð ó êîìïëåêñí³é 
 -ïëîùèí³, ÿêèé îõîïëþº îäíîçâ’ÿçíó îáëàñòü, ùî íå ì³ñòèòü, ÿê ³ 
ñàì êîíòóð, ïîëþñ³â ôóíêö³¿ ( , ),g x x   òî, çã³äíî ç òåîðåìîþ Êîø³ ç 
òåîð³¿ ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿, ïðè [0, ]x l  ìîæåìî çàïèñàòè 
 
0
( ) ( , ) ( ) 0.
l
x d g x x d x dx 
               L L  
Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî é ôóíêö³ÿ ( )x  ïðè [0, ]x l  º îäíîçíà÷íîþ 
àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ºþ â ñê³í÷åíí³é ÷àñòèí³ êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè, 
çà âèíÿòêîì ïîëþñ³â ôóíêö³¿ Ãð³íà ( , ).g x x   
Ðîçãëÿíåìî òåïåð êîíòóðè 
2
2
 2
: , ( 1 2) , 0 2 , 1,2,...,iN N NR e R N Nl
             
L   (4.267) 
òà ïðîàíàë³çóºìî ïîñë³äîâí³ñòü êîíòóðíèõ ³íòåãðàë³â 
 
  0
1 1
( ) ( ) ( , ) ( )
2 2
N N
l
NS x x d g x x d x dxi i 
                  L L   (4.268) 
ïðè .N   Çà òåîðåìîþ ïðî ëèøêè êîæíèé ³íòåãðàë ( )NS x  äîð³â-
íþº ñóì³ (óçÿò³é ç â³ä’ºìíèì çíàêîì) ëèøê³â ôóíêö³¿ ( )x  ó òî÷êàõ 
2 2 2 ,n l  1,2,..., .n N  Öÿ ñóìà, ó ñâîþ ÷åðãó, âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç ñóìó 
ëèøê³â ôóíêö³¿ ( , )g x x   ó öèõ òî÷êàõ. 
1 Òàê³ ôóíêö³¿ íàçèâàþòüñÿ ö³ëèìè.
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Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (4.263), ëèøîê ôóíêö³¿ ( , )g x x   ó òî÷ö³ 
2 2 2
n n l    ïðè x x  äîð³âíþº: 
 
2 2
2
2 2 2
2 2
2
lim ( , )
( )
sin sin
sin
( 1) sin sin 2
2 sin sin .
( 1)
n
l
n l
n
n
n
g x x
l
nx n l x
l l
n d
l
l d
nx nx
nx nxl l
l l ll


      
  
     
      
  
(4.269)
 
Òàêèé ñàìèé âèðàç ä³ñòàºìî é ïðè .x x  Áà÷èìî, íà ïðèêëàä³ íà-
òÿãíåíî¿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ç æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, ùî äëÿ 
ëèøê³â ÷àñòîòíî¿ ôóíêö³¿ Ãð³íà ( , )g x x   ó ¿¿ ïîëþñàõ ñïðàâäæóþòüñÿ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ 
  lim ( , ) ( ) ( ),
n
n n ng x x X x X x
        (4.270) 
äå ( )nX x  — íîðìîâàíà âëàñíà ôóíêö³ÿ, ùî â³äïîâ³äàº âëàñíîìó çíà÷åí-
íþ .n  Öå òâåðäæåííÿ íîñèòü çàãàëüíèé õàðàêòåð: âîíî çàëèøàºòüñÿ 
ïðàâèëüíèì íå ëèøå äëÿ îäíîð³äíèõ ñòðóí (ñòåðæí³â) ç ³íøèìè óìî-
âàìè âèäó (3.33) íà ê³íöÿõ, àëå é äëÿ íåîäíîð³äíèõ ñòðóí (ñòåðæí³â). 
Çàâäàííÿ 4.11.1. Ñêîðèñòàâøèñü ÿâíèìè âèðàçàìè äëÿ ÷àñòîòíî¿ 
ôóíêö³¿ Ãð³íà ñòåðæíÿ ç à) ë³âèì æîðñòêî çàêð³ïëåíèì ³ ïðàâèì â³ëü-
íèì ê³íöÿìè ³ á) îáîìà â³ëüíèìè ê³íöÿìè, ïåðåâ³ðòå ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(4.270) äëÿ öèõ âèïàäê³â. 
Ïîâåðòàþ÷èñü äî ³íòåãðàë³â (4.268), íà ï³äñòàâ³ ôîðìóëè (4.269) 
çíàõîäèìî, ùî 
 
1 0
2
( ) sin ( ) sin ,
lN
N
n
nx nx
S x x dx
l l l
            (4.271) 
òîáòî ö³ ³íòåãðàëè äîð³âíþþòü ÷àñòêîâèì ñóìàì ðÿäó (4.93) äëÿ ôóíê-
ö³¿ ( ).x  
Ç ³íøîãî áîêó, ãðàíèöþ ³íòåãðàë³â (4.268) ïðè N   ìîæíà îá÷èñ-
ëèòè áåçïîñåðåäíüî. Äëÿ öüîãî ï³ä³íòåãðàëüí³ ôóíêö³¿ sin ( )l x   ³ 
sin x  ó âèðàç³ äëÿ ôóíêö³¿ ( ),x  
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0
sin ( )
( ) sin ( )
sin
sin
sin ( ) ( ) ,
sin
x
l
x
l x
x x x dx
l
x
l x x dx
l

         
       

   (4.272) 
ïåðåïèøåìî ÿê ïîõ³äí³ 
 
1
sin cos ,
d
x x
dx
      
1
sin ( ) cos ( )
d
l x l x
dx
       
òà âèêîíàºìî ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè. Ìàºìî ( ( ) ( ) ) :x d x dx       
 
0
0
sin ( ) 1
( ) cos ( )
sin
sin 1
cos ( ) ( )
sin
sin ( )
cos ( )
sin
sin
cos ( ) ( ) .
sin
x
l
x
x
l
x
l x
x x x
l
x
l x x
l
l x
x x dx
l
x
l x x dx
l

              
            
         
        

   (4.273) 
Áåðó÷è äî óâàãè óìîâè (0) ( ) 0,l     áà÷èìî, ùî ï³äñòàíîâêè âåðõí³õ 
òà íèæí³õ ìåæ ³íòåãðóâàííÿ ó ôîðìóë³ (4.273) äàþòü 
 
sin ( )cos sin cos ( ) 1
( ) ( ).
sin
l x x x l x
x x
l
              
Îòæå, 
 
0
1 1
( ) ( ) ( , ; ) ( ) ,
l
x x Q x x x dx               (4.274) 
äå 
 
sin ( )cos , ,1
( , ; )
sin cos ( )sin , .
l x x x x
Q x x
l l x x x x
              
  (4.275) 
Çâ³äñè çíàõîäèìî: 
 
  0
1 1
( ) ( ) ( , ; ) ( ) .
2 2
N N
ld
x d x Q x x x dx
i i
                L L   (4.276) 
Çàëèøàºòüñÿ äîâåñòè, ùî ³íòåãðàëè 
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 0
2
0 0
1
( ) ( , ; ) ( )
2
1
( , ; ) ( )
2
N
l
N
l
i
N
d
J x Q x x x dx
i
d Q x x R e x dx


         
      
 
 

L
  (4.277) 
ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ôîðìóëè (4.276), ùî áåðóòüñÿ ïî êîëàõ  ,NL  ñïàäàþòü 
äî íóëÿ ïðè .N   Äëÿ öüîãî çíàéäåìî îö³íêè çâåðõó òà çíèçó äëÿ 
ôóíêö³é, ùî ñòîÿòü â³äïîâ³äíî â ÷èñåëüíèêó òà çíàìåííèêó ôîðìóëè 
(4.275). 
Ïåðø çà âñå çàçíà÷èìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ä³éñíèõ ÷èñåë x  ³ y  
 2 2 2 21 (1 cos ) sin 1 2cos .ix y y y y ye e xe xe xe e           
Óçÿâøè äî óâàãè, ùî 1 cos 1x    ³ 0,ye   çâ³äñè, çîêðåìà, ìàºìî íå-
ð³âíîñò³ 
 21 1 2 1 ,ix y y y ye e e e e           (4.278) 
 1 1 cos 1 .ix y y ye e xe e        (4.279) 
Êð³ì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî êîëà  ,NL  íà ÿêîìó, íàãàäàºìî, ,iNR e    
0 2 ,     ³ äîâ³ëüíîãî ä³éñíîãî ïàðàìåòðà 0u   ìîæåìî çàïèñàòè: 
 sin( 2) cos( 2).N Ni u R u i R u        (4.280) 
Çîêðåìà, 
 ( 1 2)sin( 2) ( 1 2)cos( 2).i l N i N           (4.281) 
Ñêîðèñòàâøèñü ñï³ââ³äíîøåííÿìè (4.280) ³ (4.278) òà çãàäàâøè 
ôîðìóëó | | 1,ixe   äëÿ äîâ³ëüíîãî êîëà  NL  çíàõîäèìî: 
 
 
 
sin( 2) 2 cos( 2) 2 sin( 2)
sin( 2) 2 sin( 2) sin( 2)
1
sin
2
1
1
2
1
1 .
2
N N N
N N N
i u i u
R u i R u R u
R u R u R u
u e e
i
e e e
e e e
  
   
   
   
  
     (4.282) 
Àíàëîã³÷íî, 
 sin( 2)cos .NR uu e     (4.283) 
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Ïåðåéäåìî òåïåð äî àíàë³çó ïîâåä³íêè ôóíêö³¿ sin l  íà   .NL  
Îñê³ëüêè ïðè 0 2x    sin 2 ,x x   òî ïðè 0      sin( 2)     
³, â³äïîâ³äíî, 2 sin( 2) 21 1N NR l R le e       . Óðàõîâóþ÷è öþ íåð³âí³ñòü ³ 
íåð³âí³ñòü (4.279), íà äóç³  ln2 2 NR l      êîëà  NL  ìàºìî: 
 
 
 
 
sin( 2) 2 cos( 2) 2 sin( 2)
sin( 2) 2 sin( 2)
sin( 2) 2
sin( 2) sin( 2)ln 2
1
sin 1
2
1
1
2
1
1
2
1 1
1 .
2 4
N N N
N N
N N
N N
R l i R l R l
R l R l
R l R l
R l R l
l e e e
e e
e e
e e e
   
  
   
 
   
  
  
  
  
(4.284) 
Ç ³íøîãî áîêó, ïðè 2 x     sin 2( ) ,x x    òîìó ïðè 2      
sin( 2) (2 )      ³, â³äïîâ³äíî, 2 sin( 2) 2 (2 )1 1 .N NR l R le e        Òîä³ 
íà äóç³  2 ln2 2 NR l       êîëà  NL  
 
 
 
 
sin( 2) 2 sin( 2)
sin( 2) 2 (2 )
sin( 2) sin( 2)ln 2
1
sin 1
2
1
1
2
1 1
1 .
2 4
N N
N N
N N
R l R l
R l R l
R l R l
l e e
e e
e e e
  
   
 
   
  
     (4.285) 
Òàêèì ÷èíîì, ñêð³çü íà äóç³    ln2 2 2 ln2 2N NR l R l       
êîëà  NL  ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 
 sin( 2)
1
sin .
4
NR ll e     (4.286) 
Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü ,  ùî â³äïîâ³äàþòü äóç³ 0    ln2 2 ln2 (2 1),NR l N     îö³íêè íîñÿòü á³ëüø òîíêèé õàðàêòåð. 
Ïåðåïèøåìî ïåðøèé ðÿäîê ôîðìóëè (4.284) ó âèãëÿä³ 
  2 1 cos( 2)sin( 2) 2 2 sin( 2)1sin 1 .
2
NN N Ni R lR l i R l R ll e e e e      
Óðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ 2 (2 ) 1Ni R l i Ne e      òà íåð³âí³ñòü 
(4.279), çíàõîäèìî: 
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 2 1 cos( 2)sin( 2) 2 sin( 2)
sin( 2) 2 sin( 2)
1
sin 1
2
1
1 cos 2 1 cos .
2 2
NN N
N N
i R lR l R l
R l R l
N
l e e e
e R l e
    
  
   
        
  
(4.287) 
Ïðîàíàë³çóºìî ïîâåä³íêó àðãóìåíòó êîñèíóñà â ö³é ôîðìóë³ ïðè 
,N   êîëè 2 (2 1) ,NR l N     à 0.  Îñê³ëüêè ïðè 0 2x    
2cos 1 2,x x   òî ïðè 0      ìàºìî íåð³âí³ñòü 21 cos( 2) 8.     
Ç íå¿ âèïëèâàº, ùî äëÿ äóãè 0 ln2 (2 1)N     
 
2
2
ln 2
1 cos ,
2 8(2 1)N
    
2ln 2
2 1 cos ,
2 8(2 1)N
R l
N
        
òîáòî ïðè N   àðãóìåíò êîñèíóñà ìîíîòîííî ñïàäàº äî íóëÿ ³, 
îòæå, 
 
2 4
2
ln 2
cos 2 1 cos 1 .
2 128(2 1)N
R l
N
            
Áåðó÷è äàë³ äî óâàãè íåð³âí³ñòü 0 sin x x   ïðè 0,x   áà÷èìî, ùî ïðè 
0 ln2 (2 1)N     ³ N   âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 
 
/2
2 sin( 2) ln 2 2 1 11 ,
2 4
N NR l R le e e

              
òîìó 
 
2 4
sin( 2) 2 sin( 2)
2
2 4
sin( 2) sin( 2)
2
1 ln 2
sin 1 1
2 128(2 1)
1 1 ln 2 5
1 1 .
2 4 128(2 1) 8
N N
N N
R l R l
R l R l
l e e
N
e e
N
  
 
            
           
  
(4.288)
 
Òàêó ñàìó íåð³âí³ñòü ä³ñòàºìî é äëÿ äóãè 2 ln2 (2 1) 2 .N       
Ñïðàâä³, ð³âíÿííÿ ö³º¿ äóãè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 2 2 ,      äå 
0 ln2 (2 1).N     Ïåðåïèñàâøè ôîðìóëó (4.287) ó âèãëÿä³ 
 sin( 2) 2 sin( 2)
1
sin 1 cos 2 cos
2 2
N NR l R l
Nl e R l e
          
òà ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëàìè sin( 2) sin( 2)    ³ cos( 2) 
cos( 2),    ïîâåðòàºìîñÿ äî ùîéíî ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó. 
Òàêèì ÷èíîì, ç ôîðìóë (4.286), (4.288) âèïëèâàº, ùî ñêð³çü íà êî-
ëàõ  NL  ïðè 1N   ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 
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  1 2 sin( 2)1sin .
4
Nl e      (4.289) 
Ç íåð³âíîñòåé (4.282), (4.283), (4.289) ³ ôîðìóëè (4.275) çíàõîäèìî, 
ùî ñêð³çü íà êîëàõ  NL  ïðè 1N   
  1 2 sin( 2)( , ; ) 4 .N x x lQ x x e         (4.290) 
Ùîá îö³íèòè ( ) ,NJ x  ðîç³á’ºìî îáëàñòü ³íòåãðóâàííÿ â ïîäâ³éíî-
ìó ³íòåãðàë³ ó ôîðìóë³ (4.277) íà äâ³ ÷àñòèíè, | |x x     ³ | | ,x x   
0.   Ñêîðèñòàâøèñü íåð³âí³ñòþ (4.290), äëÿ ³íòåãðàëà (1)( )NJ x  ïî 
ïåðø³é îáëàñò³ ìàºìî îö³íêó: 
 
2
(1)
0
2
0
1
( ) ( , ; ) ( )
2
1
( , ; ) ( ) 4 ( ) .
2
x
i
N N
x
x x
i
N
x x
J x d Q x x R e x dx
d Q x x R e x dx x dx
 


  

 
      
          
 
  
  
(4.291) 
Â ³íòåãðàë³ (2)( )NJ x  ïî äðóã³é îáëàñò³ äëÿ ( , ; )
i
NQ x x R e
  ñêîðèñòàºìîñÿ 
îö³íêàìè (äèâ. ôîðìóëó (4.290) ³ íåð³âíîñò³, ùî âèêîðèñòîâóâàëèñÿ 
ïðè âèâåäåíí³ ôîðìóë (4.284) ³ (4.285)) 
  1 2( , ; ) 4 ,N liNQ x x R e e
     0 ,     
  1 2 (2 )( , ; ) 4 ,N liNQ x x R e e
      2 .      
Ðîçáèâøè îáëàñòü ³íòåãðóâàííÿ çà êóòîì   íà ïðîì³æêè 0      ³ 
2 ,      ìàºìî: 
 
2
(2)
0 0
( 1 2)
0 0
2
( 1 2) (2 )
0
1
( ) ( , ; ) ( )
2
( , ; ) ( )
1
4 ( ) ( )
2
1
4 ( ) ( )
2
x
i
N N
l
i
N
x
x l
N l
x
x l
N l
x
J x d Q x x R e x dx
Q x x R e x dx
d e x dx x dx
d e x dx x dx
 



 
  

 
   
 
        
     
              
             
 

  
   
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 ( 1 2)
0
0
4
1 ( ) ( )
( 1 2)
4
( ) .
( 1 2)
x l
N l
x
l
l
e x dx x dx
N
l
x dx
N

  

                
     
 

  
(4.292)
 
Îá’ºäíàâøè ôîðìóëè (4.291) ³ (4.292) ðàçîì, ä³ñòàºìî: 
 
0
4
( ) 4 ( )  ( ) .
( 1 2)
x l
N
x
l
J x x dx x dx
N


              (4.293) 
Äëÿ ³íòåãðîâíî¿ ïîõ³äíî¿ ( )x  ïåðøèé äîäàíîê ó ö³é ôîðìóë³ ìîæíà 
çðîáèòè ÿê çàâãîäíî ìàëèì çà ðàõóíîê âèáîðó äîñòàòíüî ìàëîãî 0.   
Ïðè áóäü-ÿêîìó ìàëîìó ñê³í÷åííîìó 0   äðóãèé äîäàíîê ó ö³é ôîð-
ìóë³ òàêîæ ñïàäàº äî íóëÿ ïðè .N   Îòæå, 
 lim ( ) 0.NN
J x    (4.294) 
Çàóâàæèìî, ùî îö³íêà (4.294) äëÿ ôóíêö³¿ ( )NJ x  íå çàëåæèòü â³ä 
çíà÷åííÿ çì³ííî¿ .x  Òîìó ïîñë³äîâí³ñòü (4.268) ÷àñòêîâèõ ñóì ( )NS x  
çá³ãàºòüñÿ äî íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíî¿ ôóíêö³¿ ( ),x  ùî çàäî-
âîëüíÿº óìîâè (0) ( ) 0,l     ð³âíîì³ðíî íà â³äð³çêó [0, ].l  
Ñêîðèñòàâøèñü, ÿê ³ âèùå, ìåòîäîì êîíòóðíîãî ³íòåãðóâàííÿ 
ôóíêö³¿ Ãð³íà, íåð³âíîñòÿìè (4.282), (4.283), (4.289) òà àðãóìåíòàìè, 
íàâåäåíèìè ï³ñëÿ íèõ, ìîæåìî äîâåñòè òàêó òåîðåìó. 
Òåîðåìà 4.11.1. Íåõàé  
1
( ) ,nX x

 0 ,x l   — ïîñë³äîâí³ñòü íîð-
ìîâàíèõ âëàñíèõ ôóíêö³é, ùî â³äïîâ³äàþòü âëàñíèì êîëèâàííÿì 
îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ïðè êðàéîâèõ óìîâàõ âèäó (3.33) (æîðñòêå àáî 
ïðóæíå çàêð³ïëåííÿ ê³íö³â, ãðàíè÷íèé âèïàäîê â³ëüíèõ ê³íö³â, êîì-
á³íàö³¿ öèõ òèï³â çàêð³ïëåííÿ). Òîä³ äëÿ áóäü-ÿêî¿ íåïåðåðâíî äèôå-
ðåíö³éîâíî¿ ôóíêö³¿ ( )x  íà â³äð³çêó [0, ],l  ùî çàäîâîëüíÿº óìîâè 
(0) ( ) 0,l     ðÿä 
 
1 0
( ) ( ) ( )
l
n n
n
X x x dx X x


           (4.295) 
çá³ãàºòüñÿ äî ( )x  ð³âíîì³ðíî íà [0, ].l  
Çàóâàæèìî, ùî ìè äîâåëè òåîðåìó 4.11.1 äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ âëàñ-
íèõ ôóíêö³é îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ç æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè. 
Çàì³íþþ÷è â ïîïåðåäí³õ ì³ðêóâàííÿõ ÷àñòîòíó ôóíêö³þ Ãð³íà òàêî¿ 
ñòðóíè íà ÷àñòîòí³ ôóíêö³¿ Ãð³íà îäíîð³äíî¿ ñòðóíè, ùî â³äïîâ³äàþòü 
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³íøèì âèäàì çàêð³ïëåííÿ ¿¿ ê³íö³â, òà êîðèñòóþ÷èñü îö³íêàìè (4.282), 
(4.283) ³ (4.289), ìîæåìî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òåîðåìà 4.11.1 ñïðàâäæó-
ºòüñÿ ³ äëÿ ðåøòè ïåðåë³÷åíèõ êðàéîâèõ óìîâ. Ï³äêðåñëèìî òàêîæ, ùî 
ó âèïàäêàõ, êîëè õî÷à á îäèí ê³íåöü ñòðóíè íå º æîðñòêî çàêð³ïëåíèì 
àáî â³ëüíèì, ñóìà àáñîëþòíî çá³æíîãî ðÿäó (4.295) íå ïðîäîâæóºòüñÿ 
ç â³äð³çêà [0, ]l  íà âñþ â³ñü ÿê ïåð³îäè÷íà ôóíêö³ÿ, îñê³ëüêè ïåð³îäè 
âëàñíèõ ôóíêö³é ( )nX x  ó òàêèõ âèïàäêàõ º íåñóì³ðíèìè, òîáòî â³äíî-
øåííÿ ïåð³îä³â ôóíêö³é ( )nX x  ³ ( )mX x  íå º ðàö³îíàëüíèìè ÷èñëàìè. 
Çàâäàííÿ 4.11.2. Äîâåä³òü òåîðåìó 4.11.1 äëÿ ðîçêëàäó (4.295) çà 
âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè çàäà÷³ ïðî ïîçäîâæí³ êîëèâàííÿ ñòåðæíÿ ç æîð-
ñòêî çàêð³ïëåíèì ë³âèì òà â³ëüíèì ïðàâèì ê³íöÿìè. 
Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ ÿâíèì âèðàçîì (4.198) äëÿ ÷àñòîòíî¿ 
ôóíêö³¿ Ãð³íà ñòåðæíÿ â ö³é çàäà÷³. 
Çàâäàííÿ 4.11.3. Òå ñàìå äëÿ ðîçêëàäó (4.295) çà âëàñíèìè ôóíê-
ö³ÿìè çàäà÷³ ïðî ïîçäîâæí³ êîëèâàííÿ ñòåðæíÿ ç â³ëüíèìè ê³íöÿìè. 
Çàóâàæåííÿ 4.11.1. Äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ ( )x  íà [0, ],l  ùî çàäî-
âîëüíÿº óìîâó 
 
2
0
( ) ,
l
x dx    
çàâæäè ìîæíà çíàéòè òàêó ïîñë³äîâí³ñòü íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâ-
íèõ ôóíêö³é ( )n x  íà [0, ],l  ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (0) ( ) 0,n n l     
äëÿ ÿêî¿ 
 
2
0
lim ( ) ( ) 0.
l
nn
x x dx     
Ñïèðàþ÷èñü íà öåé ôàêò, çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ïðèéîì³â àíàë³-
çó íåâàæêî äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¿ ³íòåãðîâíî¿ ç êâàäðàòîì ôóíêö³¿ 
( )x  íà â³äð³çêó [0, ]l  ïîñë³äîâí³ñòü ÷àñòêîâèõ ñóì ( )NS x  ðÿäó (4.295) 
çá³ãàºòüñÿ äî ( )x  ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, òîáòî 
 
2
0
lim ( ) ( ) 0.
l
NN
x S x dx     
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4.12. ÇÃÈÍÀËÜÍ² ÊÎËÈÂÀÍÍß ÑÒÅÐÆÍ²Â 
Óæå íåÿâíî çàçíà÷àëîñÿ, ùî ìåòîä â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ ìîæíà 
çàñòîñîâóâàòè ³ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷, ïîñòàâëåíèõ äëÿ 
ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü á³ëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó, í³æ ð³â-
íÿííÿ ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü ñòðóíè ÷è ïîçäîâæí³õ êîëèâàíü ñòåðæíÿ. 
Òèïîâèìè ïðèêëàäàìè, ùî ìàþòü âàæëèâå ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, âè-
ñòóïàþòü çàäà÷³ ïðî çãèíàëüí³ êîëèâàííÿ ñòåðæí³â, çîêðåìà, êàìåð-
òîíà. Ðóõ îñòàííüîãî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìàë³ ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ 
òîíêîãî ñòåðæíÿ, îäèí ê³íåöü ÿêîãî çàòèñíóòèé ó ëåùàòàõ, à äðóãèé 
â³ëüíèé. Äî öüîãî æ êëàñó çàäà÷ âåäóòü ³ äîñë³äæåííÿ ïðî ïîïåðå÷í³ 
êîëèâàííÿ òà ìåõàí³÷íó ñò³éê³ñòü áàëîê. Çàñòîñóâàííþ òà îñîáëèâîñ-
òÿì ïðàêòè÷íî¿ ðåàë³çàö³¿ ìåòîäó Ôóð’º äëÿ àíàë³çó çàçíà÷åíèõ çàäà÷ ³ 
ïðèñâÿ÷åíî öåé ï³äðîçä³ë. 
Ïåðø çà âñå íàãàäàºìî (äèâ. ï³äðîçä³ë 3.2), ùî êðàéîâ³ çàäà÷³ ïðî 
ìàë³ çãèíàëüí³ êîëèâàííÿ ñòåðæí³â ñêëàäàþòüñÿ ç äèôåðåíö³àëüíîãî 
ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì òà ÷åòâåðòîãî — çà êîîðäèíàòîþ. 
ßêùî ñòåðæåíü îäíîð³äíèé ³ â íåäåôîðìîâàíîìó ñòàí³ çá³ãàºòüñÿ ç 
â³äð³çêîì 0 ,x l   ð³âíÿííÿ äëÿ ôóíêö³¿ ( , ),u x t  ÿêà îïèñóº ïîïåðå-
÷íå â³äõèëåííÿ òî÷êè ñòåðæíÿ ç êîîðäèíàòîþ x  ó ìîìåíò ÷àñó t â³ä ¿¿ 
ïîëîæåííÿ â íåäåôîðìîâàíîìó ñòåðæí³, ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 
2 4
2
2 4
( , ),
u u
c f x t
t x
     0 ,x l   0,t    (4.296) 
äå ïîçíà÷åíî 2 ,Vc EJ S   ( , ) ( , ) ,Vf x t F x t S   ñòàë³ ,V  ,S  E  òà J  
ìàþòü çì³ñò, â³äïîâ³äíî, îá’ºìíî¿ ãóñòèíè, ïëîù³ ïîïåðå÷íîãî ïå-
ðåð³çó, ìîäóëÿ Þíãà òà ãîëîâíîãî ìîìåíòó ³íåðö³¿ ïîïåðå÷íîãî ïå-
ðåð³çó ñòåðæíÿ, à (íåïåðåðâíà) ôóíêö³ÿ ( , )F x t  — ïîãîííî¿ ãóñòèíè 
ïîïåðå÷ íèõ çîâí³øí³õ ñèë, ùî ä³þòü íà ñòåðæåíü. Ïî÷àòêîâ³ óìîâè 
âèáèðàºìî ó ñòàíäàðòíîìó âèãëÿä³: 
 0( ,0) ( ),u x u x  0( ,0) ( ),tu x v x  0 ,x l    (3.34) 
äå òåïåð ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ 0( )u x  òà 0( )v x  º â³äïîâ³äíî ÷îòèðè ðàçè 
òà òðè÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè. Î÷åâèäíî, ùî ê³ëüê³ñòü êðà-
éîâèõ óìîâ äëÿ îäíîçíà÷íîãî âèîêðåìëåííÿ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (4.296) çà 
óìîâ (3.34) ñòàíîâèòü ÷îòèðè — ÿê ïðàâèëî, ïî äâ³ íà êîæíîìó ê³íö³ 
ñòåðæíÿ. Çãàäàâøè ôîðìóëè (3.21)–(3.25) òà ïîçíà÷èâøè êîîðäèíàòó 
ê³íöÿ ñòåðæíÿ ÷åðåç 0x  ( 0  àáî ),l  ìîæåìî âèïèñàòè íàéá³ëüø ïðî-
ñò³ ç íèõ. Ìàºìî: 
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1) íà æîðñòêî çàòèñíóòîìó (çàìóðîâàíîìó) ê³íö³: 
 0( , ) 0,u x t   0( , ) 0,xu x t   0;t    (4.297) 
2) íà øàðí³ðíî çàêð³ïëåíîìó (îïåðòîìó) ê³íö³: 
 0( , ) 0,u x t   0( , ) 0,xxu x t   0;t    (4.298) 
3) íà â³ëüíîìó ê³íö³: 
 0( , ) 0,xxu x t   0( , ) 0,xxxu x t   0.t    (4.299) 
Òèïîâà êðàéîâà çàäà÷à ïðî çãèíàëüí³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíîãî 
ñòåðæíÿ ïîëÿãàº â òîìó, ùîá ó ï³âñìóç³  : 0 , 0D x l t    çíàéòè 
ôóíêö³þ ( , ),u x t  ÿêà, ìàþ÷è íåïåðåðâí³ ïîõ³äí³ äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êó çà êîîðäèíàòîþ òà äî äðóãîãî — çà ÷àñîì, çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
(4.296) ó âíóòð³øí³õ òî÷êàõ ï³âñìóãè D  òà êðàéîâ³ (òèïó (4.297)–
(4.299)) ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè (3.34) íà ¿¿ ìåæ³. 
Ïðè âêàçàíèõ âëàñòèâîñòÿõ ôóíêö³é 0( ),u x  0( )v x  ³ ( , )F x t  ðîçâ’ÿçîê 
ö³º¿ çàäà÷³ ºäèíèé (äèâ. çàâäàííÿ 3.2.1). Ç îãëÿäó íà ¿¿ ë³í³éí³ñòü, ìî-
æåìî, ÿê çâè÷àéíî, îáìåæèòèñÿ ðîçãëÿäîì çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ çãèíàëüí³ 
êîëèâàííÿ ( ( , ) 0)F x t   òà çàäà÷³ ïðî âèìóøåí³ çãèíàëüí³ êîëèâàííÿ (ï³ä 
ä³ºþ ñèëè ( , )F x t  ³ ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ). Ñóìà ðîçâ’ÿçê³â 
öèõ ðåäóêîâàíèõ çàäà÷ ³ äàº øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê. 
Êîðèñòóþ÷èñü çàãàëüíîþ ñõåìîþ ìåòîäó Ôóð’º, ïî÷íåìî àíàë³ç ³ç 
çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ. Äëÿ öüîãî øóêàºìî ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³ä-
íîãî ð³âíÿííÿ 
 
2 4
2
2 4
0,
u u
c
t x
     0 ,x l   0,t    (4.300) 
ó âèãëÿä³ äîáóòêó ( , ) ( ) ( ).u x t T t X x  Ï³äñòàâèâøè öåé äîáóòîê ó ð³â-
íÿííÿ (4.300) òà â³äîêðåìèâøè çì³íí³, äëÿ ÷àñîâî¿ ÷àñòèíè ä³ñòàºìî 
ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó 
 
2 0,T c T     0,t    (4.301) 
à äëÿ êîîðäèíàòíî¿ — ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó 
 (4) 0,X X   0 .x l    (4.302) 
Äàë³ ç óìîâ (4.297)–(4.299) çíàõîäèìî êðàéîâ³ óìîâè äëÿ ôóíêö³¿ 
( ) :X x  
1) íà æîðñòêî çàòèñíóòîìó ê³íö³: 
 0( ) 0,X x   0( ) 0;X x    (4.303) 
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2) íà øàðí³ðíî çàêð³ïëåíîìó (îïåðòîìó) ê³íö³: 
 0( ) 0,X x   0( ) 0;X x    (4.304) 
3) íà â³ëüíîìó ê³íö³: 
 0( ) 0,X x   0( ) 0.X x    (4.305) 
Îòæå, äëÿ êîîðäèíàòíî¿ ÷àñòèíè ( )X x  øóêàíî¿ ôóíêö³¿ ( , )u x t  
ä³ñòàºìî êðàéîâó çàäà÷ó, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç ð³âíÿííÿ (4.302) òà ÷î-
òèðüîõ óìîâ òèïó (4.303)–(4.305) (çðîçóì³ëî, ùî ìîæåìî ìàòè ð³çí³ 
êîìá³íàö³¿ öèõ óìîâ — ó çàëåæíîñò³ â³ä ñïîñîá³â çàêð³ïëåííÿ ë³âîãî 
òà ïðàâîãî ê³íö³â ñòåðæíÿ). Öÿ çàäà÷à â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä êðàéîâî¿ çà-
äà÷³ (4.210), (4.211) äëÿ ñòðóíè ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, àëå 
é äëÿ íå¿ çáåð³ãàþòüñÿ îçíà÷åííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ³ âëàñíèõ ôóíêö³é ÿê, 
â³äïîâ³äíî, ïåâíèõ çíà÷åíü   ïàðàìåòðà ,  äëÿ ÿêèõ âîíà ìàº íå-
òðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè, òà ñàìèõ öèõ ðîçâ’ÿçê³â .X   Íåâàæêî áà÷èòè, 
ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ   ä³éñí³ ³ íåâ³ä’ºìí³, à âëàñí³ ôóíêö³¿ ,X   ùî â³ä-
ïîâ³äàþòü ð³çíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, — îðòîãîíàëüí³. 
Ùîá äîâåñòè ö³ òâåðäæåííÿ, ñêîðèñòàºìîñÿ ñïîñîáîì, âèïðîáó-
âàíèì ïðè àíàë³ç³ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.210), (4.211). À ñàìå, ïîìíîæèìî 
ð³âíÿííÿ (4.302) äëÿ ôóíêö³¿ ( ),X x  ùî â³äïîâ³äàº âëàñíîìó çíà÷åí-
íþ ,  íà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíó ôóíêö³þ ( ),X x  òà ç³íòåãðóºìî îáè-
äâ³ ÷àñòèíè çäîáóòî¿ ð³âíîñò³ çà x  ó ìåæàõ â³ä 0 äî .l  Ìàºìî: 
 
2(4)
0 0
( ) ( ) ( ) .
l l
X x X x dx X x dx       
Çàñòîñîâóþ÷è äâîðàçîâå ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äî ³íòåãðàëà çë³âà, 
çíàõîäèìî: 
 
2
0
0
2
0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.
( )
ll
l
X x X x X x X x X x dx
X x dx
    


       


  (4.306) 
Äëÿ áóäü-ÿêèõ êîìá³íàö³é êðàéîâèõ óìîâ (4.303)–(4.305) âèðàç ó êâà-
äðàòíèõ äóæêàõ äîð³âíþº íóëþ. ²íòåãðàëè, ùî çàëèøàþòüñÿ ó ïðàâ³é 
÷àñòèí³ ö³º¿ ð³âíîñò³, ä³éñí³ òà íåâ³ä’ºìí³, à, îòæå, çíà÷åííÿ   òàêîæ 
ä³éñí³ òà íåâ³ä’ºìí³. 
Òåïåð, óðàõîâóþ÷è ä³éñí³ñòü âëàñíèõ çíà÷åíü ,  çàïèøåìî ð³â-
íÿííÿ (4.302) îêðåìî äëÿ êîæíî¿ ç âëàñíèõ ôóíêö³é ( )X x  ³ ( ),X x  
ùî â³äïîâ³äàþòü ð³çíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì ,     ïîìíîæèìî 
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ïåðøå ð³âíÿííÿ íà ( ),X x  äðóãå — íà ( ),X x  â³äí³ìåìî çäîáóò³ ð³â-
íÿííÿ òà ç³íòåãðóºìî ðåçóëüòàò çà x  ó ìåæàõ â³ä 0 äî .l  Çíàõîäèìî: 
 (4) (4)
0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
l l
X x X x dx X x X x X x X x dx                
Äâ³÷³ ³íòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè ñïðàâà, ä³ñòàºìî ð³âí³ñòü 
 
0
0
0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,
l l
l
X x X x dx X x X x X x X x
X x X x X x X x
       
   
        
      

  (4.307) 
ïðàâà ÷àñòèíà ÿêî¿ äîð³âíþº íóëþ äëÿ äîâ³ëüíèõ êîìá³íàö³é óìîâ 
(4.303)–(4.305). Îòæå, âëàñí³ ôóíêö³¿ çàäà÷ (4.301)–(4.305) çàäîâîëü-
íÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.235), òîáòî º îðòîãîíàëüíèìè. Äîäàòêîâî 
âèìàãàþ÷è, ùîá âëàñí³ ôóíêö³¿ ( )X x  áóëè íîðìîâàíèìè (çàäîâîëü-
íÿëè ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.228)), ìîæåìî çàïèñàòè äëÿ íèõ óìîâó îðòî-
íîðìîâàíîñò³ (äèâ. ôîðìóëó (4.236)): 
 
0
( ) ( ) .
l
X x X x dx      (4.308) 
Ïåðåéäåìî äî â³äøóêàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ³ âëàñíèõ ôóíêö³é 
êîíêðåòíèõ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì, ùî çä³éñíþþòü ìàë³ çãèíàëüí³ êî-
ëèâàííÿ. Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî â³ëüí³ êîëèâàííÿ ñòåðæíÿ (áàëêè) 
ç æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè. 
Ñïî÷àòêó çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ êðàéîâî¿ çà-
äà÷³ äëÿ ð³âíÿííÿ (4.302) ç óìîâàìè (4.303) íà îáîõ ê³íöÿõ äîäàòí³. 
Ñïðàâä³, çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (4.302) ïðè 0   ìàº âè-
ãëÿä 
 2 3( ) ,X x K Lx Mx Nx      (4.309) 
äå ,K  ,L  M  ³ N  — ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ. Êðàéîâ³ óìîâè (4.303), çàïè-
ñàí³ äëÿ òî÷îê 0x   ³ ,x l  äàþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 0,K   0,L   2 3 0,Ml Nl   22 3 0.Ml Nl    (4.310) 
Ç äâîõ îñòàíí³õ ð³âíÿíü çíàõîäèìî, ùî 0,M   0.N   Îòæå, ïðè 0   
çàäà÷à (4.302), (4.303) ìàº ëèøå òðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ( ) 0.X x   
Çàãàëüí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü (4.301) ³ (4.302) ïðè 0   ìàþòü âèãëÿä 
 ( ) cos sin ,T t A ct B ct      (4.311) 
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 4 4 4 4( ) ch sh cos sin .X x K x L x M x N x          (4.312) 
Êðàéîâ³ óìîâè (4.303) òåïåð äàþòü äëÿ ñòàëèõ ,K  ,L  M  ³ N  ñèñòåìó 
÷îòèðüîõ ë³í³éíèõ îäíîð³äíèõ ð³âíÿíü 
 
4 4
4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4 4
0,
0,
ch sh cos sin 0,
sh ch sin cos 0.
K M
L N
K l L l M l N l
K l L l M l N l
 
   
       
           
  (4.313) 
Íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ ñèñòåìè ³ñíóº ëèøå çà óìîâè, ùî ¿¿ âè-
çíà÷íèê äîð³âíþº íóëþ: 
 
 
4 4
4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4 4
4 4
1 0 1 0
0 0
ch sh cos sin
sh ch sin cos
2 1 ch cos 0.
l l l l
l l l l
l l
     
        
     
  
(4.314) 
Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî êðàéîâà çàäà÷à (4.302), (4.303) ìàº íåòðèâ³àëüí³ 
ðîçâ’ÿçêè ( )nX x  ëèøå äëÿ òèõ äîäàòíèõ çíà÷åíü ,n  1,2,...,n   ÿê³ º 
ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ 
 4 4ch cos 1.l l     (4.315) 
Ö³ çíà÷åííÿ çðó÷íî ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 
4
,nn l
        (4.316) 
äå n  — áåçðîçì³ðí³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ ch cos 1.    Îñê³ëüêè çàçäàëå-
ã³äü â³äîìî, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ (4.316) äîäàòí³, à âèãëÿä îñòàííüîãî 
ð³âíÿííÿ íå çì³íþºòüñÿ ïðè çàì³íàõ i    ³ ,   òî äîñòàòíüî 
øóêàòè ëèøå äîäàòí³ êîðåí³ .n  Äëÿ ïåðøèõ òðüîõ ³ç íèõ ÷èñëîâ³ ðîç-
ðàõóíêè äàþòü: 1 4,730,   2 7,853,   3 10,996.   ²ç çðîñòàííÿì   
ôóíêö³ÿ ch  çðîñòàº çà åêñïîíåíö³àëüíèì çàêîíîì, òîìó äëÿ âåëè-
êèõ çíà÷åíü   ç òî÷í³ñòþ äî åêñïîíåíö³àëüíî ìàëèõ ÷ëåí³â ñïðàâ-
äæóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ cos 0.   Çâ³äñè ä³ñòàºìî àñèìïòîòè÷íó 
îö³íêó ( 1 2),n n     1.n   Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî íàñïðàâä³ ç òî÷-
í³ñòþ äî òðåòüîãî äåñÿòêîâîãî çíàêà íåþ ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ äëÿ 
âñ³õ n  ç 2.n   
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Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (4.311) âåëè÷èíè n nc    ìàþòü çì³ñò âëàñ-
íèõ ÷àñòîò çãèíàëüíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè. Ç îãëÿäó íà ïîïåðåäí³é ðå-
çóëüòàò, äëÿ îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ ç æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè 
ìàºìî: 
 
2
2
,nn
V
EJ
Sl
    1,2,....n    (4.317) 
Â³äïîâ³äí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ çíàõîäèìî, ï³äñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ n  ó 
ñèñòåìó (4.313) òà ðîçâ’ÿçóþ÷è ¿¿ â³äíîñíî îäíîãî ç êîåô³ö³ºíò³â, ñêà-
æ³ìî .K  Ä³ñòàºìî: 
 
ch cos
,
sh sin
n n
n n
n n
L K
        ,n nM K   ,n nN L   
äå ³íäåêñ n  óêàçóº íà çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â â³ä .n  Äëÿ âëàñíèõ 
ôóíêö³é îòðèìóºìî 
 
( ) ( ),
ch cos
( ) ch cos sh sin ,
sh sin
n
n
n n
n n n n n n
n n
X x K X x
x x x x
X x
l l l l



                    
  (4.318) 
àáî, äîäàòêîâî âðàõóâàâøè ð³âíÿííÿ äëÿ ,n  
 ( ) ch cos cth sh sin .
2n
n n n n nx x x xX x
l l l l
                  
Áà÷èìî, ùî êîæíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ (4.316) çàäà÷³ (4.302), 
(4.303) â³äïîâ³äàº ëèøå îäíà (ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà) âëàñ-
íà ôóíêö³ÿ, òîáòî ö³ âëàñí³ çíà÷åííÿ íåâèðîäæåí³. 
Îñê³ëüêè ôóíêö³¿ ( )
n
X x  ä³éñí³, ñòàëó nK  òàêîæ çðó÷íî âèáðà-
òè ä³éñíîþ. ¯¿ çíà÷åííÿ ô³êñóºìî ç óìîâè íîðìóâàííÿ äëÿ ôóíêö³¿ 
(4.318). Ó òàêèé ñïîñ³á çíàõîäèìî: 
 2 2
0
( ) .
n
l
nK X x dx l

    (4.319) 
Ðåçóëüòàò (4.319) ìîæíà îòðèìàòè äâîìà ñïîñîáàìè: óçÿâøè ³íòå-
ãðàë (4.319) áåçïîñåðåäíüî àáî âèðàçèâøè éîãî ÷åðåç çíà÷åííÿ âëàñ-
íî¿ ôóíêö³¿ ( )
n
X x  òà ¿¿ ïîõ³äíèõ ó òî÷ö³ x l  çà äîïîìîãîþ òàêîãî 
çàãàëüíîãî ïðèéîìó. Íåõàé ( )X x  — ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (4.302) ïðè 
äîâ³ëüíîìó çíà÷åíí³ ïàðàìåòðà ,  ÿêå, âçàãàë³ êàæó÷è, íå çá³ãàºòüñÿ ç 
ÿêèì-íåáóäü âëàñíèì çíà÷åííÿì n  êðàéîâèõ çàäà÷ (4.302)–(4.305); 
îñòàííüîìó â³äïîâ³äàº âëàñíà ôóíêö³ÿ ( ).
n
X x  Î÷åâèäíî, ùî äëÿ 
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ôóíêö³é ( )X x  ³ ( )nX x  òàêîæ ñïðàâäæóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ âèäó 
(4.307), îñê³ëüêè ïðè éîãî âèâåäåíí³ ìè ñêîðèñòàëèñÿ ëèøå òèì ôàê-
òîì, ùî îáèäâ³ ôóíêö³¿ çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ (4.302). Çðîáèâøè 
çàì³íè ,   ,n   ,X X   nX X   òà âçÿâøè äî óâàãè ä³é-
ñí³ñòü ôóíêö³é ( )X x  ³ ( ),nX x  ïîäàìî éîãî ó âèãëÿä³ 
 
0
0
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.
n
n n n n
l
l
n
X x X x dx
X x X x X x X x X x X x X x X x
 
       

           

 (4.320) 
Áà÷èìî, ùî çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà (4.319) ìîæíà çíàéòè, çä³éñíèâøè 
ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä n  òà ðîçêðèâøè çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà Ëî-
ï³òàëÿ íåâèçíà÷åí³ñòü 0 0,  ÿêà âèíèêàº ïðè òàêîìó ïåðåõîä³ ó ïðàâ³é 
÷àñòèí³ ôîðìóëè (4.320). Çîêðåìà, äëÿ ñòåðæíÿ ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³í-
öÿìè ä³ñòàºìî 
 2
0 0
( ) ( )
( ) lim ( ) ( ) ,
n n n
n
ll X x X x
X x dx X x X x   
              (4.321) 
äå ìè âðàõóâàëè êðàéîâ³ óìîâè (4.303) äëÿ ôóíêö³¿ ( ).
n
X x  
Íàãàäàºìî òåïåð, ùî øòðèõè â ïîïåðåäí³õ ôîðìóëàõ îçíà÷àþòü 
äèôåðåíö³þâàííÿ çà çì³ííîþ .x  Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ ( )X x  ìàº ñòðóê-
òóðó (äèâ. ôîðìóëó (4.312)) 
  4( ) ,X x f x    
òî 
  4 4( ) ,X x f x      4( ) ,X x f x     
äå øòðèõè ïðè ôóíêö³¿ f  îçíà÷àþòü äèôåðåíö³þâàííÿ f  çà ¿¿ àðãó-
ìåíòîì. Â³äïîâ³äíî, 
    434
( )
( ),
44
X x x x
f x X x 
     
 
      4 434
( ) 1 1
( ) ( ).
4 444
X x x x
f x f x X x X x  
           
 
Êîðèñòóþ÷èñü öèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè, ïåðåéäåìî ó ôîðìóë³ (4.321) 
äî ãðàíèö³ ,n  ï³äñòàâèìî âåðõíþ ³ íèæíþ ìåæ³ ³íòåãðóâàííÿ 
0x   ³ ,x l  òà çíîâó âðàõóºìî êðàºâ³ óìîâè (4.303). Ä³ñòàíåìî 
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22
0
( ) ( ) ,
4n n
l
x ln
l
X x dx X x  
      (4.322) 
çâ³äêè, ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (4.315), (4.316) ³ (4.318) äëÿ âëàñíèõ çíà-
÷åíü ³ âëàñíèõ ôóíêö³é, ïðèõîäèìî äî ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.319). 
Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëó (4.322) çðó÷íî ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³ 
 
22
2
2
0
( )
( ) ,
4
n
l
n
n
z
d X zl
X x dx
dz

       (4.323) 
ÿêùî ï³ä z  ðîçóì³òè àðãóìåíò n x l  âëàñíî¿ ôóíêö³¿ ( ),nX x  âèçíà-
÷åíî¿ ôîðìóëîþ (4.318). 
Ç ôîðìóë (4.311), (4.317)–(4.319) âèïëèâàº, ùî âëàñí³ çãèíàëüí³ 
êîëèâàííÿ îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ (÷è îäíîð³äíî¿ áàëêè) ç æîðñòêî çà-
êð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ìàþòü âèãëÿä 
  ( ) ( ) cos sin ( ).n n n n nT t X x A t B t X x      (4.324) 
Êîæíå îêðåìå êîëèâàííÿ (4.324) â³äïîâ³äàº òàêîìó ïîïåðå÷íîìó ðóõó 
òî÷îê ñòåðæíÿ (áàëêè), ïðè ÿêîìó âîíè ãàðìîí³÷íî êîëèâàþòüñÿ ç 
âëàñíèìè ÷àñòîòàìè (4.317) òà àìïë³òóäàìè, ïðîïîðö³éíèìè âëàñíèì 
ôóíêö³ÿì (4.318). Äîâ³ëüíå â³ëüíå çãèíàëüíå êîëèâàííÿ ñòåðæíÿ º ñó-
ïåðïîçèö³ºþ öèõ âëàñíèõ êîëèâàíü ³ îïèñóºòüñÿ âèðàçîì 
 
1
( , ) ( ) ( ).n n
n
u x t q t X x


   (4.325) 
ßêùî òàêå êîëèâàííÿ âèíèêàº âíàñë³äîê ïî÷àòêîâîãî çáóäæåííÿ 
(3.34), òî, ñêîðèñòàâøèñü îðòîíîðìîâàí³ñòþ ñèñòåìè âëàñíèõ ôóíê-
ö³é, ñòàíäàðòíèì ÷èíîì îñòàòî÷íî çíàõîäèìî: 
 ( ) cos sin ,nn n n n
n
b
q t a t t      (4.326) 
 0
0
( ) ( ) ,
l
n na u x X x dx   0
0
( ) ( ) .
l
n nb v x X x dx    (4.327) 
Ðîçâ’ÿçêè êðàéîâèõ çàäà÷ ïðî â³ëüí³ çãèíàëüí³ êîëèâàííÿ ñòåðæí³â 
(áàëîê) ïðè ³íøèõ êðàéîâèõ óìîâàõ ìàþòü òàêó ñàìó ñòðóêòóðó. Ó ñïå-
ö³àëüíîìó âèïàäêó, êîëè 0( ) 0,u x   ôîðìóëà (4.325) íàáèðàº âèãëÿäó 
 0
0
( , ) ( , ; ) ( ) ,
l
Vu x t S G x x t v x dx       (4.328) 
äå ôóíêö³ÿ 
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1
sin1
( , ; ) ( ) ( )n n n
nV n
t
G x x t X x X x
S


      (4.329) 
íàçèâàºòüñÿ (÷àñîâîþ) ôóíêö³ºþ Ãð³íà äëÿ çàäà÷³ (4.296)–(4.299), 
(3.34). Ö³ ôîðìóëè ïîâí³ñòþ àíàëîã³÷í³ â³äïîâ³äíèì ôîðìóëàì 
(4.240)–(4.244) äëÿ çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ ñòðóíè ç ïðóæíî çà-
êð³ïëåíèìè ê³íöÿìè. Çàì³íèâøè ó ôîðìóë³ (4.245)   íà ,V S  ä³ñòà-
íåìî (÷àñîâó) ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ çàäà÷³ ïðî «â³ëüí³» çãèíàëüí³ êîëè-
âàííÿ ñòåðæíÿ (áàëêè) ó â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³. 
Çàâäàííÿ 4.12.1. Çíàéä³òü âëàñí³ ÷àñòîòè òà âëàñí³ ôóíêö³¿ çàäà÷³ 
ïðî çãèíàëüí³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ, ë³âèé ê³íåöü ÿêîãî 
çàêð³ïëåíèé æîðñòêî, à ïðàâèé â³ëüíèé (êàìåðòîí, êîíñîëüíà áàëêà). 
Â³äïîâ³äü. Âëàñí³ ÷àñòîòè 2 2 ,n nc l    äå n  — äîäàòí³ êîðåí³ ð³â-
íÿííÿ ch cos 1.     Äëÿ ïåðøèõ òðüîõ n  ÷èñëîâ³ ðîçðàõóíêè äàþòü: 
1 1,875,   2 4,694,   3 7,854.   Ïðè 3n   ç òî÷í³ñòþ äî òðüîõ äå-
ñÿòêîâèõ çíàê³â  1 2 .n n     ßêùî îñíîâíèé òîí êàìåðòîíà ìàº 
ë³í³éíó ÷àñòîòó 1 600Ãö,   òî äâà íàñòóïí³ îáåðòîíè ìàþòü ÷àñòî-
òè 2 3760Ãö,   3 10530Ãö,   à ÷àñòîòè ðåøòè îáåðòîí³â âèõîäÿòü 
çà ïîð³ã ñëóõîâîãî ñïðèéíÿòòÿ ( 20000 Ãö ). Îñíîâíà ÷àñòêà åíåðã³¿ 
çáóäæåíîãî êàìåðòîíà ïðèïàäàº íà îñíîâíèé òîí, âèù³ ãàðìîí³êè ç 
÷àñîì çàòóõàþòü øâèäøå (óíàñë³äîê á³ëüøîãî îïîðó ïîâ³òðÿ ïðè á³ëü-
øèõ çíà÷åííÿõ øâèäêîñò³ ðóõó), ³ êàìåðòîí ïîðîäæóº ÷èñòèé çâóê íà 
îñíîâí³é ÷àñòîò³. 
Âëàñí³ ôóíêö³¿ (ç òî÷í³ñòþ äî íîðìóâàëüíîãî ìíîæíèêà )nC  
 
ch cos
( ) ch cos sh sin .
sh sin
n n n n n n
n n
n n
x x x x
X x C
l l l l
                      
 
Çàâäàííÿ 4.12.2. Òå ñàìå äëÿ îäíîð³äíî¿ áàëêè, ÿêùî: à) ¿¿ ê³íö³ 
îïèðàþòüñÿ íà òâåðä³ ñò³íêè; á) ¿¿ ë³âèé ê³íåöü çàêð³ïëåíî æîðñòêî, à 
ïðàâèé — øàðí³ðíî; â) îáèäâà ê³íö³ â³ëüí³. 
Â³äïîâ³ä³: à) 2 2 2 ,n c n l     ( ) sin ,n nX x C nx l   äå 1,2,....n   Âëàñ-
í³ ôóíêö³¿ òàêî¿ áàëêè çà ñâîºþ ñòðóêòóðîþ çá³ãàþòüñÿ ç âëàñíèìè 
ôóíêö³ÿìè îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè; 
á) 2 2 ,n nc l    äå n  — äîäàòí³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ tg th ,    
 
ch cos
( ) ch cos sh sin ;
sh sin
n n n n n n
n n
n n
x x x x
X x C
l l l l
                       
 
â) 2 2 ,n nc l    äå n  — íåâ³ä’ºìí³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ ch cos 1,    
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ch cos
( ) ch cos sh sin .
sh sin
n n n n n n
n n
n n
x x x x
X x C
l l l l
                         
Çàóâàæåííÿ 4.12.1. Âëàñíà ôóíêö³ÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (4.302), (4.305) 
(íà îáîõ ê³íöÿõ) ïðè 0   º äâîïàðaìåòðè÷íîþ: 0 1 2( ) .X x C x C   Öå 
îçíà÷àº, ùî äëÿ çãèíàëüíèõ êîëèâàíü îäíîð³äíî¿ áàëêè ç íåçàêð³ïëå-
íèìè ê³íöÿìè íóëüîâà âëàñíà ÷àñòîòà, ÿêà ïîâ’ÿçàíà ç íóëüîâèì êîðå-
íåì 0 0   ð³âíÿííÿ ch cos 1,    º äâ³÷³ âèðîäæåíîþ. Äâ³ íåçàëåæí³ 
âëàñí³ ôóíêö³¿ 01( )X x  ³ 02 ( ),X x  ùî â³äïîâ³äàþòü ö³é ÷àñòîò³ (³ ìàþòü 
óêàçàíó ñòðóêòóðó), ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá âîíè áóëè íîðìîâàíèìè 
òà âçàºìíî îðòîãîíàëüíèìè, íàïðèêëàä, ó âèãëÿä³ 
 01
1
( ) ,X x
l
  02 2 3 1( ) .2
x
X x
ll
      
Ïðè 0   ð³âíÿííÿ (4.301) ìàº ðîçâ’ÿçîê 0( ) ,T t a bt   a  ³ b  — 
ñòàë³, ³ òîìó ïðè 0   äëÿ áàëêè ç íåçàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ³ñíóþòü 
äâà ñïåö³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (4.296) 
 01 01 1 1( , ) ( )( ),u x t X x a b t   02 02 2 2( , ) ( )( ).u x t X x a b t   
Ïåðøèé ³ç öèõ ðîçâ’ÿçê³â îïèñóº ð³âíîì³ðíèé ïîñòóïàëüíèé ðóõ áàë-
êè ÿê òâåðäîãî ò³ëà, à äðóãèé ïðè ìàëèõ 0t   ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè 
ÿê îáåðòàííÿ áàëêè ÿê ö³ëîãî ç³ ñòàëîþ êóòîâîþ øâèäê³ñòþ íàâêîëî 
ñâîãî öåíòðà ìàñ (ïðè âåëèêèõ 0t   öÿ ³íòåðïðåòàö³ÿ âòðà÷àº çì³ñò, 
îñê³ëüêè ïîðóøóºòüñÿ óìîâà ìàëèçíè â³äíîñíèõ çì³ùåíü ïîïåðå÷íèõ 
ïåðåð³ç³â áàëêè, çà ÿêî¿ áóëî âèâåäåíî ð³âíÿííÿ (4.296)). 
Çàâäàííÿ 4.12.3. Äîâåä³òü, ùî âëàñí³ ôóíêö³¿ êðàéîâèõ çàäà÷ 
(4.302)–(4.305) çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 2 2 2
0
( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ,
4 n
l
n n n n n
z
l
X x dx X z X z X z X z

         (4.330) 
äå òåïåð øòðèõè îçíà÷àþòü äèôåðåíö³þâàííÿ çà çì³ííîþ ,z  òà îá-
÷èñë³òü íîðìóâàëüí³ ìíîæíèêè äëÿ âëàñíèõ ôóíêö³é ³ç çàâäàíü 4.12.1 
³ 4.12.2. 
Ïåðåéäåìî òåïåð äî êîíñïåêòèâíîãî àíàë³çó âèìóøåíèõ çãèíàëü-
íèõ êîëèâàíü îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ ï³ä ä³ºþ ïîïåðå÷íî¿ ñèëè ç ïîãîí-
íîþ ãóñòèíîþ ( , ).F x t  Çàäà÷à ïîëÿãàº â òîìó, ùîá çíàéòè ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ (4.296), ÿêèé çàäîâîëüíÿº êðàéîâ³ óìîâè (4.297)–(4.299) òà 
ïî÷àòêîâ³ óìîâè (3.34), ïðè öüîìó äîñòàòíüî îáìåæèòèñÿ âèïàäêîì, 
êîëè ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ 0( ) 0,u x   0( ) 0.v x   Ïðè íàÿâíîñò³ ñèëè òåð-
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òÿ ó ïðàâó ÷àñòèíó ð³âíÿííÿ (4.296) òðåáà äîäàòè ¿¿ ïîãîííó ãóñòèíó; 
îñòàííþ ìîäåëþºìî ó âèãëÿä³ 2 ( , ).V tS u x t    
Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëàìè (4.328), (4.245) òà ïðèíöèïîì Äþàìå-
ëÿ, ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿ-
ä³ (4.249), ÿêùî ï³ä   ðîçóì³òè âåëè÷èíó ,V S  à ï³ä ( )nX x  òà n  — 
âëàñí³ ôóíêö³¿ êðàéîâèõ çàäà÷ (4.302)–(4.305) òà â³äïîâ³äí³ ÷àñòîòè. 
ßêùî æ çîâí³øíÿ ñèëà ( , )F x t  — ãàðìîí³÷íà, òî, ïîäàâøè ¿¿ â êîì-
ïëåêñíîçíà÷íîìó âèãëÿä³ 0( , ) ( ) ,
i tF x t F x e    çíàõîäèìî, ùî ïðè t   
ï³ä ¿¿ ä³ºþ âñòàíîâëþþòüñÿ ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ ñòåðæíÿ, ïðè ÿêèõ 
óñ³ éîãî òî÷êè ðóõàþòüñÿ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì ( ) i tA x e   ç ÷àñòî-
òîþ   ³ êîìïëåêñíîçíà÷íîþ àìïë³òóäîþ ( ).A x  Öÿ àìïë³òóäà îïèñó-
ºòüñÿ ôîðìóëîþ (4.259), äå ÷àñòîòíà ôóíêö³ÿ Ãð³íà ñòåðæíÿ ( , )G x x   
ìàº âèãëÿä (4.260) (ç V S  çàì³ñòü   ³ â³äïîâ³äíèìè ( ),nX x  ).n  
Ïðè 0  àìïë³òóäà ( )A x  º ðîçâ’ÿçêîì äèôåðåíö³àëüíîãî ð³â-
íÿííÿ 
 
2
(4)
02 2
1
( ) ( ) ( ),
V
y x y x F x
c Sc
  
  0 ,x l    (4.331) 
ÿêèé çàäîâîëüíÿº çàäàí³ êðàéîâ³ óìîâè òèïó (4.303)–(4.305), à ôóíê-
ö³ÿ ( , )G x x   — óçàãàëüíåíèì ðîçâ’ÿçêîì ö³º¿ æ çàäà÷³ äëÿ âèïàäêó çî-
ñåðåäæåíî¿ ñèëè 0( ) ( ) :F x x x    
 
2
(4)
2 2
1
( , ) ( , ) ( ),
V
G x x G x x x x
c Sc 
       0 , .x x l    (4.332) 
Àëãîðèòì ïîáóäîâè ôóíêö³¿ ( , )G x x   íàñòóïíèé. Ñïåðøó ðîçáè-
âàºìî â³äð³çîê [0, ]l  íà äâ³ îáëàñò³, [0, )x  (îáëàñòü ²) ³ ( , ]x l  (îáëàñòü 
²²), äå ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (4.332) îáåðòàºòüñÿ â íóëü. Äàë³ áóäóº-
ìî çàãàëüí³ ðîçâ’ÿçêè öüîãî îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ äëÿ îáëàñòåé ² ³ ²² 
òà â³äíîâëþºìî ÷àñòèíó ñòàëèõ ³íòåãðóâàííÿ çà çàäàíèìè êðàéîâèìè 
óìîâàìè (äâîìà äëÿ êîæíîãî ê³íöÿ ñòåðæíÿ). Ùå ÷îòèðè ñòàë³ ³íòå-
ãðóâàííÿ çíàõîäèìî çà äîïîìîãîþ ÷îòèðüîõ óìîâ çøèâàííÿ îòðèìà-
íèõ ðîçâ’ÿçê³â ó òî÷ö³ :x x  
 ( 0, ) ( 0, ),G x x G x x         (4.333) 
 ( 0, ) ( 0, ),G x x G x x           (4.334) 
 ( 0, ) ( 0, ),G x x G x x           (4.335) 
 
2
1
( 0, ) ( 0, ) .
V
G x x G x x
Sc 
            (4.336) 
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Óìîâè (4.333)–(4.335) âèïëèâàþòü ç âèìîãè, ùîá ôîðìà ñòåðæíÿ 
ïðè âèìóøåíèõ êîëèâàííÿõ ï³ä ä³ºþ ãàðìîí³÷íî¿ ñèëè, çîñåðåäæåíî¿ 
â òî÷ö³ ,x  îïèñóâàëàñÿ á íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ ç íåïåðåðâíîþ êðè-
âèíîþ, òîáòî áóëà á ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåí-
ö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ çà êîîðäèíàòîþ .x  Óìîâà æ (4.336) º íàñë³äêîì 
ð³âíÿííÿ (4.332). Ñïðàâä³, ç³íòåãðóâàâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ 
(4.332) çà çì³ííîþ x  ó ìåæàõ â³ä x    äî ,x    0,   òà ïåðåéøîâ-
øè â îòðèìàí³é ð³âíîñò³ äî ãðàíèö³ 0,  ç îãëÿäó íà íåïåðåðâí³ñòü 
( , )G x x   ó òî÷ö³ x x  îòðèìóºìî (4.336). Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ âè-
êîíàòè â³äïîâ³äí³ ïåðåòâîðåííÿ (äèâ. ï³äðîçä³ë 4.9). 
Çàâäàííÿ 4.12.4. Çíàéä³òü ÷àñòîòí³ ôóíêö³¿ Ãð³íà äëÿ îäíîð³äíî¿ 
áàëêè ç æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè òà äëÿ ñèñòåì, îïèñàíèõ ó 
çàâ äàííÿõ 4.12.1 ³ 4.12.2. 
Çóïèíèìîñÿ êîðîòêî íà öèêë³ çàäà÷ ïðî ñò³éê³ñòü ïðóæíèõ ñèñòåì, 
ùî áåçïîñåðåäíüî ïðèìèêàº äî çàäà÷ íà â³äøóêàííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò 
çãèíàëüíèõ êîëèâàíü ñòåðæí³â ³ áàëîê. Óâàæàºòüñÿ, ùî ìåõàí³÷íà 
ñèñòåìà âòðà÷àº ñò³éê³ñòü, ÿêùî ïðè çì³í³ ¿¿ ïàðàìåòð³â íàéíèæ÷à 
âëàñíà ÷àñòîòà äîñÿãàº íóëüîâîãî çíà÷åííÿ. 
Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, óìîâè ñò³éêîñò³ äî çãèíàííÿ äëÿ ñòèñíó-
òîãî îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ. Ó âèïàäêó ìàëèõ äåôîðìàö³é éîãî ïîòåí-
ö³àëüíó åíåðã³þ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 
 2 2
0 0
1 1
,
2 2
l l
xx xÏ EJ u dx F u dx     (4.337) 
äå ïåðøèé ÷ëåí îïèñóº ïîòåíö³àëüíó 
åíåðã³þ ïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ ñòåðæíÿ, à 
äðóãèé çóìîâëåíèé ñòèñêàþ÷îþ ñèëîþ F  
(â³í ïîä³áíèé äî åíåðã³¿ ïðóæíî¿ äåôîð-
ìàö³¿ ñòðóíè, àëå ìàº ïðîòèëåæíèé çíàê). 
Ôîðìóëà (4.337) â³äîáðàæàº òîé ôàêò, ùî â 
ñòèñíóòîìó ñòåðæí³ ðàçîì ³ç ñèëàìè æîð-
ñòêîñò³, ùî ïðîòèä³þòü çãèíàííþ, òàêîæ 
âèíèêàþòü ñèëè, ùî íàìàãàþòüñÿ éîãî 
ç³ãíóòè. ßêùî âåëè÷èíà ñòèñêàþ÷î¿ ñèëè 
çàëèøàºòüñÿ ìåíøîþ â³ä ïåâíîãî ïîðî-
ãîâîãî çíà÷åííÿ êð,F  òî ì³í³ìóìó åíåðã³¿ 
(4.337) â³äïîâ³äàº ïðÿìîë³í³éíèé ïðîô³ëü 
( ) 0u x   (äèâ. ðèñ. 4.9). Îäíàê ïðè êðF F  
F 
F 
F < Fɤɪ F > Fɤɪ 
Ðèñ. 4.9. Ñïîíòàííå çãè-
íàííÿ ñòåðæíÿ ï³ä ä³ºþ 
ñòèñêàþ÷î¿ ñèëè F 
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ïðÿìîë³í³éíà ôîðìà ñòåðæíÿ â³äïîâ³äàº ñòàíó íåñò³éêî¿ ð³âíîâàãè. 
Äîñèòü íåçíà÷íîãî çãèíàííÿ âíàñë³äîê âèïàäêîâèõ ïðè÷èí, ùîá öÿ 
ð³âíîâàãà ïîðóøèëàñÿ ³ ñòåðæåíü äàë³ ñèëüíî ç³ãíóâñÿ1. Ñèëüíî ñòèñ-
íóòèé ñòåðæåíü óçàãàë³ íå ìîæå ðåàëüíî çàëèøàòèñÿ â íåç³ãíóòîìó 
ñòàí³. 
Ð³âíÿííÿ äëÿ ð³âíîâàæíîãî ïðîô³ëþ ( )u u x  ñòèñíóòîãî ñòåðæíÿ 
çíàõîäèìî ç óìîâè ì³í³ìóìó ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ (4.337): 
 
4 2
2
4 2
0,
d u d u
q
dx dx
   2 .Fq
EJ
   (4.338) 
Éîãî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä 
 1 2 3 4( ) cos sin ,u x C qx C qx C x C      (4.339) 
äå ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ âèçíà÷àþòüñÿ êðàéîâèìè óìîâàìè íà ê³íöÿõ 
ñòåðæíÿ. 
Íåõàé, íàïðèêëàä, ê³íö³ ñòåðæíÿ æîðñòêî çàêð³ïëåí³: (0) (0)u u 
( ) ( ) 0.u l u l    Òîä³ äëÿ ñòàëèõ ³íòåãðóâàííÿ ä³ñòàºìî ñèñòåìó ë³í³é-
íèõ îäíîð³äíèõ ð³âíÿíü, íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ ³ñíóº, ÿêùî 
ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âíÿííÿ ( 0)ql    
  2 1 cos sin 0.      
Ïåðåïèñàâøè éîãî ó âèãëÿä³ 
 2sin 2sin cos 0,
2 2 2
        
áà÷èìî, ùî ïåðøèé íåíóëüîâèé êîð³íü çá³ãàºòüñÿ ç ïåðøèì íåíóëüî-
âèì êîðåíåì 1 2    ïåðøîãî ìíîæíèêà, îñê³ëüêè íà ³íòåðâàë³ (0,2 ]  
äðóãèé ìíîæíèê (âèðàç ó äóæêàõ) íóë³â íå ìàº. Îòæå, 2 2êð 4 ,F EJ l   
ïðè öüîìó 2( ) sin ( ).u x C x l   
Çàâäàííÿ 4.12.5. Çíàéä³òü êðèòè÷íó ñèëó êð,F  ïðè ÿê³é îäíîð³ä-
íèé ñòåðæåíü âòðà÷àº ñò³éê³ñòü, ÿêùî: à) ê³íö³ ñòåðæíÿ çàêð³ïëåíî íà 
øàðí³ðàõ; á) îäèí ê³íåöü ñòåðæíÿ çàìóðîâàíî â ñò³íêó, à äðóãèé â³ëü-
íèé (çàäà÷à Åéëåðà). 
Âêàç³âêà. Ó âèïàäêó á) äëÿ îïèñó ð³âíîâàæíîãî ïðîô³ëþ ñòèñíó-
òîãî ñòåðæíÿ çðó÷íî ñêîðèñòàòèñÿ (ìàëèì) êóòîì ( )x    ì³æ â³ññþ 
1 Öå ÿâèùå º ïðèêëàäîì ñïîíòàííîãî ïîðóøåííÿ ñèìåòð³¿: óíàñë³äîê çãèíàííÿ 
ïîðóøóºòüñÿ öèë³íäðè÷íà ñèìåòð³ÿ ñòåðæíÿ, ÿêó â³í ìàâ äî çãèíàííÿ, ïðè öüîìó 
ïåðåäáà÷èòè çàçäàëåã³äü, ó ÿêîìó ñàìå íàïðÿì³ (ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî âëàñíî¿ îñ³) â³í 
ç³ãíåòüñÿ, íåìîæëèâî.
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ñòåðæíÿ òà äîòè÷íîþ äî íüîãî â òî÷ö³ ç êîîðäèíàòîþ x  (ðèñ. 4.10). 
Òîä³ ôóíêö³îíàë (4.337) íàáèðàº âèãëÿäó (äèâ. çàâäàííÿ 2.1.2) 
 2 2
0
1
( ) ( ) ,
2
l
Ï dx EJ x F x        (4.340) 
³ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ ñèëè ,F  
ïðè ÿêîìó åêñòðåìàëü ôóíö³îíàëà (4.340) ó êëàñ³ 1[0, ]C l  êðèâèõ ³ç 
ë³âèì çàêð³ïëåíèì ³ ïðàâèì â³ëüíèì ê³íöÿìè ñòàº â³äì³ííîþ â³ä 
íóëÿ. 
                                                                      F
                                                Į(x) 
   2                         x                        l      x 
Ðèñ. 4.10. Îïèñ ð³âíîâàæíîãî ïðîô³ëþ ñòåðæíÿ çà äîïîìîãîþ êóòà (x) 
Â³äïîâ³ä³: à) 2 2êð ;F EJ l   á) 2 2êð 4 .F EJ l   
Çàâäàííÿ 4.12.6. Âèâåä³òü ð³âíÿííÿ, ÿêå îïèñóº ìàë³ çãèíàëüí³ êî-
ëèâàííÿ ñòèñíóòîãî îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ, òà ñôîðìóëþéòå â³äïîâ³ä-
íó êðàéîâó çàäà÷ó. 
ÊÎÍÒÐÎËÜÍ² ÏÈÒÀÍÍß ÄÎ ÐÎÇÄ²ËÓ 4 
1. ßê áåçïîñåðåäíüî âèðàçèòè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ äëÿ â³ëüíèõ êîëè-
âàíü îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ÷åðåç ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿? Äëÿ ÿêèõ ïî÷àòêî-
âèõ óìîâ â³í ìàº âèãëÿä óñàì³òíåíî¿ õâèë³, ùî ðóõàºòüñÿ âïðàâî, íå 
çì³íþþ÷è ñâîº¿ ôîðìè? 
2. Ó ÷îìó ïîëÿãàº ïðèíöèï Äþàìåëÿ? ßê çà éîãî äîïîìîãîþ çíàéòè 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ äëÿ âèìóøåíèõ êîëèâàíü íåîáìåæåíî¿ îäíîð³ä-
íî¿ ñòðóíè ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ? 
3. Ó ÷îìó ïîëÿãàº ìåòîä ïðîäîâæåííÿ? ßê çà éîãî äîïîìîãîþ çíàé òè 
çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ äëÿ â³ëüíèõ êîëèâàíü íàï³âîáìåæåíî¿ 
îäíîð³äíî¿ ñòðóíè, ê³íåöü ÿêî¿ çàêð³ïëåíèé æîðñòêî? Â³ëüíèé? 
4. ßê íà îñíîâ³ ìåòîäó ïðîäîâæåííÿ ïîáóäóâàòè àëãîðèòì ðîçâ’ÿçêó 
êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ â³ëüíèõ êîëèâàíü îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëå-
íèìè ê³íöÿìè? 
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5. ßê îòðèìàòè çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ â³ëüíèõ êîëè-
âàíü îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, âèõîäÿ÷è ³ç çîáðà-
æåííÿ ãëàäêî¿ ïåð³îäè÷íî¿ ôóíêö³¿ íà îñ³ ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º? 
6. ×è ìîæå ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ äëÿ õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ ñòàòè ç ÷àñîì 
íåïåðåðâíèì, ÿêùî ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿ ìàþòü ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó? 
×è ìàþòü ô³çè÷íèé çì³ñò ðîçðèâí³ ðîçâ’ÿçêè òàêî¿ çàäà÷³? 
7. Ó ÷îìó ïîëÿãàº ÿâèùå Ã³ááñà? 
8. ßê³ ðóõè ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè íàçèâàþòüñÿ âëàñíèìè êîëèâàííÿìè? 
Îïèø³òü ÷àñòîòè âëàñíèõ êîëèâàíü îäíîâèì³ðíî¿ îáìåæåíî¿ ñòðóíè 
³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè. ßêà õàðàêòåðíà îñîáëèâ³ñòü ïîñë³äîâíîñò³ 
öèõ ÷àñòîò âòðà÷àºòüñÿ ïðè ïîñëàáëåíí³ æîðñòêîñò³ çàêð³ïëåííÿ 
ê³íö³â ñòðóíè? 
9. Çíàþ÷è ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿, ÿê çíàéòè ÷àñòêó åíåðã³¿, ùî ïðèïàäàº íà 
êîæíå âëàñíå êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè? 
10. ßê òðàíñôîðìóþòüñÿ âëàñí³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ï³ä ä³ºþ 
òåðòÿ? ×îìó äîð³âíþþòü ÷àñòîòè çãàñàþ÷èõ âëàñíèõ êîëèâàíü 
ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ïðè íàÿâíîñò³ òåðòÿ? 
11. ßê áóäóºòüñÿ ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïðî âèìóøåí³ êî-
ëèâàííÿ îáìåæåíî¿ ñòðóíè ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüî¿ ñèëè ïðè íóëüîâèõ ïî-
÷àòêîâèõ óìîâàõ? 
12. Çàïèø³òü ðîçêëàä çà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè ÷àñîâî¿ ôóíêö³¿ Ãð³íà äëÿ 
çàäà÷³ ïðî âèìóøåí³ êîëèâàííÿ îáìåæåíî¿ ñòðóíè ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüî¿ 
ñèëè? ßêèé ¿¿ ô³çè÷íèé çì³ñò? 
13. ßê³ âëàñòèâîñò³ ³ çì³ñò ìàº ÷àñòîòíà ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ çàäà÷³ ïðî 
óñòàëåí³ âèìóøåí³ êîëèâàííÿ îáìåæåíî¿ ñòðóíè ï³ä ä³ºþ ãàðìîí³÷íî¿ 
ñèëè? ßêèé âèãëÿä ìàº ¿¿ ðîçêëàä çà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè â³äïîâ³äíî¿ 
êðàéîâî¿ çàäà÷³? 
14. ßêå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ³ ÿê³ êðàéîâ³ óìîâè çàäîâîëüíÿº ÷àñòîò-
íà ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ çàäà÷³ ïðî âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ñòðóíè ï³ä ä³ºþ 
ãàðìîí³÷íî¿ ñèëè? ßê ¿¿ çíàéòè, êîðèñòóþ÷èñü öèìè âëàñòèâîñòÿìè? 
15. ßê³ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ êîëèâàíü º îñíîâîþ ìåòîäó â³äîêðåì-
ëåííÿ çì³ííèõ (ìåòîäó Ôóð’º)? 
16. ßê áóäóþòüñÿ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ ïðî â³ëüí³ ³ âèìóøåí³ êîëèâàííÿ îäíî-
ð³äíî¿ ñòðóíè ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè íà îñíîâ³ ìåòîäó Ôóð’º? 
17. ßê çðîñòàþòü ïðè n   ÷ëåíè âïîðÿäêîâàíî¿ çà âåëè÷èíàìè ïîñë³-
äîâíîñò³ âëàñíèõ ÷àñòîò n  îäíîð³äíî¿ ñòðóíè ç ïðóæíî çàêð³ïëåíè-
ìè ê³íöÿìè? 
18. ßê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ º êëþ÷îâèìè ïðè äîâåäåíí³ ïîïàðíî¿ îðòîãîíàëü-
íîñò³ âëàñíèõ ôóíêö³é êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ îäíîð³ä-
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íî¿ ñòðóíè ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè, ùî â³äïîâ³äàþòü ð³çíèì 
âëàñíèì çíà÷åííÿì? 
19. ßê ³ ÿêèìè âëàñòèâîñòÿìè ÷àñòîòíî¿ ôóíêö³¿ Ãð³íà äëÿ îäíîð³äíî¿ 
ñòðóíè ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ, ùîá 
ïåðåñâ³ä÷èòèñÿ â ïîâíîò³ ñèñòåìè âëàñíèõ ôóíêö³é â³äïîâ³äíî¿ êðà-
éîâî¿ çàäà÷³? 
20. ßê çðîñòàþòü ïðè n   ÷ëåíè âïîðÿäêîâàíî¿ çà âåëè÷èíàìè ïî-
ñë³äîâíîñò³ âëàñíèõ ÷àñòîò n  çãèíàëüíèõ êîëèâàíü îäíîð³äíîãî 
ñòåðæíÿ ç æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè (â³ëüíèìè) ê³íöÿìè? Ïîð³âíÿéòå 
ïîðÿäêè çðîñòàííÿ öèõ ÷àñòîò ³ âëàñíèõ ÷àñòîò ïîïåðå÷íèõ êîëè-
âàíü îäíîð³äíî¿ ñòðóíè. 
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Ðîçä³ë 5 
ÊÎËÈÂÀÍÍß ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ 
ÍÅÎÄÍÎÐ²ÄÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ 
5.1. ÊÐÀÉÎÂÀ ÇÀÄÀ×À ØÒÓÐÌÀ — Ë²ÓÂ²ËËß 
Äî öüîãî ÷àñó ìè ðîçãëÿäàëè îäíîâèì³ðí³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíèõ 
ñèñòåì, ìåõàí³÷í³ ³ ãåîìåòðè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ÿêèõ îäíàêîâ³ â óñ³õ 
¿õ òî÷êàõ. Ð³âíÿííÿ ìàëèõ êîëèâàíü äëÿ òàêèõ ñèñòåì çâîäÿòüñÿ äî 
ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ç³ ñòàëèìè 
êîåô³ö³ºíòàìè, à â³äïîâ³äí³ êðàéîâ³ çàäà÷³ ìîæóòü áóòè åôåêòèâíî 
ïðîàíàë³çîâàí³ â ðàìêàõ ï³äõîäó, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà ìåòîä³ Ôóð’º òà 
âêëþ÷àº: âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ³ âëàñíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè; â³ä-
øóêàííÿ ôóíêö³é, ùî îïèñóþòü â³ëüí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè ïðè äî-
â³ëüíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ, ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ âëàñíèõ êîëèâàíü; 
âèêîðèñòàííÿ àïàðàòó ôóíêö³é Ãð³íà ÿê óí³âåðñàëüíîãî ³íñòðóìåí-
òó, ùî ì³ñòèòü óñþ ³íôîðìàö³þ ïðî äèíàì³÷í³ âëàñòèâîñò³ ñèñòåìè; 
çâåäåííÿ çà éîãî äîïîìîãîþ äî êâàäðàòóðè àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
êðàéîâèõ çàäà÷ ïðî âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè ï³ä ä³ºþ äîâ³ëüíèõ 
çîâí³øí³õ ñèë. 
Ñë³ä ï³äêðåñëèòè, ùî äëÿ ë³í³éíèõ ñèñòåì, ùî äîïóñêàþòü â³äî-
êðåìëåííÿ ÷àñîâî¿ çì³ííî¿ â³ä êîîðäèíàò, òàêèé ï³äõ³ä º óí³âåðñàëü-
íèì. Ïåðø çà âñå, éîãî ìîæíà ïîøèðèòè íà çàäà÷³ ïðî îäíîâèì³ðí³ 
êîëèâàííÿ ñèñòåì ³ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè, òîáòî ñèñòåì, ïàðà-
ìåòðè ÿêèõ çì³íþþòüñÿ â³ä òî÷êè äî òî÷êè (íåîäíîð³äíà ñòðóíà, íå-
îäíîð³äíèé ñòåðæåíü òîùî). Êîëî äîñë³äæóâàíèõ çàäà÷ ìîæíà ðîç-
øèðèòè é äàë³, ïðèïóñòèâøè, ùî êîëèâàííÿ ñèñòåì â³äáóâàþòüñÿ â 
ïðóæíîìó ñåðåäîâèù³, à íà ¿õ ê³íöÿõ ðåàë³çóþòüñÿ óìîâè ïðóæíîãî 
çàêð³ïëåííÿ. 
Äîñòàòíüî çàãàëüíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äëÿ âèâ÷åííÿ êîëèâàëü-
íîãî ðóõó òàêèõ ñèñòåì áóëà äîêëàäíî îïèñàíà íàìè â ï³äðîçä³ë³ 3.2. 
Íàãàäàºìî, ùî â ö³é ìîäåë³ ïàðàìåòðè ñèñòåìè ç ðîçïîä³ëåíèìè 
ïàðàìåòðàìè îïèñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôóíêö³é ( ) 0,x   ( ) 0p x   ³ 
( ) 0,q x   âèçíà÷åíèõ íà â³äð³çêó [0, ],l  l  — äîâæèíà ñèñòåìè, òà ñòà-
ëèõ 1 2, 0.h h   Ôóíêö³¿ ( )x  ³ ( )q x  óâàæàþòüñÿ íåïåðåðâíèìè, ( )p x  — 
íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíîþ íà [0, ].l  Êîëèâàëüíèé ðóõ ñèñòåìè 
210
îïèñóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿ ( , ),u x t  âèçíà÷åíî¿ íà 
ï³âñìóç³  : 0 , 0 .D x l t    Ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó 0t   ôóíêö³ÿ 
( , )u x t  äîð³âíþº çì³ùåííþ ç ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ïîïåðå÷íîãî ïå-
ðåð³çó ñèñòåìè ç êîîðäèíàòîþ ;x  ó íåäåôîðìîâàíîìó ñòàí³ ñèñòåìè 
( , ) 0.u x t   Âèìàãàºòüñÿ, ùîá â îáëàñò³ D  ôóíêö³ÿ ( , )u x t  áóëà íåïå-
ðåðâíîþ ðàçîì ç³ ñâî¿ìè ïåðøèìè ³ äðóãèìè ïîõ³äíèìè. 
Ïîäàëüøèé àíàë³ç ö³º¿ ìîäåë³ äîçâîëÿº ñòâåðäæóâàòè íàñòóïíå. 
1. ßêùî ñèëè ïðóæíîãî çâ’ÿçêó º ºäèíèìè çîâí³øí³ìè ñèëàìè, 
ùî ä³þòü íà êîëèâàëüíó ñèñòåìó, òî ôóíêö³þ ( , )u x t  ìîæíà çíàéòè ÿê 
ðîçâ’ÿçîê (ç â³äïîâ³äíèìè àíàë³òè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè) êðàéîâî¿ çà-
äà÷³, ùî âêëþ÷àº îäíîð³äíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
 
2
2
( ) ( ) ( ) ,
u u
x p x q x u
x xt
           0 ,x l   0,t    (3.32) 
êðàéîâ³ óìîâè 
 1(0, ) (0, ) 0,xu t h u t   2( , ) ( , ) 0,xu l t h u l t   1 2, 0,h h   0,t    (3.33) 
òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè 
 0( ,0) ( ),u x u x  0( ,0) ( ),tu x v x  0 ,x l    (3.34) 
äå 0( )u x  ³ 0( )v x  — ïðèíàéìí³ äâ³÷³ òà îäèí ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåí-
ö³éîâí³ ïî÷àòêîâ³ ôóíêö³¿. 
2. Ïðè íàÿâíîñò³ çîâí³øí³õ ñèë, ùî íå çâîäÿòüñÿ äî ñèë ïðóæíîãî 
çâ’ÿçêó ñèñòåìè ç ñåðåäîâèùåì ³ ìàþòü ïîãîííó ãóñòèíó ( , ),F x t  êðà-
éîâà çàäà÷à äëÿ ôóíêö³¿ ( , )u x t  ñêëàäàºòüñÿ ç íåîäíîð³äíîãî äèôåðåí-
ö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
 
2
2
( ) ( ) ( ) ( , ),
u u
x p x q x u F x t
x xt
            0 ,x l   0,t    (3.35) 
êðàéîâèõ óìîâ (3.33) òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ (3.34)1. 
3. Ðîçâ’ÿçêè êðàéîâèõ çàäà÷ (3.32)–(3.34) ³ (3.33)–(3.35) (ïðè âêà-
çàíèõ âëàñòèâîñòÿõ ôóíêö³é ( ),x  ( ),q x  ( ),p x  0( ),u x  0( ),v x  ñòàëèõ 1,h  
2h  ³ äëÿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ ( , ))F x t  ºäèí³ (òåîðåìà 3.2.1). 
Òàêèì ÷èíîì, êîðèñòóþ÷èñü óêàçàíîþ ìîäåëëþ, ïðèõîäèìî äî 
êðàéîâèõ çàäà÷ (3.32)–(3.34) ³ (3.33)–(3.35), ùî îïèñóþòü êîëèâàëü-
íèé ðóõ ñèñòåì ³ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè ïðè äîñòàòíüî çà-
ãàëüíèõ ïðèïóùåííÿõ â³äíîñíî öèõ ïàðàìåòð³â òà óìîâ, ó ÿêèõ çíà-
1 Ó ñèëó ë³í³éíîñò³ çàäà÷ (3.32)–(3.34) ³ (3.33)–(3.35), ùî óìîæëèâëþº ¿õ ðåäóêö³þ, 
ïðè âèâ÷åííÿ çàäà÷³ (3.33)–(3.35) äîñòàòíüî îáìåæèòèñÿ âèïàäêîì, êîëè ïî÷àòêîâ³ 
ôóíêö³¿ äîð³âíþþòü íóëþ.
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õîäÿòüñÿ ñèñòåìè. Çîêðåìà, çàäà÷à (3.32)–(3.34) ïðè ( ) 0q x   îïèñóº 
êîëèâàííÿ ñèñòåìè ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè â ïðóæíîìó ñåðåäîâè-
ù³, à ïðè ( ) 0q x   — â³ëüí³ êîëèâàííÿ ö³º¿ ñèñòåìè. Çàäà÷à (3.33)–(3.35) 
îïèñóº êîëèâàííÿ ñèñòåìè ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè â ïðóæíîìó 
ñåðåäîâèù³ ï³ä ä³ºþ ñèëè ( , ),F x t  à ïðè ( ) 0q x   — âèìóøåí³ êîëèâàííÿ 
ö³º¿ ñèñòåìè ï³ä ä³ºþ ëèøå ñèëè ( , ).F x t  Â óñ³õ öèõ âèïàäêàõ íà ê³íöÿõ 
ñèñòåìè ðåàë³çóþòüñÿ óìîâè ïðóæíîãî çàêð³ïëåííÿ (3.33); â³äïîâ³ä-
íèìè ãðàíè÷íèìè ïåðåõîäàìè ìîæíà ïåðåéòè é äî çàäà÷, ùî îïèñó-
þòü êîëèâàííÿ ñèñòåì ³ç æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè ÷è â³ëüíèìè ê³íöÿ-
ìè (äèâ. ôîðìóëè (3.36), (3.37)). Àíàë³çó çàäà÷ òèïó (3.32)–(3.34) òà 
(3.33)–(3.35) çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ôóð’º ³ ïðèñâÿ÷åíî öåé ðîçä³ë. 
Îñê³ëüêè ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷ (3.32)–(3.34) ³ (3.33)–(3.35) óæå 
áóëà äîâåäåíà, ìîæåìî ïåðåéòè áåçïîñåðåäíüî äî ïîáóäîâè àëãîðèò-
ìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ öèõ çàäà÷ ìåòîäîì Ôóð’º. Ñë³ä, î÷åâèäíî, ïî÷àòè ç 
ðîçãëÿäó çàäà÷³ (3.32)–(3.34) òà àíàë³çó ¿¿ âëàñíèõ çíà÷åíü ³ âëàñíèõ 
ôóíêö³é. 
Ð³âíÿííÿ (3.32), íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî éîãî êîåô³ö³ºíòè çàëåæàòü 
â³ä êîîðäèíàò, äîïóñêàº â³äîêðåìëåííÿ ÷àñîâî¿ ³ ïðîñòîðîâî¿ çì³í-
íèõ; êðàéîâ³ óìîâè (3.33) öüîìó í³ÿê íå ïåðåøêîäæàþòü. Öå òâåð-
äæåííÿ ñòàº î÷åâèäíèì, ÿêùî, êîðèñòóþ÷èñü çàãàëüíîþ ñõåìîþ â³ä-
îêðåìëåííÿ çì³ííèõ, ïåðåïèñàòè ð³âíÿííÿ (3.32) ó âèãëÿä³ 
    ( ) ( , ) ( ) ( , ),t u x t x u x t     (5.1) 
äå 
 
2
2
( ) ,t
t
    
1
( ) ( ) ( ) .
( )
x p x q x
x x x
           (5.2) 
Çã³äíî ç ôîðìóëàìè (5.1) ³ (5.2), â³äøóêàííÿ íåòðèâ³àëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â 
ð³âíÿííÿ (5.1) ó ôîðì³ âëàñíèõ êîëèâàíü ( , ) ( )sin( ),u x t X x t     ùî 
çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâ³ óìîâè (3.33), çâîäèòüñÿ äî â³äøóêàííÿ íåòðè-
â³àëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ë³í³éíî¿ îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè 
 ( ) ( ) ( ) ,
d dX
p x q x X x X
dx dx
        0 ,x l   
2,     (5.3) 
 1(0) (0) 0,X h X    2( ) ( ) 0.X l h X l     (5.4) 
Ë³í³éíå îäíîð³äíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (5.3) íàçèâàºòüñÿ ð³âíÿí-
íÿì Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ, à êðàéîâà çàäà÷à (5.3), (5.4) — êðàéîâîþ çà-
äà÷åþ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ (ÊÇØË). 
Ïðè äîâ³ëüíèõ êîìïëåêñíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà   ñèñòåìà (5.3), 
(5.4) ìàº òðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ( ) 0.X x   Îäíàê ìîæóòü ³ñíóâàòè é 
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ïåâí³ çíà÷åííÿ ,n  ïðè ÿêèõ öÿ ñèñòåìà ìàº íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè 
( ).nX x  Ö³ îñîáëèâ³ çíà÷åííÿ n  íàçèâàþòüñÿ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè 
ÊÇØË, à ñàì³ íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè ( )nX x  — âëàñíèìè ôóíêö³ÿ-
ìè ÊÇØË, ùî â³äïîâ³äàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì .n  Çàçíà÷èìî, ùî 
âëàñí³ çíà÷åííÿ ÊÇØË ìàþòü çì³ñò êâàäðàò³â âëàñíèõ ÷àñòîò ñèñòåì, 
äèíàì³êà ÿêèõ âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿì (3.32) ³ êðàéîâèìè óìîâàìè 
(3.33). 
Òàêèì ÷èíîì, âèõ³äíèì ïóíêòîì ïðè ïîáóäîâ³ íà îñíîâ³ ìåòîäó 
Ôóð’º àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ (3.32)–(3.34) ïðî êî-
ëèâàííÿ ñèñòåì ³ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè ñòàº âèâ÷åííÿ çàãàëü-
íèõ âëàñòèâîñòåé âëàñíèõ çíà÷åíü ³ âëàñíèõ ôóíêö³é êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ (5.3), (5.4). 
5.2. ÂËÀÑÍ² ÇÍÀ×ÅÍÍß ÊÐÀÉÎÂÎ¯ ÇÀÄÀ×² ØÒÓÐÌÀ — Ë²ÓÂ²ËËß 
Ïðè ïîäàëüøîìó âèâ÷åíí³ âëàñòèâîñòåé âëàñíèõ çíà÷åíü òà âëàñ-
íèõ ôóíêö³é ÊÇØË ìè íåîäíîðàçîâî çâåðòàòèìåìîñÿ äî ôóíêö³îíà-
ë³â 
2 2 2 2
1 2
0 0
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) (0) (0) ( ) ( ) ,
l l
Ï y dxp x y x dxq x y x h p y h p l y l       (5.5) 
 
2
0
[ ] ( ) ( ) ,
l
K y dx x y x    (5.6) 
âèçíà÷åíèõ íà ìíîæèí³ ôóíêö³é, ùî º íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíè-
ìè òà â çàãàëüíîìó âèïàäêó êîìïëåêñíîçíà÷íèìè íà â³äð³çêó [0, ].l  
ßêùî íå îáóìîâëåíî ñóïðîòèâíå, ôóíêö³¿ ( ),x  ( )p x  ³ ( )q x  óâàæàòè-
ìóòüñÿ íåïåðåðâíèìè íà [0, ].l  
Ôóíêö³îíàëè [ ]Ï y  ³ [ ]K y  íàçèâàþòüñÿ ôóíêö³îíàëàìè â³äïî-
â³äíî ïîòåíö³àëüíî¿ ³ ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³é. Ïîõîäæåííÿ öèõ íàçâ 
ñòàº çðîçóì³ëèì, ÿêùî ðîçãëÿíóòè âëàñíå êîëèâàííÿ ñòðóíè âèäó 
( , ) ( )sin( ).u x t X x t     Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïîòåíö³àëüíà òà ê³-
íåòè÷íà åíåðã³¿, ÿê³ ïðèïàäàþòü íà òàêå êîëèâàííÿ, âèðàæàþòüñÿ ÷å-
ðåç ôóíêö³îíàëè (5.5) ³ (5.6) ñï³ââ³äíîøåííÿìè 
  2
1
( ) [ ] sin ( ),
2
Ï t Ï X t      (5.7) 
  2 2
1
( ) [ ] cos ( ).
2
K t K X t       (5.8) 
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Òåîðåìà 5.2.1. Ïðè ( ) 0,x   ( ) 0p x   ³ ( ) 0q x   âëàñí³ çíà÷åííÿ 
ÊÇØË ä³éñí³ òà íåâ³ä’ºìí³: 0   (³íøèìè ñëîâàìè, ÿêùî òåðòÿ â³ä-
ñóòíº, òî âëàñí³ ÷àñòîòè   — ä³éñí³). 
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ( )X x  — âëàñíà ôóíêö³ÿ ÊÇØË, ùî â³äïîâ³äàº 
âëàñíîìó çíà÷åííþ ,  òîáòî º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (5.3). Ïîìíîæè-
ìî îáèäâ³ ÷àñòèíè öüîãî ð³âíÿííÿ íà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíó ôóíêö³þ 
( )X x  òà ç³íòåãðóºìî îáèäâ³ ÷àñòèíè çäîáóòî¿ ð³âíîñò³ çà çì³ííîþ x  ó 
ìåæàõ â³ä 0 äî .l  Ä³ñòàíåìî: 
  
2 2
0 0 0
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
l l ld dX x
dx X x p x dxq x X x dx x X x
dx dx
           
²íòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè òà êîðèñòóþ÷èñü êðàéîâèìè óìîâàìè (5.4), 
äëÿ ïåðøîãî ³íòåãðàëà çë³âà ìàºìî: 
 
2
0
0 0
2 2 2
1 2
0
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(0) (0) ( ) ( ) ( ) ( ) .
l ll
l
d dX x
dx X x p x p x X x X x dxp x X x
dx dx
h p X h p l X l dxp x X x
            
  
 

 
Ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ (5.5) ³ (5.6), äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ   çíàõî-
äèìî: 
 
[ ]
[ ]
Ï X
K X
  .  (5.9) 
Îñê³ëüêè ïðè ( ) 0,x   ( ) 0p x   ³ ( ) 0q x   âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 
[ ] 0Ï X   ³ [ ] 0,K X   â³äðàçó áà÷èìî, ùî 0.   Çíàê ð³âíîñò³ ñïðàâ-
äæóºòüñÿ ëèøå çà óìîâ ( ) 0,q x   1 0,h   2 0,h   òîáòî äëÿ ñòðóíè (ñòåðæ-
íÿ) ç â³ëüíèìè ê³íöÿìè (ïðè öüîìó òàêîæ ïîòð³áíî, ùîá const).X   
Ç òåîðåìè 5.2.1, îäíàê, íå âèïëèâàº, ùî íà ï³âîñ³ [0, )  â çàãàëüíî-
ìó âèïàäêó º õî÷à á îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ ÊÇØË. Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, 
ùî íà [0, )  ñïðàâä³ ³ñíóº çðîñòàþ÷à ïîñë³äîâí³ñòü âëàñíèõ çíà÷åíü 
ÊÇØË, ÿêà ïðÿìóº äî íåñê³í÷åííîñò³, ðîçãëÿíåìî äîêëàäí³øå àíàë³-
òè÷í³ âëàñòèâîñò³ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ. 
Òåîðåìà 5.2.2. ßêùî ôóíêö³¿ ( ),x  ( )p x  ³ ( )q x  çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âè ïîïåðåäíüî¿ òåîðåìè, à ôóíêö³ÿ ( )p x  äîäàòêîâî ìàº íåïåðåðâíó 
ïîõ³äíó íà [0, ],l  òî äëÿ áóäü-ÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë a  ³ b  ³ñíóº 
ºäèíèé äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèé ðîçâ’ÿçîê ( ; )x   ð³âíÿí-
íÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ 
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 ( ) ( ) ( ) ,
d df
p x q x f x f
dx dx
        0 ,x l    (5.10) 
òàêèé, ùî 
 (0; ) ,a    (0; ) .b     (5.11) 
Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ çì³ííî¿ x  ðîçâ’ÿçîê ( ; )x   º ö³ëîþ ôóíêö³ºþ 
ïàðàìåòðà .  
Äîâåäåííÿ. Ïî÷íåìî ç òîãî, ùî ïîêàæåìî, ùî ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíî¿ 
ñèñòåìè (5.10), (5.11) çàäîâîëüíÿº ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ 
 
0 0
(0)
( ) ( , ) ( ) ,
( )
x xp
f x a b dx K x x f x dx
p x 
        0 ,x l    (5.12) 
äå 
  ( , ) ( ) ( ) ,
( )
x
x
dx
K x x q x x
p x 
       0 .x l    (5.13) 
Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ³íòåãðóºìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (5.10) çà 
çì³ííîþ x  â³ä íóëÿ äî x  òà âðàõîâóºìî äðóãó óìîâó (5.11). Ä³ñòàºìî: 
  
0
( ) (0) ( ) ( ) ( ) .
xdf
p x p b q x x f x dx
dx
        
Äàë³ ä³ëèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ö³º¿ ð³âíîñò³ íà ( ),p x  ³íòåãðóºìî íîâó ð³â-
í³ñòü çà çì³ííîþ x  â³ä íóëÿ äî x  òà âðàõîâóºìî ïåðøó óìîâó (5.11). 
Ìàºìî 
  
0 0 0
(0)
( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( )
x x xp dx
f x a b dx q x x f x dx
p x p x
            
äå îáëàñòü ³íòåãðóâàííÿ D  â ïî-
âòîðíîìó (äðóãîìó ñïðàâà) ³íòåãðà-
ë³ âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ìíîæèíà òî÷îê, 
ùî çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ 
0 ,x x    0 x x   (ðèñ. 5.1). ², íà-
ðåøò³, çì³íþþ÷è ïîðÿäîê ³íòåãðóâàí-
íÿ â öüîìó ³íòåãðàë³ òà âðàõîâóþ÷è, 
ùî îáëàñòü D  ìîæíà ðîçãëÿäàòè ³ ÿê 
ìíîæèíó òî÷îê, ùî çàäîâîëüíÿþòü 
ñï³ââ³äíîøåííÿ ,x x x    0 ,x x   
îñòàòî÷íî çíàõîäèìî 
 
0
(0)
( )
( )
x p
f x a b dx
p x
    
D 
O  x 
x 
 x' 
x''  x' = x'' 
Ðèñ. 5.1. Îáëàñòü ³íòåãðóâàííÿ 
D â ïîâòîðíîìó ³íòåãðàë³ 
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  
0
 ( ) ( ) ( ) ,
( )
x x
x
dx
q x x f x dx
p x
             
òîáòî ñï³ââ³äíîøåííÿ (5.12) ³ (5.13). 
²íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (5.12) ³ ë³í³éíà ñèñòåìà (5.10), (5.11) åêâ³-
âàëåíòí³ â òîìó ðîçóì³íí³, ùî ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (5.10), ÿêèé çàäî-
âîëüíÿº óìîâè (5.11), º íåïåðåðâíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (5.12), à 
íåïåðåðâíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (5.12) º äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåí-
ö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ, ÿêà çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (5.10) é óìîâè (5.11). 
Ñïðàâä³, óçÿâøè äî óâàãè ð³âí³ñòü ( , ) 0,K x x   áà÷èìî, ùî äëÿ 
áóäü-ÿêî¿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ ( )f x  íà [0, ]l  ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ 
(5.12) º íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ, ïîõ³äíà ÿêî¿ 
  
0
0
( , )(0)
( ) ( )
( )
(0) 1
( ) ( ) ( ) .
( ) ( )
x
x
K x xp
f x b f x dx
p x x
p
b q x x f x dx
p x p x
     
      

   (5.14) 
Á³ëüøå òîãî, ç ð³âíîñò³ (5.14) âèïëèâàº, ùî ôóíêö³ÿ ( )f x  ìàº é äðóãó 
íåïåðåðâíó ïîõ³äíó, ³ ïðè öüîìó ñïðàâäæóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
  ( )( ) ( ) ( ) ( ).d df xp x q x x f x
dx dx
         (5.15) 
Îòæå, ÿêùî äåÿêà íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ ( )f x  çàäîâîëüíÿº ³íòå-
ãðàëüíå ð³âíÿííÿ (5.12), òî âîíà º äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâ-
íîþ çà çì³ííîþ x  ³ çàäîâîëüíÿº, çã³äíî ç ôîðìóëîþ (5.15), ð³âíÿííÿ 
Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ (5.10). Êð³ì òîãî, òàêà ôóíêö³ÿ çàäîâîëüíÿº ³ êðà-
éîâ³ óìîâè (5.11), ùî ëåãêî áà÷èòè ç ôîðìóë (5.12) ³ (5.14). 
Òàêèì ÷èíîì, ùîá äîâåñòè òåîðåìó 5.2.2, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî 
³ñíóº íåïåðåðâíèé ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (5.12) ³ ùî â³í 
ìàº âêàçàí³ àíàë³òè÷í³ âëàñòèâîñò³. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî íåñê³í÷åí-
íó ïîñë³äîâí³ñòü ôóíêö³é ( ),nf x  0,1,2,...,n   âèçíà÷åíèõ íà â³äð³çêó 
0 x l   ñï³ââ³äíîøåííÿìè 
 0
0
(0)
( ) ,
( )
x p
f x a b dx
p x
    0,n    (5.16) 
 0 1
0
( ) ( ) ( , ) ( ) ,
x
n nf x f x K x x f x dx       1,2,....n    (5.17) 
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Òàêîæ ïîçíà÷èìî: 
 0 0
0 0 0
min ( ), max ( ),
min ( ), max ( ), max ( ).
m Mx l x l
m M Mx l x l x l
p p x p p x
x x q q x
   
     
 
         (5.18) 
Ïðèïóñòèìî, ùî | | .N   Òîä³, çã³äíî ç ôîðìóëàìè (5.16) ³ (5.13), 
 0( ) ,f x C  | | | | ,M
m
p
C a b l
p
    (5.19) 
   1( , ) ( ), ,M M
m
K x x D x x D q N
p
       0 .x x l     (5.20) 
Êîðèñòóþ÷èñü îö³íêàìè (5.19) ³ (5.20), ìàºìî: 
 
2
1 0 0
0 0
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .
2
x x x
f x f x K x x f x dx CD x x dx CD            
Ïðè 2n   çíàõîäèìî: 
 
1 1 2
0
1 2
0
( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,
x
n n n n
x
n n
f x f x K x x f x f x dx
D x x f x f x dx
   
 
      
     

  
çâ³äêè 
 
2 1 1 0
0
2 2 4
2
0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
2 4!
x
x
f x f x D x x f x f x dx
D D x
C x x x dx C
       
    

  
³ äàë³ çà ³íäóêö³ºþ 
 
 
2( 1)
1
1
0
2
2
( ) ( ) ( )
(2 2)!
.
(2 )! (2 )!
x n
n
n n
n
n n
x
f x f x D x x CD dx
n
l DD x
C C
n n



    
 

  (5.21) 
Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ïðè n   ïîñë³äîâí³ñòü ôóíêö³é 
  0 1
1
( ) ( ) ( )
n
k k
k
f x f x f x

    (5.22) 
çá³ãàºòüñÿ àáñîëþòíî òà ð³âíîì³ðíî â³äíîñíî   ïðè | | N   ³ ð³âíî-
ì³ðíî â³äíîñíî x  ïðè 0 .x l   Òîìó äëÿ òàêèõ çíà÷åíü   ³ x  ïîñë³äîâ-
í³ñòü ôóíêö³é  ( )nf x  çá³ãàºòüñÿ ð³âíîì³ðíî äî äåÿêî¿ ôóíêö³¿ ( ; ) :x   
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  0 1
1
lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ; ).n n nn
n
f x f x f x f x x

 
        (5.23) 
Çã³äíî ç óìîâàìè òåîðåìè òà îçíà÷åííÿìè (5.13), (5.16) ³ (5.17), 
êîæíèé ÷ëåí ðÿäó (5.23) º íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ â³ä çì³ííî¿ x  ³ ïî-
ë³íîìîì çà ïàðàìåòðîì .  Áåðó÷è äî óâàãè ùîéíî âñòàíîâëåí³ âëàñ-
òèâîñò³ ð³âíîì³ðíî¿ çá³æíîñò³ öüîãî ðÿäó, íà ï³äñòàâ³ â³äîìèõ òåîðåì 
àíàë³çó ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ãðàíè÷íà ôóíêö³ÿ ( ; )x   ïðè êîæ-
íîìó ñê³í÷åííîìó çà ìîäóëåì çíà÷åíí³   º íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ 
çì³ííî¿ x  íà â³äð³çêó 0 ,x l   à äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ x  ³ç öüîãî â³ä-
ð³çêà — îäíîçíà÷íîþ àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ºþ ïàðàìåòðà   â êîæíîìó 
êðóç³ ñê³í÷åííîãî ðàä³óñà êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè, òîáòî ö³ëîþ ôóíê-
ö³ºþ. Ç ð³âíîì³ðíî¿ çá³æíîñò³ ïîñë³äîâíîñò³  ( )nf x  äî ( ; )x   òà ñï³â-
â³äíîøåíü (5.17) òàêîæ âèïëèâàº, ùî 
 
0 1
0
0
0
( ; ) lim ( ) ( ) lim ( , ) ( )
( ) ( , ) ( ; ) .
x
n nn n
x
x f x f x K x x f x dx
f x K x x x dx
  

       
     

  
Çãàäàâøè îçíà÷åííÿ (5.16) ôóíêö³¿ 0( ),f x  áà÷èìî, ùî ôóíêö³ÿ ( ; )x   
º íåïåðåðâíèì ðîçâ’ÿçêîì ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (5.12), à òîìó é 
ñèñòåìè (5.10), (5.11). 
Ï³äêðåñëèìî, ùî çà óìîâ, ÿê³ çàäîâîëüíÿº ôóíêö³ÿ ( , ),K x x   ë³-
í³éíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (5.12) ìàº ºäèíèé íåïåðåðâíèé ðîçâ’ÿçîê. 
Ñïðàâä³, ïðèïóñòèìî, ùî ðàçîì ç ( ; )x   ³ñíóº ùå îäèí íåïåðåðâíèé 
ðîçâ’ÿçîê ( ; )x   öüîãî ð³âíÿííÿ. Òîä³ ð³çíèöÿ ( ; ) ( ; ) ( ; )h x x x       
º íåïåðåðâíèì ðîçâ’ÿçêîì îäíîð³äíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 
 
0
( ; ) ( , ) ( ; ) ,
x
h x K x x h x dx       0 .x l    (5.24) 
Ïîçíà÷èâøè 
0
max ( ; ) ,
x l
h x M     ç ôîðìóëè (5.24) ä³ñòàºìî îö³íêó 
 
2
0 0
( ; ) ( , ) ( ; ) ( ) ,
2!
x x x
h x K x x h x dx MD x x dx MD             0 .x l   
Çàñòîñóâàâøè ¿¿ çíîâó äî ð³âíÿííÿ (5.24), îòðèìóºìî íîâó îö³íêó, ÿêó 
ïîò³ì òåæ çàñòîñîâóºìî äî ð³âíÿííÿ (5.24). Áàãàòîðàçîâî ïîâòîðþþ÷è 
öþ ïðîöåäóðó, ïîñë³äîâíî çíàõîäèìî: 
2 4
2 2
0 0
( ; ) ( , ) ( ; ) ( ) ,
2! 4!
x xD x
h x K x x h x dx M x x x dx MD              0 ,x l   
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 ...................,   
 
0
( ; ) ( , ) ( ; )
x
h x K x x h x dx        
 
2
2 2
0
( ) ,
(2 2)! (2 )!
xn n
n nD xM x x x dx MD
n n
       0 .x l   
Ë³âà ÷àñòèíà îñòàííüî¿ íåð³âíîñò³ íå çàëåæèòü â³ä ,n  òîä³ ÿê ïðàâà 
ïðè áóäü-ÿêîìó 0D   ñïàäàº äî íóëÿ ïðè .n  Öå îçíà÷àº, ùî 
( ; ) 0.h x    Ç åêâ³âàëåíòíîñò³ ë³í³éíî¿ ñèñòåìè (5.10), (5.11) òà ³íòå-
ãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (5.12) äàë³ âèïëèâàº, ùî é ñèñòåìà (5.10), (5.11) 
ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. Òåîðåìó 5.2.2 ïîâí³ñòþ äîâåäåíî. 
Çàâäàííÿ 5.2.1. Ïîêàæ³òü, ùî äëÿ ðîçâ’ÿçêó ( ; )x   ñèñòåìè (5.10), 
(5.11) ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 
 
| |
( ; ) | | | | ch ,M M M
m m
p q
x a b l x
p p
                
 0 .x l    (5.25) 
Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ îö³íêàìè (5.21) ³ çîáðàæåííÿì ôóíêö³¿ 
( ; )x   ó âèãëÿä³ ðÿäó (5.23). 
Çàâäàííÿ 5.2.2. Ïîêàæ³òü, ùî ïîõ³äíà ( ; )x   çà çì³ííîþ x  
ðîçâ’ÿçêó ( ; )x   ñèñòåìè (5.10), (5.11) ïðè êîæíîìó çíà÷åíí³ x  ³ç 
â³äð³çêà 0 x l   º îäíîçíà÷íîþ àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ºþ ïàðàìåòðà 
  â êîæíîìó êðóç³ ñê³í÷åííîãî ðàä³óñà êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè, ³ ùî 
ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 
| | | |
( ; ) | | | | | | sh .M M M M M M
m m m m
p p q q
x b a b l x
p p p p
                    
 (5.26) 
Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ ôîðìóëîþ (5.14), ùî âèðàæàº ( ; )x   
÷åðåç ( ; ),x   óñòàíîâëåíèìè âèùå âëàñòèâîñòÿìè ôóíêö³¿ ( ; )x   òà 
îö³íêîþ (5.25). 
Çàâäàííÿ 5.2.3. ²íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ôóíêö³¿ ( ),f x  
1 2 ,x x x       ùî ìàþòü âèãëÿä 
 
1
( ) ( ) ( , ) ( ) ,
x
x
f x g x K x x f x dx       (5.27) 
äå ôóíêö³¿ ( )g x  ³ ( , )K x x  — â³äîì³, íàçèâàþòüñÿ ³íòåãðàëüíèìè ð³â-
íÿííÿìè Âîëüòåððà (äðóãîãî ðîäó); ôóíêö³ÿ ( , )K x x  íàçèâàºòüñÿ ÿäðîì 
³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (5.27). 
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Íåõàé ( )g x  ³ ( , )K x x  — íåïåðåðâí³, ³ 
 
1 2 1 2
max ( ) , max ( , ) .
x x x x x x x
g x C K x x D    
   
Ïîêàæ³òü, ùî òîä³ ð³âíÿííÿ (5.27) ìàº ºäèíèé íåïåðåðâíèé ðîçâ’ÿçîê 
( ),f x  ÿêèé ìîæíà çíàéòè ÿê ð³âíîì³ðíó ãðàíèöþ ïðè n   ïîñë³-
äîâíèõ íàáëèæåíü 
 0( ) ( ),f x g x  
1
1( ) ( ) ( , ) ( ) ,
x
n n
x
f x g x K x x f x dx      1,2,...,n   
³ ùî äëÿ öüîãî ðîçâ’ÿçêó ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 1( )( ) ,D x xf x Ce   
1 2.x x x   
Âêàç³âêà. Çàñòîñóéòå ò³ æ ñàì³ àðãóìåíòè, ùî áóëè âèêîðèñòàí³, 
ùîá äîâåñòè ³ñíóâàííÿ òà ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (Âîëüòåððà) 
(5.12). 
Çàâäàííÿ 5.2.4. Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü, 
çíàéä³òü íåïåðåðâíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Âîëüòåððà 
 
0
( ) ( ) ( ) ,
x
f x A x f x dx      0,x   
äå ( )x  — ³íòåãðîâíà ôóíêö³ÿ íà êîæíîìó ñê³í÷åííîìó ³íòåðâàë³ ï³â-
îñ³ 0,x   A  — ñòàëà. 
Âêàç³âêà: 
1 1
1 2 1 2
0 0 0 0
1
... ( ) ( )... ( ) ( ) .
!
n
nx xx x
n ndx dx dx x x x dx xn
              
Â³äïîâ³äü: 
0
( ) exp ( ) .
x
f x A x dx
       
Çàâäàííÿ 5.2.5. Çíàéä³òü íåïåðåðâíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Âîëü-
òåððà 
 
0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
x
f x A x B x x f x dx        0,x   
äå ( )x  — íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóíêö³ÿ íà ï³âîñ³ 0,x   A  ³ B  — ñòàë³. 
Âêàç³âêà. Çðîá³òü ï³äñòàíîâêó ( ) ( ) ( )f x x u x   òà ñêîðèñòàéòåñÿ ðå-
çóëüòàòîì ïîïåðåäíüîãî çàâäàííÿ. 
Â³äïîâ³äü: 2
0
( ) ( )exp ( ) .
x
f x A x B x dx
        
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Çàâäàííÿ 5.2.6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 5.2.2 ³ 
 
[0, ]
0
(0)
min 0.
( )
x
x l
p
a b dx
p x
      (5.28) 
Óñòàíîâèâøè, ùî ÿäðî ( , ),K x x   âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (5.13), ïðè 
0   çàäîâîëüíÿº íåð³âí³ñòü 
 
| |
( , ) ( ),m
M
K x x x x
p
     0 ,x x l    
ïîêàæ³òü, ùî äëÿ ºäèíîãî ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè (5.10), (5.11) ïðè 0   
ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 
 
| |
( ; ) ch ,m
M
x x
p
         
  (5.29) 
òîáòî ( ; )x   íå º ïîë³íîì³àëüíîþ ôóíêö³ºþ. 
Âêàç³âêà. Çâåðí³òü óâàãó, ùî çà óìîâ (5.28) ³ 0   ïîñë³äîâí³ íà-
áëèæåííÿ ( )nf x  äî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Âîëüòåððà (5.12) ìàþòü îäíà-
êîâ³ çíàêè. 
Çàóâàæåííÿ 5.2.1. Ç ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè (5.10), (5.11) âè-
ïëèâàº, ùî ( ; ) 0,x    ÿêùî ó ôîðìóë³ (5.11) 0a   ³ 0.b   
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( ; )x   ³ ( ; )x   ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ 
(5.10), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 
 
(0; ) 1, (0; ) 0,
(0; ) 0, (0; ) 1,
     
        (5.30) 
òîáòî ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè, äëÿ ÿêèõ â³äïîâ³äíî 1,a   0b   ³ 0,a   
1.b   Óíàñë³äîê óìîâ (5.30) ö³ ðîçâ’ÿçêè ë³í³éíî íåçàëåæí³: òîòîæ-
í³ñòü ( ; ) ( ; ) 0x x      âèêîíóºòüñÿ ëèøå çà óìîâè, ùî ñòàë³ 0   
³ 0.   
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (5.10) âèäó ( ; ) ( ; )x x     
1 ( ; ),h x    ÿêèé, î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿº ïåðøó êðàéîâó óìîâó (5.4): 
 1(0; ) (0; ) 0.h        (5.31) 
Äëÿ íåíóëüîâî¿ êîìá³íàö³¿ ( ; ) ( ; )x x     óìîâà (5.31) çâîäèòüñÿ 
äî ñï³ââ³äíîøåííÿ 1 0,h   òîìó áóäü-ÿêèé ðîçâ’ÿçîê ( ; )x   ð³â-
íÿííÿ (5.10), ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâó (5.31), ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
( ; ),x   äå (0; ).     Çîêðåìà, ÿêùî   — âëàñíå çíà÷åííÿ ÊÇØË, 
òî â³äïîâ³äíà âëàñíà ôóíêö³ÿ ( )X x  ³ç òî÷í³ñòþ äî ìíîæíèêà ìàº çá³-
ãàòèñÿ ç ( ; ).x   Çâ³äñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëîãî 
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ìíîæíèêà êîæíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³ó-
â³ëëÿ â³äïîâ³äàº ëèøå îäíà âëàñíà ôóíêö³ÿ. 
Ó ë³í³éíèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè âëàñíå çíà÷åííÿ, ÿêîìó 
â³äïîâ³äàº ëèøå îäíà (ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà) âëàñíà ôóíê-
ö³ÿ, íàçèâàºòüñÿ íåâèðîäæåíèì. Òîìó ìîæåìî ñêàçàòè, ùî âñ³ âëàñí³ 
çíà÷åííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ íåâèðîäæåí³. 
Çàóâàæèìî, ùî íåâèðîäæåí³ñòü âëàñíèõ çíà÷åíü ÊÇØË ìîæ-
íà äîâåñòè ³ á³ëüø ïðîñòèì ñïîñîáîì. Äëÿ öüîãî ïîäàìî ð³âíÿííÿ 
Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ (5.3) ó âèãëÿä³ 
 
1
( ) ( ) ( )
d dX
p x x q x
X dx dx
        
òà ïðèïóñòèìî, ùî îäíîìó é òîìó ñàìîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ   â³ä-
ïîâ³äàþòü ùîíàéìåíøå äâ³ âëàñí³ ôóíêö³¿ 1( )X x  òà 2 ( ).X x  Î÷åâèäíî, 
ùî êîæíà ç íèõ çàäîâîëüíÿº íàâåäåíå ð³âíÿííÿ. Âèïèøåìî â³äïîâ³ä-
í³ ð³âíÿííÿ îêðåìî äëÿ 1( )X x  òà 2 ( ).X x  Óðàõîâóþ÷è, ùî ïðàâ³ ÷àñ-
òèíè â öèõ ð³âíÿííÿõ îäíàêîâ³, ìîæåìî ïðèð³âíÿòè ¿õ ë³â³ ÷àñòèíè. 
Ä³ñòàºìî ð³âíÿííÿ 
 1 2
1 2
1 1
( ) ( ) ,
dX dXd d
p x p x
X dx dx X dx dx
             
àáî 
 1 2 1 22 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0.
dX dX dX dXd d d
X p x X p x p x X p x X
dx dx dx dx dx dx dx
                    
Áà÷èìî, ùî 
 1 22 1( ) ( ) .
dX dX
p x X p x X C
dx dx
   
Çà äîïîìîãîþ êðàéîâèõ óìîâ (5.4) çíàõîäèìî, ùî ñòàëà ³íòåãðóâàííÿ 
0.C   Îòæå, ä³ñòàºìî ð³âíÿííÿ 
 1 22 1 0,
dX dX
X X
dx dx
   
ÿêå ëåãêî ³íòåãðóºòüñÿ: 
 1 2
1 2
1 1
,
dX dX
X dx X dx
  
 1 2ln ln ln ,X X A   
 1 2( ) ( ),X x AX x
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äå A  — íîâà ñòàëà. Òàêèì ÷èíîì, âëàñí³ ôóíêö³¿ 1( )X x  òà 2( )X x  çá³-
ãàþòüñÿ ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëî¿, òîáòî âëàñíå çíà÷åííÿ ,  ÿêå ¿ì â³äïî-
â³äàº, íåâèðîäæåíå. 
×èñëî 0   º âëàñíèì çíà÷åííÿì ÊÇØË, ÿêùî ðàçîì ç óìîâîþ 
(5.31) ðîçâ’ÿçîê ( ; )x   çàäîâîëüíÿº äðóãó êðàéîâó óìîâó (5.4): 
 2( ; ) ( ; ) 0.l h l        (5.32) 
Çâ³äñè áà÷èìî, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ ÊÇØË º íóëÿìè ö³ëî¿ ôóíêö³¿ 
 1 2 1 2( ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ).m l h l h l h h l                (5.33) 
Ç ôîðìóë (5.25) ³ (5.26) âèïëèâàº, ùî ïðè | |   äëÿ ( )m   ñïðàâ-
äæóºòüñÿ îö³íêà 
 
| | | |
( ) exp ,M M
m m
m Ql l
p p
         
  (5.34) 
äå Q    — äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, êîíêðåòíå çíà÷åííÿ ÿêî¿ çàðàç íå-
ñóòòºâå. 
Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ( )m   ÿê ôóíêö³þ ( )M w  áåçðîçì³ðíîãî ïàðà-
ìåòðà 2 .M mw l p   Çã³äíî ç îö³íêîþ (5.29) ( )M w  º ö³ëîþ ôóíêö³ºþ, 
àëå íå º ïîë³íîìîì. Ç ³íøîãî áîêó, ç îö³íêè (5.34) âèïëèâàº, ùî ïðè 
| |w   ³ äëÿ áóäü-ÿêîãî 1 2p   äëÿ ( )M w  ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 
  ( ) exp | | ,pM w C w  .C     (5.35) 
Çà òåîðåìàìè Áîðåëÿ òà Àäàìàðà1 òåîð³¿ ôóíêö³é êîìïëåêñíîãî 
çì³ííîãî òàêà ö³ëà ôóíêö³ÿ ( )M w  ìàº íåñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü íóë³â 
1,..., ,... 0,nw w   òàêèõ, ùî ìàº ì³ñöå ðîçêëàä 
 0
1
( ) 1 ,n
n n
w
M w Aw
w


      
äå A  — ñòàëà, 0n  — ö³ëå äîäàòíå ÷èñëî àáî íóëü, ³ äëÿ áóäü-ÿêîãî 
1 2p   
 
1
1
.
| |pn nw


   
Ç îñòàííüîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ïðè âèêîíàíí³ 
óìîâ òåîðåìè 5.2.2 âëàñí³ çíà÷åííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ë-
1 Äèâ. Ìàðêóøåâè÷ À. È. Òåîðèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ò. 2: Äàëüíåéøåå ïî-
ñòðîåíèå òåîðèè, ãë. 7. — Ì.: Íàóêà, 1968. — 387 ñ.
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ëÿ (5.3), (5.4) óòâîðþþòü íåñê³í÷åííó ïîñë³äîâí³ñòü íåâ³ä’ºìíèõ ÷èñåë 
1 20 ...,      òàêó, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî 1 2p   
 
2
1
.
p
n n


    (5.36) 
Çàâäàííÿ 5.2.7. Ïðèïóñòèâøè, ùî ïîñë³äîâí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ êðà-
éîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ (5.3), (5.4) çðîñòàþòü ³ç íîìåðîì n  çà 
ñòåïåíåâèì çàêîíîì  1 (1) ,n Cn o    C  — ñòàëà, ïîêàæ³òü, ùî 2.   
5.3. ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍ² ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ² ÂËÀÑÍÈÕ ÇÍÀ×ÅÍÜ ÊÇØË 
Ç ïîïåðåäíüîãî àíàë³çó âèïëèâàº, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ  n  ÊÇØË 
óòâîðþþòü íåñê³í÷åííó ñóêóïí³ñòü òî÷îê íà ï³âîñ³ [0, ).  ßêùî íóìå-
ðóâàòè n  ó ïîðÿäêó ¿õ çðîñòàííÿ, 
 1 2 30 ... ...,n           
òî ºäèíîþ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ö³º¿ ñóêóïíîñò³ º .  
Ìè âæå áà÷èëè, ùî íàéìåíøå âëàñíå çíà÷åííÿ 1  ÊÇØË çá³ãà-
ºòüñÿ ç ì³í³ìóìîì â³äíîøåííÿ ôóíêö³îíàë³â ïîòåíö³àëüíî¿ [ ]Ï X  ³ 
ê³íåòè÷íî¿ [ ]K X  åíåðã³é íà ìíîæèí³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèõ 
ôóíêö³é 1([0, ])C l 1: 
 
11 ([0, ])
[ ]
min
[ ]X C l
Ï X
K X
  .  (5.37) 
Ïðè öüîìó, çã³äíî ç ôîðìóëîþ (5.9), 
 11
1
[ ]
[ ]
Ï X
K X
  ,  (5.38) 
äå 1X  — âëàñíà ôóíêö³ÿ, ÿêà â³äïîâ³äàº 1.  
Ïðè ìíîæåíí³ äîâ³ëüíî¿ ôóíêö³¿ 1([0, ])X C l  íà íåíóëüîâó ñòàëó 
C  îáèäâà ôóíêö³îíàëè [ ]Ï X  ³ [ ]K X  ìíîæàòüñÿ íà îäíàêîâó ñòàëó 
2| | ,C  à ¿õ â³äíîøåííÿ íå çì³íþºòüñÿ. Òîìó ì³í³ìóì ó ôîðìóë³ (5.37) 
çá³ãàºòüñÿ ç ì³í³ìóìîì ôóíêö³îíàëà [ ]Ï X  íà ï³äìíîæèí³ ôóíêö³é 
1([0, ]),X C l  ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó íîðìóâàííÿ (ç âàãîþ ( ) 0x  ) 
1 ßêùî â êðàéîâèõ óìîâàõ (5.4) ïàðàìåòð 1h  2( ),h   òîä³ äîäàòêîâî òðåáà 
âèìàãàòè, ùîá ãëàäê³ ôóíêö³¿ ( )X x , ñåðåä ÿêèõ øóêàºòüñÿ ì³í³ìóì â³äíîøåííÿ ôóíê-
ö³îíàë³â [ ]Ï X  ³ [ ],K X çàäîâîëüíÿëè óìîâó (0) 0X  ( ( ) 0).X l 
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2 2
0
( ) ( ) 1,
l
X x X x dx     (5.39) 
³ öåé ì³í³ìóì [ ]Ï X  äîñÿãàºòüñÿ ñàìå íà âëàñí³é ôóíêö³¿ 1( ),X x  ùî 
çàäîâîëüíÿº óìîâó (5.39). 
Îòæå, çàäà÷à ïðî â³äøóêàííÿ íàéìåíøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ 1  
ÊÇØË ³ â³äïîâ³äíî¿ âëàñíî¿ ôóíêö³¿ 1( ),X x  ï³äêîðåíî¿ óìîâ³ (5.39), 
åêâ³âàëåíòíà ³çîïåðèìåòðè÷í³é çàäà÷³ ïðî â³äøóêàííÿ ãëàäêî¿ åêñ-
òðåìàë³, ùî íàäàº ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëó ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ [ ]Ï X  
çà óìîâè, ùî ôóíêö³îíàë ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ [ ] 1.K X   
Çàäà÷ó ïðî â³äøóêàííÿ ³íøèõ âëàñíèõ çíà÷åíü  
2n n

  ÊÇØË ³ 
â³äïîâ³äíèõ âëàñíèõ ôóíêö³é  
2n n
X

  òàêîæ ìîæíà çâåñòè äî ³çîïå-
ðèìåòðè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ôóíêö³îíàëà [ ],Ï X  ÿêùî ñêîðèñòàòèñÿ âëàñ-
òèâ³ñòþ îðòîãîíàëüíîñò³ âëàñíèõ ôóíêö³é ÊÇØË. 
Íåõàé ( )F x  ³ ( )G x  — áóäü-ÿê³, âçàãàë³ êàæó÷è, êîìïëåêñíîçíà÷í³ 
ôóíêö³¿, ³íòåãðîâí³ ç êâàäðàòîì íà â³äð³çêó [0, ]:l  
 
2
0
( ) ( ) ,
l
x F x dx    2
0
( ) ( ) .
l
x G x dx    
Çà îçíà÷åííÿì, ñêàëÿðíèì äîáóòêîì |F G  ôóíêö³é ( )F x  ³ ( )G x  
(ç âàãîþ ( ))x  íàçèâàºòüñÿ ôóíêö³îíàë 
 
0
| ( ) ( ) ( ) ,
l
F G x F x G x dx    (5.40) 
à ñêàëÿðíèì êâàäðàòîì 
2
|F F F  ôóíêö³¿ ( )F x  — ôóíêö³îíàë 
 
2 2
0
| ( ) ( ) .
l
F F F x F x dx     (5.41) 
ßêùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ôóíêö³é ( )F x  ³ ( )G x  äîð³âíþº íóëþ, 
| 0,F G   òî âîíè íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè. 
Òåîðåìà 5.3.1. Âëàñí³ ôóíêö³¿ ( )nX x  ³ ( )mX x  ÊÇØË, ùî â³äïîâ³äà-
þòü ¿¿ ð³çíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì ,n m    îðòîãîíàëüí³ ç âàãîþ ( ) :x  
| 0.n mX X   
Äîâåäåííÿ. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî âñ³ âëàñí³ çíà÷åííÿ ÊÇØË íåâè-
ðîäæåí³, à êîæíà âëàñíà ôóíêö³ÿ ( )nX x  ÊÇØË º ðîçâ’ÿçêîì êðàéî-
âî¿ çàäà÷³ (5.3), (5.4) ç ä³éñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ìîæíà ââàæàòè, íå 
âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñò³, ùî âñ³ âëàñí³ ôóíêö³¿ ( )nX x  º ä³éñíèìè. Çà-
ïèøåìî ð³âíÿííÿ (5.3) îêðåìî äëÿ ôóíêö³é ( )nX x  ³ ( ),mX x  ïîìíîæè-
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ìî ïåðøå ð³âíÿííÿ íà ôóíêö³þ ( ),mX x  äðóãå — íà ôóíêö³þ ( ),nX x  
â³äí³ìåìî îòðèìàí³ ð³âíÿííÿ òà ç³íòåãðóºìî îáèäâ³ ÷àñòèíè çäîáóòî¿ 
ð³âíîñò³ çà çì³ííîþ x  ó ìåæàõ â³ä 0 äî .l  Ä³ñòàíåìî: 
      
0 0
( ) ( ) ( ) .
l l
n m m n n m n m
d d
X p x X X p x X dx x X X dx
dx dx
           
Áåðó÷è ³íòåãðàë çë³âà ÷àñòèíàìè òà êîðèñòóþ÷èñü êðàéîâèìè óìîâà-
ìè (5.4), äàë³ çíàõîäèìî: 
      
0
0
( ) ( ) ( ) ( ) 0.
l
l
n m m n n m m n
d d
X p x X X p x X dx p x X X p x X X
dx dx
           
Îòæå, îòðèìóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
  
0
( ) ( ) ( ) 0,
l
n m n mx X x X x dx     
ç ÿêîãî áà÷èìî, ùî ïðè n m    
 
0
( ) ( ) ( ) | 0.
l
n m n mx X x X x dx X X     (5.42) 
Òåîðåìà 5.3.2. Íåõàé ôóíêö³ÿ ( )X x  íàäàº åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëó 
[ ]Ï X  ó êëàñ³ 1([0, ])C l  ãëàäêèõ ôóíêö³é, äëÿ ÿêèõ [ ] 1K X   ³ ÿê³, êð³ì 
öüîãî, çàäîâîëüíÿþòü äîäàòêîâ³ óìîâè 
 1 2 1| | ... | 0,nX X X X X X       2.n    (5.43) 
Òîä³ ( )X x  º âëàñíîþ ôóíêö³ºþ, ÿêà â³äïîâ³äàº n-ìó çà âåëè÷èíîþ 
âëàñíîìó çíà÷åííþ ,n  ïðè öüîìó [ ] .nÏ X    
Äîâåäåííÿ. Çã³äíî ç òåîðåìîþ Åéëåðà, ôóíêö³ÿ ( )X x  ìàº (ÿê ðîç-
â’ÿçîê ³çîïåðèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³, ñôîðìóëüîâàíî¿ â óìîâàõ òåîðåìè) 
íàäàâàòè åêñòðåìóì ôóíêö³îíàëó 
1 1 2 2 1 1
*[ ] [ ] [ ] | | ... |n nÏ X Ï X K X X X X X X X         (5.44) 
ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà ,  1,  2,  
…, 1,n  à òîìó çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Åéëåðà — Ëàãðàíæà 
 
 
1 2 1
1 2 1
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ... ( )
2 2 2
n
n
d
p x X q x X
dx
x X x X x X x X 
  
          
 
   (5.45) 
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òà êðàéîâ³ óìîâè 
 1(0) (0) 0,X h X     2( ) ( ) 0.X l h X l      (5.46) 
Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (5.45) íà âëàñíó ôóíêö³þ 
( ),mX x  1 1,m n    òà ç³íòåãðóºìî ¿õ çà çì³ííîþ x  ó ìåæàõ â³ä 0 äî 
.l  Äâ³÷³ ³íòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, êîðèñòóþ÷èñü ð³âíÿííÿì (5.3), çàïè-
ñàíèì äëÿ ôóíêö³¿ ( ),mX x  à òàêîæ êðàéîâèìè óìîâàìè (5.4) é (5.46), 
ë³âó ÷àñòèíó çäîáóòî¿ ð³âíîñò³ ïåðåòâîðþºìî íàñòóïíèì ÷èíîì: 
 
 
 
0
0
0
0 0
0
0
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) | .
l
m
l
l
m m m
l
l l
m m m m
l
m m m m
d
X p x X q x X dx
dx
p x X X p x X X q x XX dx
d
p x X X p x X X p x X q x X X dx
dx
x X X dx X X
     
        
           
    




 
  
  
 
 
Áà÷èìî, ùî çã³äíî ç óìîâàìè (5.43) âîíà äîð³âíþº íóëþ. Ïðàâà æ ÷àñ-
òèíà ðîçãëÿäóâàíî¿ ð³âíîñò³ ìàº âèãëÿä 
 
1
1
| | .
2
n
l
m m l
l
X X X X


   
Ç îãëÿäó íà óìîâè (5.43) òà îðòîãîíàëüí³ñòü âëàñíèõ ôóíêö³é, ùî 
â³äïîâ³äàþòü ð³çíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, òîáòî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
| 0m lX X   ïðè ,m l  âîíà çâîäèòüñÿ äî âèðàçó | .2
m
m mX X

 
Òàêèì ÷èíîì, ä³ñòàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 | 0.m m mX X   
Îñê³ëüêè | 0,m mX X   ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî íåâèçíà÷åí³ 
ìíîæíèêè Ëàãðàíæà ,l  1 1,l n    ó âèðàç³ (5.44) äëÿ ôóíêö³îíà-
ëà *[ ]Ï X  òà â ð³âíÿíí³ (5.45) äëÿ ôóíêö³¿ ( )X x  äîð³âíþþòü íóëþ. 
Îòæå, çã³äíî ç ð³âíÿííÿì (5.45) òà êðàéîâèìè óìîâàìè (5.46), ôóíê-
ö³ÿ ( ),X x  ùî çàäîâîëüíÿº óìîâè òåîðåìè, º îäí³ºþ ³ç âëàñíèõ ôóíê-
ö³é ÊÇØË. Ïîêàæåìî, ùî â³äïîâ³äíå ¿é âëàñíå çíà÷åííÿ (äèâ. ôîð-
ìóëó (5.9)) 
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[ ]
,
[ ]
Ï X
K X
     
ÿêå çà óìîâè [ ] 1K X   çá³ãàºòüñÿ ç øóêàíèì ì³í³ìàëüíèì çíà÷åííÿì 
[ ]Ï X  ôóíêö³îíàëà [ ],Ï X  äîð³âíþº âëàñíîìó çíà÷åííþ .n  
Ñïðàâä³, ïðèïóñòèâøè ñïåðøó, ùî ,n    â³çüìåìî âëàñíó ôóíê-
ö³þ ( ),nX x  íîðìîâàíó óìîâîþ [ ] 1.nK X   Î÷åâèäíî, ùî ôóíêö³ÿ 
( )nX x  çàäîâîëüíÿº âñ³ âèìîãè òåîðåìè, íàäàþ÷è ïðè öüîìó ôóíêö³-
îíàëó [ ]Ï X  çíà÷åííÿ .n    Ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñò³. ßêùî æ 
ïðèïóñòèòè, ùî ,n    òî, î÷åâèäíî,   çá³ãàºòüñÿ ç îäíèì ³ç âëàñ-
íèõ çíà÷åíü 
m
 
n
, ÿêîìó â³äïîâ³äàº äåÿêà âëàñíà ôóíêö³ÿ ( ).mX x  
Îñê³ëüêè âëàñí³ çíà÷åííÿ ÊÇØË íåâèðîäæåí³, ìàº ñïðàâäæóâàòèñÿ 
ð³âí³ñòü ( ) ( ),mX x CX x  äå 0C   — ñòàëà. Àëå äëÿ íåíóëüîâî¿ ôóíêö³¿ 
( )mX x  öå ñóïåðå÷èòü óìîâ³ îðòîãîíàëüíîñò³, çã³äíî ç ÿêîþ áóëî áè: 
 
2
| | 0.m m m mX X C X X C X    
Îòæå, ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà [ ]Ï X  äîð³âíþº n    ³ ðåàë³çóºòüñÿ 
íà ôóíêö³¿ ( ),X x  ÿêà çá³ãàºòüñÿ ³ç âëàñíîþ ôóíêö³ºþ ( ),nX x  íîðìî-
âàíîþ óìîâîþ [ ] 1.nK X   
Çàóâàæåííÿ 5.3.1. Åêñòðåìàëü â³äíîøåííÿ ôóíö³îíàë³â [ ] [ ]Ï X K X  
çà äîäàòêîâèõ óìîâ 
 1 2 1| | ... | 0nX X X X X X     
âèçíà÷àºòüñÿ ç òî÷í³ñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà. Öåé ìíîæíèê çà-
âæäè ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ ð³âí³ñòü [ ] 1.K X   Ó çà-
ãàëüíîìó æ âèïàäêó 
 
1
1 1
([0, ]),
| ... | 0
[ ]
min ,
[ ]
n
n
X C l
X X X X
Ï X
K X


  
    (5.47) 
³ öåé ì³í³ìóì äîñÿãàºòüñÿ íà ôóíêö³ÿõ ( ).nCX x  
Áåçïîñåðåäí³ì íàñë³äêîì òåîðåìè 5.3.2 òà çàóâàæåííÿ 5.3.1 º íà-
ñòóïíà ëåìà. 
Ëåìà 5.3.1. ßêùî â êðàéîâèõ óìîâàõ (5.4) 1 20 , ,h h    òî äëÿ áóäü-
ÿêî¿ ãëàäêî¿ ôóíêö³¿ ( )F x  íà â³äð³çêó [0, ],l  ÿêà çàäîâîëüíÿº óìîâè 
(5.4) òà óìîâè îðòîãîíàëüíîñò³ 
 1 2 1| | ... | 0,nX F X F X F      (5.48) 
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ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 
 
2 [ ]
.
n
Ï F
F     (5.49) 
Ñêîðèñòàâøèñü íåð³âí³ñòþ (5.49), óæå íå âàæêî äîâåñòè ïîâíîòó 
ñèñòåìè âëàñíèõ ôóíêö³é ÊÇØË. 
Òåîðåìà 5.3.3. Íåõàé ôóíêö³ÿ ( )F x  — ³íòåãðîâíà ç êâàäðàòîì íà 
â³äð³çêó [0, ],l  ÿêà º îðòîãîíàëüíîþ äî âñ³õ âëàñíèõ ôóíêö³é  ( )nX x  
ÊÇØË. Òîä³ 
 
2 2
0
( ) ( ) 0
l
F x F x dx    
³, îòæå, ( ) 0F x   ìàéæå ñêð³çü íà [0, ].l  
Äîâåäåííÿ. Óâàæàòèìåìî ñïî÷àòêó, ùî ôóíêö³ÿ ( ),F x  ÿêà îðòî-
ãîíàëüíà äî âñ³õ âëàñíèõ ôóíêö³é ÊÇØË, º ãëàäêîþ. Òîä³, çã³äíî ç 
ëåìîþ 5.3.1, äëÿ áóäü-ÿêîãî n  ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (5.49). Àëå, 
ÿê âèïëèâàº ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ (5.36), âëàñí³ çíà÷åííÿ  n  ÊÇØË 
óòâîðþþòü çðîñòàþ÷ó ïîñë³äîâí³ñòü, ÿêà ïðÿìóº äî .  Ç öüîãî ôàê-
òó òà íåð³âíîñò³ (5.49) âèïëèâàº, ùî 
2
0,F   à, îòæå, ãëàäêà ôóíêö³ÿ 
( ) 0F x   íà [0, ].l  
Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêö³ÿ ( )F x  íå º ãëàäêîþ, ðîçãëÿíåìî çàì³ñòü 
íå¿ ðîçâ’ÿçîê ( )F x  íåîäíîð³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),d p x F q x F x F x F x
dx
         0 ,x l    (5.50) 
 1(0) (0) 0,F h F     2( ) ( ) 0,F l h F l      (5.51) 
äå 0.   Íàâ³òü ÿêùî ( )F x  ó ð³âíÿíí³ (5.50) íå º íåïåðåðâíîþ, à 
ëèøå ³íòåãðîâíîþ ç êâàäðàòîì1, ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (5.50), (5.51) º íå-
ïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ, ÿêà äî òîãî æ ìàº íåïåðåðâíó ïåðøó ïîõ³äíó. 
Ó öüîìó ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ñêîðèñòàâøèñü íàñòóïíèì àëãîðèò-
ìîì ïîáóäîâè ( ).F x  Ñïåðøó çíàõîäèìî ðîçâ’ÿçîê ( )f x  ³íòåãðàëüíî-
ãî ð³âíÿííÿ Âîëüòåððà 
 
0 0 0
( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ,
( )
x x xdx
f x K x x f x dx x F x dx
p x


           
äå ôóíêö³ÿ ( , )K x x   äàºòüñÿ ôîðìóëîþ (5.13). Öåé ðîçâ’ÿçîê º ãëàä-
êîþ ôóíêö³ºþ, ÿêà çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (5.50) òà óìîâè (0) 0,f   
1 Íàãàäàºìî, ùî ôóíêö³¿, ÿê³ ³íòåãðîâí³ ç êâàäðàòîì íà ñê³í÷åííîìó ³íòåðâàë³, º 
òàêîæ ³íòåãðîâíèìè íà öüîìó ³íòåðâàë³.
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(0) 0f    (äèâ. òåîðåìó 5.2.2 òà ¿¿ äîâåäåííÿ), à, îòæå, ³ ïåðøó êðàéîâó 
óìîâó (5.51). Äàë³, çãàäàâøè, ùî ãëàäêà ôóíêö³ÿ ( ; ),x   ÿêà áóëà ââå-
äåíà â ïîïåðåäíüîìó ï³äðîçä³ë³, çàäîâîëüíÿº îäíîð³äíå (ç ( ) 0)F x   
ð³âíÿííÿ (5.50) òà òåæ ïåðøó êðàéîâó óìîâó (5.51), áóäóºìî ë³í³éíó 
êîìá³íàö³þ ( ) ( ; ).f x C x    ², íàðåøò³, âèáðàâøè ñòàëó C  òàêèì ÷è-
íîì, ùîá öÿ êîìá³íàö³ÿ çàäîâîëüíÿëà äðóãó êðàéîâó óìîâó (5.51), ä³ñ-
òàºìî ãëàäêèé ðîçâ’ÿçîê äèôåðåíö³àëüíî¿ ñèñòåìè (5.50), (5.51). 
Ïîìíîæèìî òåïåð îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (5.50) íà âëàñíó 
ôóíêö³þ ( )nX x  ÊÇØË òà ç³íòåãðóºìî îòðèìàíó ð³âí³ñòü çà çì³ííîþ 
x  ó ìåæàõ â³ä 0 äî .l  ²íòåãðàë, ÿêèé âèíèêàº â ë³â³é ÷àñòèí³, ï³ñëÿ ³í-
òåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè é óðàõóâàííÿ êðàéîâèõ óìîâ (5.4) òà (5.51) çâî-
äèòüñÿ äî âèðàçó   | .n nX F    Ïðàâà æ ÷àñòèíà ðîçãëÿäóâàíî¿ ð³â-
íîñò³ ìàº âèãëÿä |nX F  ³ çã³äíî ç óìîâàìè òåîðåìè äîð³âíþº íóëþ. 
Îñê³ëüêè 0,n   à 0,   ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî | 0.nX F   
Îòæå, ðàçîì ³ç ôóíêö³ºþ ( )F x  îðòîãîíàëüíîþ äî âñ³õ âëàñíèõ 
ôóíêö³é ÊÇØË º é ãëàäêà ôóíêö³ÿ ( ).F x  Íà îñíîâ³ âæå íàâåäåíèõ 
ì³ðêóâàíü ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ( ) 0.F x   Çâ³äñè òà ç ð³âíÿííÿ (5.50) 
âèïëèâàº, ùî ìàéæå ñêð³çü íà [0, ]l  ( ) 0.F x   
Ùîá â³äøóêàòè âëàñí³ çíà÷åííÿ 2, 3, …, ,n … ÊÇØË ÿê â³ä-
íîñí³ ì³í³ìóìè â³äíîøåííÿ ôóíêö³îíàë³â, óçàãàë³ íå îáîâ’ÿçêîâî ïî-
ïåðåäíüî çíàòè âëàñí³ ôóíêö³¿ 1( ),X x 2 ( ),X x …, 1( ),nX x …. Â³çüìåìî, 
íàïðèêëàä, äîâ³ëüíó ôóíêö³þ ( ),x  ùî º ³íòåãðîâíîþ ç êâàäðàòîì íà 
â³äð³çêó [0, ],l  òà ðîçãëÿíåìî ôóíêö³îíàë [ ],   âèçíà÷åíèé ÿê ì³í³-
ìóì â³äíîøåííÿ ôóíêö³îíàë³â [ ] [ ]Ï X K X  íà ï³äìíîæèí³ ôóíêö³é ³ç 
1([0, ]),C l  îðòîãîíàëüíèõ äî ( ) :x  
 
1 ([0, ]),
| 0
[ ]
[ ] min .
[ ]X C l
X
Ï X
K X 
    
Ïîêàæåìî, ùî çàâæäè 2[ ] .     
Äëÿ äîâåäåííÿ ïðèïóñòèìî ñïåðøó, ùî 1| 0.X   Òîä³ ìíîæèíà 
ôóíêö³é, íà ÿê³é øóêàºòüñÿ ì³í³ìóì â³äíîøåííÿ [ ] [ ],Ï X K X  âêëþ÷àº 
³ âëàñíó ôóíêö³þ 1.X  Îñê³ëüêè, ÿê ìè âæå çíàºìî, 1 1 1[ ] [ ]Ï X K X    ³ 
äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ 1([0, ])X C l  â³äíîøåííÿ [ ] [ ]Ï X K X  íå ìîæå 
áóòè ìåíøèì çà 1,  òî 1 2[ ] .       
Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî 2| 0.X   Òîä³ ìíîæèíà ôóíêö³é, îðòî-
ãîíàëüíèõ äî ( ),x  âêëþ÷àº ³ âëàñíó ôóíêö³þ 2.X  Àëå, çã³äíî ç ôîð-
ìóëîþ (5.47), 2 2 2[ ] [ ] ,Ï X K X    òîìó ³ â öüîìó âèïàäêó ì³í³ìàëüíå 
çíà÷åííÿ [ ]   íå ìîæå áóòè á³ëüøèì çà 2.  
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², íàðåøò³, íåõàé 1| 0X   ³ 2| 0.X   Òîä³ çàâæäè ìîæíà çíà-
éòè òàê³ ñòàë³ 1C  ³ 2,C  ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà 
 
 1 1 2 2 1 1 2 2
0
1 1 2 2
| ( ) ( ) ( )
| | 0.
l
C X C X x x C X x C X dx
C X C X
      
    

 
Ñïðàâä³, îñòàííþ ð³âí³ñòü ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ë³í³éíå îäíîð³äíå 
àëãåáðà¿÷íå ð³âíÿííÿ ç íåíóëüîâèìè êîåô³ö³ºíòàìè â³äíîñíî íåâ³äî-
ìèõ 1C  ³ 2 .C  Îñê³ëüêè öå îäíå ð³âíÿííÿ ïîâ’ÿçóº äâ³ íåâ³äîì³, âîíî 
ìàº íåñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü ðîçâ’ÿçê³â. Çîêðåìà, ìîæíà ïîêëàñòè 
 1 2| ,C X   2 1| .C X    
Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàë³â [ ]Ï X  ³ [ ]K X  íà ë³í³éí³é êîì-
á³íàö³¿ 1 1 2 2C X C X  âëàñíèõ ôóíêö³é 1X  ³ 2X  ³ç çàçíà÷åíèìè çíà÷åí-
íÿìè ñòàëèõ 1C  ³ 2 .C  Çàñòîñóâàâøè ïðîöåäóðó ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíà-
ìè, ð³âíÿííÿ (5.3) ³ êðàéîâ³ óìîâè (5.4), ùî ¿õ çàäîâîëüíÿþòü ôóíêö³¿ 
1X  ³ 2,X  çíàõîäèìî: 
 
 
 
 
 
2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2
1 2 1 2
0
1 1 2 2 1 2
2 2
1 1 2 2 1 2 1 2
1 1 2
0
2
1
[ ] [ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(0) (0) (0) ( ) ( ) ( )
[ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[
l
l
Ï C X C X C Ï X C Ï X C C C C
p x X x X x q x X x X x dx
h p X X h p l X l X l
C Ï X C Ï X C C C C
d
p x X x q x X x X x dx
dx
C Ï X
     
    
  
    
      



 21 2 2 1 2 1 2 1 1 2
0
] [ ] ( ) ( ) ( ) .
l
C Ï X C C C C x X x X x dx    
 
Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ (5.38), ôîðìóëîþ (5.47) äëÿ 2X  ³ 2  òà 
óìîâîþ îðòîãîíàëüíîñò³ (5.42) äëÿ ôóíêö³é 1X  ³ 2,X  çâ³äñè ä³ñòàºìî: 
 
2 2
1 1 2 2 1 1 1 2 2 2[ ] [ ] [ ].Ï C X C X C K X C K X       (5.52) 
Ç ³íøîãî áîêó, ç îðòîãîíàëüíîñò³ ôóíêö³é 1X  ³ 2X  âèïëèâàº, ùî 
 
2 2
1 1 2 2 1 1 2 2[ ] [ ] [ ].K C X C X C K X C K X     (5.53) 
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Áåðó÷è äî óâàãè, ùî 2 1,    ç ôîðìóë (5.52) ³ (5.53) çíàõîäèìî: 
 
 
2 2
1 1 1 2 2 21 1 2 2
2 2
1 1 2 2 1 1 2 2
2 2
2 1 1 2 2
22 2
1 1 2 2
[ ] [ ][ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
.
[ ] [ ]
C K X C K XÏ C X C X
K C X C X C K X C K X
C K X C K X
C K X C K X
     
 
     (5.54) 
Îòæå, ³ òîä³, êîëè íå âèêîíóºòüñÿ æîäíà ç óìîâ 1| 0,X   2| 0,X 
çíàéäåòüñÿ íåíóëüîâà ôóíêö³ÿ 1([0, ]),Y C l  òàêà, ùî | 0;Y   ïðè 
öüîìó 2[ ] [ ] .Ï Y K Y    
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 2 ([0, ])L l  ìíîæèíó âñ³õ ôóíêö³é ( ),x  ³íòåãðîâ-
íèõ ³ç êâàäðàòîì ç âàãîþ ( )x  íà â³äð³çêó [0, ],l  
 2 2
0
([0, ]) : ( ) | | ,
l
L l x dx
           
òà ðîçãëÿíåìî ôóíêö³îíàë [ ],   âèçíà÷åíèé íà ö³é ìíîæèí³, ÿêèé 
êîæí³é ôóíêö³¿ ( )x  ñòàâèòü ó â³äïîâ³äí³ñòü ì³í³ìóì â³äíîøåííÿ 
ôóíêö³îíàë³â [ ] [ ]Ï X K X  íà ï³äìíîæèí³ ôóíêö³é ( )X x  ³ç 1([0, ]),C l  
îðòîãîíàëüíèõ äî ( ).x  ßê ìè ùîéíî âñòàíîâèëè, çíà÷åííÿ òàêîãî 
ôóíêö³îíàëà íå ïåðåâèùóþòü âëàñíîãî çíà÷åííÿ 2  ÊÇØË. Ç äðóãî-
ãî áîêó, çã³äíî ç òåîðåìîþ 5.3.2 çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëà [ ]   ó âèïàä-
êó, êîëè   äîð³âíþº âëàñí³é ôóíêö³¿ 1,X  çá³ãàºòüñÿ ç 2.  Îòæå, ìè 
äîâåëè, ùî 
 
2 1 2([0, ]) ([0, ]),
| 0
[ ]
max min .
[ ]L l X C l
X
Ï X
K X  
       
  (5.55) 
Ïîâòîðþþ÷è ìàéæå äîñë³âíî ïîïåðåäí³ ì³ðêóâàííÿ, ñï³ââ³äíî-
øåííÿ (5.55) ìîæíà óçàãàëüíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì. 
Òåîðåìà 5.3.4 (ïðî ì³í³ìàêñ). Íåõàé 1 1[ ,..., ],n    2,n   — ôóíê-
ö³îíàë, ÿêèé äëÿ çàäàíèõ 1n  ôóíêö³é 1 1,..., n   ³ç 2 ([0, ])L l  âèçíà-
÷àºòüñÿ ÿê 
 
1
1 1
1 1
([0, ]),
| ... | 0
[ ]
[ ,..., ] min .
[ ]
n
n
X C l
X X
Ï X
K X

 
    
     
Òîä³ 
 
2
1 1
1 1
,..., ([0, ])
max [ ,..., ] ,
n
n n
L l 
  
      
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äå n  — n-òå çà âåëè÷èíîþ (ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ) âëàñíå çíà÷åííÿ 
ÊÇØË. 
Òåîðåìà ïðî ì³í³ìàêñ äîçâîëÿº ïðîñòåæèòè çà ðóõîì âëàñíèõ çíà-
÷åíü ÊÇØË ïðè çì³íàõ ôóíêö³é ( ),p x  ( ),q x  ( )x  òà ïàðàìåòð³â 1,h  2,h  
òîáòî âñòàíîâèòè, ÿê çì³íþþòüñÿ âëàñí³ ÷àñòîòè êîëèâàëüíî¿ ñèñòå-
ìè ïðè çì³íàõ ¿¿ ïàðàìåòð³â. 
Íàñë³äîê 5.3.1. Íåõàé äëÿ äâîõ ÊÇØË êîåô³ö³ºíòè (1) ( ),p x  (1)( )q x  
òà (2) ( ),p x  (2)( )q x  ó â³äïîâ³äíèõ ð³âíÿííÿõ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ (5.3), à 
òàêîæ ïàðàìåòðè (1)1 ,h  
(1)
2h  òà 
(2)
1 ,h  
(2)
2h  ó â³äïîâ³äíèõ êðàéîâèõ óìîâàõ 
(5.4) ïîâ’ÿçàí³ íåð³âíîñòÿìè 
 (1) (2)( ) ( ),p x p x  (1) (2)( ) ( ),q x q x  [0, ],x l  
 (1) (2)1 1 ,h h  (1) (2)2 2 ,h h  
òîä³ ÿê êîåô³ö³ºíòè (1)( )x  òà (2)( )x  ó çàçíà÷åíèõ ð³âíÿííÿõ çá³ãàþòü-
ñÿ. Òîä³ äëÿ ïîñë³äîâíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü öèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ñïðàâ-
äæóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 
 (1) (2),n n    1,2,....n    (5.56) 
Ç îãëÿäó íà ô³çè÷íèé çì³ñò âëàñíèõ çíà÷åíü ÊÇØË íàñë³äîê 5.3.1 
ìîæíà ñôîðìóëþâàòè é òàê: 
Íàñë³äîê 5.3.1à. Ïðè çá³ëüøåíí³ (çìåíøåíí³) æîðñòêîñò³ êîëè-
âàëüíî¿ ñèñòåìè ¿¿ ïîñë³äîâí³ âëàñí³ ÷àñòîòè êîëèâàíü ìîæóòü ëèøå 
çá³ëüøóâàòèñÿ (çìåíøóâàòèñÿ). 
Ùîá äîâåñòè ö³ íàñë³äêè, äîñèòü ïîì³òèòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíê-
ö³¿ 1([0, ])X C l  çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàë³â ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ äëÿ 
ïåðøî¿ ³ äðóãî¿ ÊÇØË çàäîâîëüíÿþòü íåð³âíîñò³ (1) (2)[ ] [ ],Ï X Ï X  
à â³äïîâ³äí³ çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàë³â ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ çá³ãàþòüñÿ: 
(1) (2)[ ] [ ].K X K X  Çâ³äñè â³äðàçó âèïëèâàº, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíê-
ö³é 1 1,..., n   ³ç 2 ([0, ])L l  çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàë³â (1) 1 1[ ,..., ]n    ³ 
(2)
1 1[ ,..., ]n   , ïîðîäæóâàíèõ öèìè ÊÇØË, çàäîâîëüíÿþòü íåð³â-
í³ñòü (1) (2)1 1 1 1[ ,..., ] [ ,..., ].n n         Â³äïîâ³äíî, òàêà ñàìà íåð³â-
í³ñòü ìàº ñïðàâäæóâàòèñÿ ³ äëÿ ìàêñèìóì³â öèõ ôóíêö³îíàë³â. À öå ³ 
º íåð³âí³ñòü (5.56). 
Íàñë³äîê 5.3.2. Íåõàé äëÿ äâîõ ÊÇØË êîåô³ö³ºíòè (1) ( ),p x  (1)( )q x  
òà (2) ( ),p x  (2)( )q x  ó â³äïîâ³äíèõ ð³âíÿííÿõ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ (5.3), 
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à òàêîæ ïàðàìåòðè (1)1 ,h  
(1)
2h  òà 
(2)
1 ,h  
(2)
2h  ó â³äïîâ³äíèõ êðàéîâèõ óìî-
âàõ (5.4) ïîïàðíî çá³ãàþòüñÿ: (1) (2)( ) ( ),p x p x  (1) (2)( ) ( )q x q x  òîùî, à 
êîåô³ö³ºíòè (1)( )x  òà (2)( )x  ó çàçíà÷åíèõ ð³âíÿííÿõ çàäîâîëüíÿþòü 
ñï³ââ³äíîøåííÿ (1) (2)( ) ( ).x x    Òîä³ äëÿ ïîñë³äîâíèõ âëàñíèõ çíà-
÷åíü öèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ñïðàâäæóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 
 (1) (2),n n    1,2,....n    (5.57) 
Íàñë³äîê 5.3.2à. Ïðè çá³ëüøåíí³ (çìåíøåíí³) ìàñ ñêëàäîâèõ ÷àñ-
òèí êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ¿¿ ïîñë³äîâí³ âëàñí³ ÷àñòîòè êîëèâàíü ìî-
æóòü ëèøå çìåíøóâàòèñÿ (çá³ëüøóâàòèñÿ). 
Çàâäàííÿ 5.3.1. Äîâåä³òü íàñë³äîê 5.3.2à. 
Âêàç³âêà. Äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ 1([0, ])X C l  çíà÷åííÿ ôóíêö³î-
íàë³â ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ äëÿ ïåðøî¿ òà äðóãî¿ ÊÇØË çàäîâîëüíÿþòü 
íåð³âí³ñòü (1) (2)[ ] [ ],K X K X  à çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³îíàë³â 
ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ çá³ãàþòüñÿ. 
Çàâäàííÿ 5.3.2. Íåõàé çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ó ð³âíÿíí³ Øòóðìà — 
Ë³óâ³ëëÿ (5.3) çàäîâîëüíÿþòü íåð³âíîñò³ 
 0 ( ) ,m Mp p x p    0 ( ) ,m Mq q x q    0 ( ) ,m Mx       [0, ].x l  
Äîâåä³òü, ùî ïðè áóäü-ÿêèõ íåâ³ä’ºìíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð³â 1,h  2h  
ó êðàéîâèõ óìîâàõ (5.4) äëÿ ïîñë³äîâíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü òàêî¿ ÊÇØË 
ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè 
 
2 2 2 2
2 2
( 1)
,m m M Mn
M M m m
p q p qn n
l l
           1,2,....n    (5.58) 
Âêàç³âêà. Ïðîàíàë³çóéòå âëàñí³ çíà÷åííÿ äâîõ ÊÇØË, ùî ñêëàäà-
þòüñÿ ç ð³âíÿííÿ (5.3) ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè ,mp  ,mq  M  ³ ,Mp  
,Mq  m  òà êðàéîâèõ óìîâ (5.4) ç ïàðàìåòðàìè, â³äïîâ³äíî, 1 2 0h h   ³ 
1 2, .h h   Ïîò³ì ñêîðèñòàéòåñÿ íàñë³äêàìè 5.3.1 òà 5.3.2. 
5.4. ÍÓË² ÂËÀÑÍÈÕ ÔÓÍÊÖ²É 
Ó ïîäàëüøîìó íóëÿìè íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ íàçèâàòèìåìî ò³ òî÷êè 
¿¿ îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ, äå âîíà äîð³âíþº íóëþ1. 
Âàæëèâèì íàñë³äêîì åêñòðåìàëüíèõ âëàñòèâîñòåé íàéìåíøîãî 
âëàñíîãî çíà÷åííÿ ÊÇØË º íàñòóïíà òåîðåìà. 
1 Ö³ òî÷êè òàêîæ íàçèâàþòü âóçëàìè ôóíêö³¿.
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Òåîðåìà 5.4.1. Âëàñíà ôóíêö³ÿ 1( )X x  ÊÇØË (5.3), (5.4), ÿêà â³äïîâ³-
äàº íàéìåíøîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ 1,  íå ìàº íóë³â â ³íòåðâàë³ (0, ).l  
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, óñóïåðå÷ òâåðäæåííþ òåîðåìè, ùî ³ñ-
íóº òî÷êà 0 (0, ),x l  ó ÿê³é 1 0( ) 0.X x   Î÷åâèäíî, ùî ïðè öüîìó 
1 0( ) 0,X x C    îñê³ëüêè ºäèíèì ðîçâ’ÿçêîì îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ 
Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ, ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâè 0( ) 0,X x   0( ) 0,X x   
0 (0, ),x l  º òîòîæíèé íóëü. Îòæå, â îêîë³ òî÷êè 0x  ãðàô³ê ôóíêö³¿ 
1( )X x  º ñõîæèì íà ãðàô³ê, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 5.2, à). 
O  x0  x 
 ɚ) 
 X1(x) 
O  x0  x 
 ɛ) 
| X1(x) | 
O  x0  x  ɜ) 
 Y(x) 
Ðèñ. 5.2. Ïîâåä³íêà à) ôóíêö³¿ X
1
(x), á) ôóíêö³¿ | X
1
(x) | òà â) çãëàäæåíî¿ ôóíêö³¿ 
Y(x) â îêîë³ ìîæëèâîãî íóëÿ x
0
 ôóíêö³¿ X
1
(x) 
Çâåðíåìî òåïåð óâàãó íà òîé ôàêò, ùî â³äíîøåííÿ [ ] [ ]Ï X K X  
ôóíêö³îíàë³â ïîòåíö³àëüíî¿ òà ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³é çàëåæèòü ëèøå 
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â³ä êâàäðàò³â 2( )X x  ³ 2 ( ).X x  Òîìó ðàçîì ³ç ôóíêö³ºþ 1( )X x  íàé-
ìåíøîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ öüîìó â³äíîøåííþ íàäàº é íåïåðåðâ-
íà êóñêîâî-ãëàäêà ôóíêö³ÿ 1( ) ,X x  ãðàô³ê ÿêî¿ ìàº çëàì ó òî÷ö³ 0x  
(äèâ. ðèñ. 5.2, á)). Çãëàäæóþ÷è ôóíêö³þ 1( )X x  ó ìàëîìó îêîë³ òî÷êè 
0x  òàêèì ÷èíîì, ùîá ñóòòºâî çìåíøèòè çíà÷åííÿ 
2
1( ) ,X x  íå äóæå 
çá³ëüøèâøè ïðè öüîìó çíà÷åííÿ 2( )X x  (ðèñ. 5.2, â)), ä³ñòàíåìî ãëàä-
êó ôóíêö³þ ( ),Y x  äëÿ ÿêî¿ ìàëî á ñïðàâäæóâàòèñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 1 1
1
[ ][ ]
.
[ ] [ ]
Ï XÏ Y
K Y K X
    
Àëå öå íåìîæëèâî, îñê³ëüêè 1  º ì³í³ìóìîì â³äíîøåííÿ [ ] [ ]Ï X K X  
íà ìíîæèí³ ôóíêö³é, ãëàäêèõ íà â³äð³çêó [0, ].l  Îòæå, ïðèïóùåííÿ, 
ùî 1 0( ) 0,X x   0 (0, ),x l  âåäå äî ñóïåðå÷íîñò³. 
Çàóâàæåííÿ 5.4.1. Íàâåäåíå äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.4.1 íàëåæèòü 
Ð. Ôåéíìàíó. Ïîâòîðþþ÷è ò³ æ ñàì³ àðãóìåíòè, ìîæíà äîâåñòè, ùî 
âëàñí³ ôóíêö³¿, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü íàéìåíøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì 
êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ áàãàòüîõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè, çî-
êðåìà, äëÿ ð³âíÿíü âèäó 
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( ,..., ) ,
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N
n n
V x x
x
       
íå ìàþòü íóë³â. Á³ëüøå òîãî, ç ôàêòó â³äñóòíîñò³ íóë³â ó âëàñíî¿ 
ôóíêö³¿, ùî â³äïîâ³äàº â òàêèõ çàäà÷àõ íàéìåíøîìó âëàñíîìó çíà-
÷åííþ, âèïëèâàº, ùî öå âëàñíå çíà÷åííÿ íåâèðîäæåíå. Ñïðàâä³, 
ÿêáè âîíî áóëî âèðîäæåíå, òî ç äâîõ âëàñíèõ ôóíêö³é 1  ³ 2,  ùî 
éîìó á â³äïîâ³äàëè, çàâæäè ìîæíà áóëî áè ïîáóäóâàòè íåíóëüîâó 
âëàñíó ôóíêö³þ ó âèãëÿä³ ë³í³éíî¿ êîìá³íàö³¿ 1 1 2 2,C C    ÿêà ìàëà 
á íóë³ â îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ, à, îòæå, íå â³äïîâ³äàëà á íàéìåíøîìó 
âëàñíîìó çíà÷åííþ. 
Äëÿ ïîäàëüøîãî âèâ÷åííÿ ïèòàííÿ ïðî íàÿâí³ñòü ³ ê³ëüê³ñòü íóë³â 
ó ïîñë³äîâíèõ âëàñíèõ ôóíêö³é ÊÇØË óæå òðåáà ñêîðèñòàòèñÿ ñïå-
öèô³÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ 
  ( ) ( ) ( ) .d p x y q x y x y
dx
      (5.59) 
Ïðè öüîìó áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñò³ ìîæíà ââàæàòè, ùî ôóíêö³ÿ 
( )p x  ó ð³âíÿíí³ (5.59) òîòîæíî äîð³âíþº îäèíèö³: ( ) 1.p x   Ñïðàâä³, 
çàì³íà çì³ííî¿ 
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( )
( )
x ds
x x
p s
       (5.60) 
âçàºìíî îäíîçíà÷íî â³äîáðàæàº â³äð³çîê [0, ]l  íà â³äð³çîê [0, ],l   äå 
0
.
( )
l ds
l
p s
    Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( ),x  [0, ],x l   ôóíêö³þ, îáåðíåíó 
äî ôóíêö³¿ ( ).x  Îñê³ëüêè ,dy dyp
dx dx
   òî ïðè çàì³í³ (5.60) ð³âíÿííÿ 
(5.59) ïåðåõîäèòü ó ð³âíÿííÿ 
 
2
2
( ) ( ) ,
d y
q x y x y
dx
         (5.61) 
äå ( ) ( ( )) ( ( )),q x p x q x      ( ) ( ( )) ( ( )).x p x x        Òàêîæ çðîçóì³-
ëî, ùî ïðè çàì³í³ (5.60) áóäü-ÿêà íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ ( )f x  íà [0, ],l  
ÿêà ìàº n  íóë³â ó òî÷êàõ [0, ],ix l  1,..., ,i n  ïåðåõîäèòü ó íåïåðåðâíó 
ôóíêö³þ ( ) ( ( )),f x f x    ÿêà ìàº n  íóë³â ó òî÷êàõ 
 
0
,
( )
ix
i
ds
x
p s
    1,..., .i n  
Îïóñòèâøè â ð³âíÿíí³ (5.61) øòðèõè òà òèëüäè, äàë³ ðîçãëÿäàòè-
ìåìî ð³âíÿííÿ 
  ( ) ( ) 0.y x q x y       (5.62) 
Ç íèì ïîâ’ÿçàíà òàêà ôóíäàìåíòàëüíà òåîðåìà. 
Òåîðåìà 5.4.2 (Øòóðìà). Íåõàé ( )u x  — ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
 ( ) 0,u g x u     (5.63) 
à ( )v x  — ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
 ( ) 0,v h x v     (5.64) 
äå ( ) ( )g x h x  ñêð³çü íà (0, ).l  Òîä³ ì³æ äâîìà ïîñë³äîâíèìè íóëÿìè 
ðîçâ’ÿçêó ( )u x  çíàõîäèòüñÿ õî÷à á îäèí íóëü ðîçâ’ÿçêó ( ).v x  
Äîâåäåííÿ. Ïîìíîæèìî ð³âíÿííÿ (5.63) íà ôóíêö³þ ( ),v x  ð³âíÿí-
íÿ (5.64) — íà ôóíêö³þ ( ),u x  òà â³äí³ìåìî çäîáóò³ ð³âíîñò³. Çíàõî-
äèìî: 
    ( ) ( ) .du v v u u v v u h x g x uv
dx
          (5.65) 
Íåõàé 1x  ³ 2x  — äâà ïîñë³äîâí³ íóë³ ðîçâ’ÿçêó ( ).u x  Ç³íòåãðóâàâøè 
ð³âí³ñòü (5.65) çà çì³ííîþ x  ó ìåæàõ â³ä 1x  äî 2,x  ä³ñòàºìî: 
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  2
1
2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
x
x
u x v x u x v x h x g x u x v x dx      (5.66) 
Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçâ’ÿçîê ( )v x  íå ìàº íóë³â â ³íòåðâàë³ 1 2( , ).x x  
Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò³, ìîæåìî ââàæàòè, ùî ( ) 0u x   ³ ( ) 0v x   â 
1 2( , ).x x  Äëÿ òàêèõ ôóíêö³é ( )u x  ³ ( )v x  ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíîñò³ (5.66) 
äîäàòíà. Ç äðóãîãî áîêó, ïðè çðîáëåíèõ íàìè ïðèïóùåííÿõ ôóíê-
ö³ÿ ( )u x  â îêîë³ òî÷êè 1x  çðîñòàº, à â îêîë³ òî÷êè 2x  ñïàäàº. Òîìó 
1( ) 0u x   ³ 2( ) 0.u x   Îñê³ëüêè 1( ) 0,v x   2( ) 0,v x   òî ë³âà ÷àñòèíà ð³â-
íîñò³ (5.66) íåäîäàòíà. Ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñò³. 
Íàñë³äîê 5.4.1. Íåõàé ( )u x  — íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
(5.63), ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâó 
 1(0) (0) 0,u h u    1 0,h    (5.67) 
à ( )v x  — íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (5.64), ÿêèé çàäîâîëüíÿº 
òàêó ñàìó óìîâó 
 1(0) (0) 0,v h v    1 0.h    (5.68) 
ßêùî ( )u x  ìàº m  íóë³â â ³íòåðâàë³ 0 ,x l   òî é ( )v x  ìàº â öüîìó 
³íòåðâàë³ ïðèíàéìí³ m  íóë³â, ïðè öüîìó s-é çà âåëè÷èíîþ (ó ïîðÿäêó 
çðîñòàííÿ) íóëü ôóíêö³¿ ( )v x  ìåíøèé â³ä s-ãî çà âåëè÷èíîþ (ó ïî-
ðÿäêó çðîñòàííÿ) íóëÿ ôóíêö³¿ ( ).u x  
Äîâåäåííÿ. Çã³äíî ç òåîðåìîþ 5.4.2, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ( )v x  
ìàº ïðèíàéìí³ îäèí íóëü â ³íòåðâàë³ 1(0, ),x  äå 1x  — íàéìåíøèé çà 
âåëè÷èíîþ íóëü ôóíêö³¿ ( )u x  â ³íòåðâàë³ 0 .x l   Ïðèïóñòèìî ñïåð-
øó, ùî ÷èñëî 1h  — îáìåæåíå çâåðõó. Ç³íòåãðóâàâøè ð³âí³ñòü (5.65) çà 
çì³ííîþ x  ó ìåæàõ â³ä íóëÿ äî 1x  òà ñêîðèñòàâøèñü óìîâàìè (5.67), 
(5.68), ä³ñòàºìî: 
  11 1
0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
x
u x v x h x g x u x v x dx    
ßêùî ( )v x  íå ìàº æîäíèõ íóë³â â ³íòåðâàë³ 1(0, ),x  òî, óâàæàþ÷è, ÿê ³ 
ðàí³øå, ùî ( ) 0u x   òà ( ) 0v x   â 1(0, ),x  áà÷èìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ö³º¿ 
ð³âíîñò³ äîäàòíà. Îäíàê ¿¿ ë³âà ÷àñòèíà íåäîäàòíà, îñê³ëüêè 1( ) 0u x   ³ 
1( ) 0.v x   Ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñò³. 
Ó âèïàäêó, êîëè 1 ,h   óìîâè (5.67), (5.68) íàáèðàþòü âèãëÿäó 
(0) 0,u   (0) 0,v   ³ òåîðåìà äîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî. 
238
Ðîçãëÿíåìî òåïåð âëàñí³ ôóíêö³¿ ( , )X x   òàêî¿ ÊÇØË: 
  ( ) ( ) 0,X x q x X       (5.69) 
 1(0) (0) 0,X h X    1 0,h    (5.70) 
 2( ) ( ) 0,X l h X l    2 0.h    (5.71) 
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( ),n   ,      ê³ëüê³ñòü íóë³â â ³íòåðâàë³ (0, )l  
íåòðèâ³àëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ( , )X x   ð³âíÿííÿ (5.69), ÿêèé çàäîâîëüíÿº 
ëèøå óìîâó (5.70). Ïàì’ÿòàþ÷è, ùî ( ) 0,x   ( ) 0,q x   çà äîïîìî-
ãîþ íàñë³äêó 5.4.1 ïîêàæåìî, ùî ( )n   — öå íåñïàäíà ôóíêö³ÿ â³ä .  
Ç öüîãî ôàêòó òà òåîðåìè 5.4.2 âèïëèâàº, ùî êîæíèé íóëü ( , )X x   çì³-
ùóºòüñÿ âë³âî ïðè çðîñòàíí³ .  
Íåõàé, ÿê ³ ðàí³øå, 
 0 0
0 0
min ( ) 0, max ( ) ,
min ( ) 0, max ( ) .
m Mx l x l
m Mx l x l
x x
q x q q x q
   
   
        
      
Ñïåðøó ïîð³âíÿºìî ôóíêö³þ ( , )X x   òà ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
 0mY Y     
ïðè 0,   ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâó (5.70). Ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëîãî 
ìíîæíèêà öåé ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä 
 
1
1
ch | | sh | | , 0,
| |( , )
1 , 0.
m m
m
h
x x
Y x
h x
              
 
Ëåãêî áà÷èòè, ùî â³í âçàãàë³ íå ìàº íóë³â íà â³äð³çêó [0, ].l  Îñê³ëüêè 
ïðè 0   ( ) ( ) ,mx q x     òî íà îñíîâ³ íàñë³äêó 5.4.1 ðîáèìî âè-
ñíîâîê, ùî ïðè 0   ôóíêö³ÿ ( ) 0.n    
Ó âèïàäêó, êîëè 0,   àíàë³çóºìî ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü 
  1 1 0,m MY q Y     2 2 0,MY Y    
ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (5.70). Âîíè ìàþòü âèãëÿä 
 11( , ) cos sin ,m M m M
m M
h
Y x q x q x
q
         
 12 ( , ) cos sin .M M
M
h
Y x x x      
Áåðó÷è äî óâàãè, ùî ïðè 0   
 ( ) ( ) ,m M Mq x q x        
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íà ï³äñòàâ³ íàñë³äêó 5.4.1 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ïðè   ê³ëüê³ñòü 
íóë³â ( )n   ôóíêö³¿ ( , )X x   â ³íòåðâàë³ (0, )l  íå ïåðåâèùóº ê³ëüê³ñòü 
íóë³â ôóíêö³¿ 2( , )Y x   ³ íå º ìåíøîþ çà ê³ëüê³ñòü íóë³â ôóíêö³¿ 1( , )Y x   
ó öüîìó æ ³íòåðâàë³. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ( )n   — íåñïàäíà ôóíêö³ÿ, 
ÿêà íåîáìåæåíî çðîñòàº ïðè ,  çàëèøàþ÷èñü ïðè öüîìó ñê³í-
÷åííîþ ïðè ñê³í÷åííèõ çíà÷åííÿõ .  
²íøèì àðãóìåíòîì, ÿêèé óêàçóº íà ñê³í÷åíí³ñòü ê³ëüêîñò³ íóë³â 
ôóíêö³¿ ( , )X x   íà â³äð³çêó [0, ],l  º íàñòóïíà òåîðåìà. 
Òåîðåìà 5.4.3 (Ëÿïóíîâà). Íåõàé ôóíêö³ÿ ( )g x  — ä³éñíà òà íåïå-
ðåðâíà íà â³äð³çêó [ , ]a b  ³ ( ) max{ ( ),0}.g x g x   Äëÿ òîãî, ùîá íåòðèâ³-
àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
 ( ) ( ) ( ) 0u x g x u x     (5.72) 
ìàâ äâà íóë³ íà â³äð³çêó [ , ],a b  íåîáõ³äíî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà 
 
4
( ) .
b
a
g x dx
b a
    (5.73) 
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (5.72) 
ìàº íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ³ç äâîìà íóëÿìè ,x     íà [ , ],a b  
.a b     Òîä³ íà â³äð³çêó [ , ]   âîíî åêâ³âàëåíòíå îäíîð³äíîìó ³í-
òåãðàëüíîìó ð³âíÿííþ 
 ( ) ( , ) ( ) ,u x K x x u x dx


      (5.74) 
äå 
 
( )( ) ( ), ,1
( , )
( )( ) ( ), .
x x g x x x
K x x
x x g x x x
                     (5.75) 
Óâåäåìî ôóíêö³þ 
 
( )( ) ( ), ,1
( , )
( )( ) ( ), ,
x x g x x x
K x x
x x g x x x



                  
  (5.76) 
òà ïðèïóñòèìî, ùî   ³   — ñóñ³äí³ íóë³ ôóíêö³¿ ( )u x  ³ ùî ( ) 0u x   ïðè 
.x    Íåõàé òàêîæ 0x x  — òàêà òî÷êà, ùî 0( ) max ( )u x u x  ïðè 
( , ).x    Ïîêëàâøè â ð³âíÿíí³ (5.74) 0,x x  ä³ñòàíåìî 
 0 0 0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),u x K x x u x dx K x x dx u x
 

 
         
çâ³äêè 
240
 
0
0
0 0
0
1
1 ( , ) ( )( ) ( )
1
( )( ) ( ) .
x
x
K x x dx x x g x dx
x x g x dx

 
 


         
    
 

  
(5.77) 
Îñê³ëüêè 0x x     ïðè 0x x   ³ 0x x     ïðè 0,x x   ³ç ñï³â-
â³äíîøåííÿ (5.77) äàë³ çíàõîäèìî: 
 
0
0
1
1 ( )( ) ( )
1
( )( ) ( )
1
( )( ) ( ) .
x
x
x x g x dx
x x g x dx
x x g x dx







       
      
     



  
(5.78) 
Çàì³íèâøè ôóíêö³þ ( )( )x x     â îñòàííüîìó ³íòåãðàë³ ôîðìó-
ëè (5.78) ¿¿ ìàêñèìàëüíèì çíà÷åííÿì 2( ) 4  íà ïðîì³æêó ( , ),   
îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü 
 1 ( ) ,
4
g x dx



      
ÿêà ùå á³ëüøå ïîñèëèòüñÿ òà ïåðåéäå â íåð³âí³ñòü (5.73), ÿêùî â í³é 
çàì³íèòè   íà a  ³   íà .b  
Çàâäàííÿ 5.4.1. Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî ð³âíÿííÿ (5.72) ³ (5.74) åêâ³âà-
ëåíòí³. Äëÿ öüîãî: 
à) ïåðåâ³ðòå, ùî ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
 ( ) ( ),u x f x    ,x     (5.79) 
 ( ) 0,u    ( ) 0,u     (5.80) 
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
  ( ) ( , ) ( ) ,u x G x x f x dx


      (5.81) 
äå ( , )G x x  — íåïåðåðâíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
 
2
2
( , )
( ),
G x x
x x
x
     , ,x x      (5.82) 
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 ( , ) 0,G x   ( , ) 0,G x    (5.83) 
( )x x   — äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà. Ôóíêö³ÿ ( , )G x x  íàçèâàºòüñÿ 
ôóíêö³ºþ Ãð³íà çàäà÷³ (5.79), (5.80); 
á) äîâåä³òü, ùî â òî÷ö³ x x  ðàçîì ç óìîâîþ íåïåðåðâíîñò³ 
 ( 0, ) ( 0, )G x x G x x        (5.84) 
ôóíêö³ÿ ( , )G x x  çàäîâîëüíÿº óìîâó 
 
0 0
( , ) ( , )
1;
x x x x
G x x G x x
x x    
       (5.85) 
â) ïîêàæ³òü, ùî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (5.82), (5.83) ìàº âèãëÿä 
 
( )( ), ,1
( , )
( )( ), ;
x x x x
G x x
x x x x
                   (5.86) 
ã) ïåðåéä³òü â³ä ð³âíÿííÿ (5.72) äî ð³âíÿííÿ (5.74) òà äîâåä³òü ôîð-
ìóëó (5.75). 
Âêàç³âêè: à) çíàéä³òü äðóãó ïîõ³äíó â³ä îáîõ ÷àñòèí ð³âíîñò³ (5.81) 
òà ñêîðèñòàéòåñÿ îçíà÷åííÿì ôóíêö³¿ ( , );G x x  á) ç³íòåãðóéòå îáèäâ³ 
÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (5.82) çà çì³ííîþ x  ó ìåæàõ â³ä x    äî ,x    
äå 0   — ìàëå äîäàòíå ÷èñëî, ïîò³ì ïåðåéä³òü äî ãðàíèö³ 0;  
â) çíàéä³òü ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (5.82), (5.83) äëÿ ïðîì³æê³â [ , )x x   ³ 
( , ],x x   ïîò³ì çøèéòå ¿õ çà äîïîìîãîþ óìîâ (5.84) ³ (5.85); ã) ïåðå-
ïèø³òü ð³âíÿííÿ (5.72) ó âèãëÿä³ ( ) ( ) ( ),u x g x u x    ñêîðèñòàéòåñÿ ðå-
çóëüòàòàìè (5.81), (5.86) òà ñèìåòðè÷í³ñòþ ôóíêö³¿ ( , )G x x  â³äíîñíî 
ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíò³â: ( , ) ( , ).G x x G x x   Äèâ. òàêîæ ï³äðîçä³ë 4.9. 
Ç òåîðåìè Ëÿïóíîâà, çîêðåìà, âèïëèâàº, ùî ôóíêö³ÿ ( , )X x   ìîæå 
ìàòè äâà íóë³ íà â³äð³çêó [ , ] (0, ),a b l  ÿêùî éîãî äîâæèíà b a  òàêà, 
ùî 
 
 
0
4 4
.
( ) ( ) ( )
l b
a
b a
x dx x q x dx
  
    
  (5.87) 
Ïðè áóäü-ÿêîìó ñê³í÷åííîìó (õî÷ ³ ÿê çàâãîäíî âåëèêîìó)   öÿ äîâ-
æèíà îáìåæåíà çíèçó. Îòæå, ðîçùåïëåííÿ íóë³â ôóíêö³¿ ( , )X x   ³ç 
çðîñòàííÿì   íåìîæëèâå. 
Äëÿ ïîäàëüøîãî âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêö³¿ ( )n   ââåäåìî 
ôóíêö³þ 
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( , )
( , ) arctg
( , )
X x
x
X x
    

 .  (5.88) 
Îñê³ëüêè ( , )X x   ³ ( , )X x   íå ìîæóòü äîð³âíþâàòè íóëþ îäíî÷àñíî, 
òî ô³êñóþ÷è çíà÷åííÿ 
 
1
1
(0, ) arctg
h
     (5.89) 
ó ïðîì³æêó [0, 2],  ìîæåìî îäíîçíà÷íî âèçíà÷èòè ( , )x   ÿê ä³éñíó 
íåïåðåðâíó ôóíêö³þ çì³ííî¿ ,x  ùî çàäîâîëüíÿº íà â³äð³çêó [0, ]l  äè-
ôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
   
 
2 2
2
2
2 2
1 ( , )
( , ) 1 ( , )
( , )( , )
1
( , )
1
1 tg ( , ) ( ) ( )
1 tg ( , )
cos ( , ) ( ) ( ) sin ( , )
X x
x X x
X xX x
X x
x x q x
x
x x q x x
                
        
       
 

  (5.90) 
òà óìîâó (5.89). 
Ëåìà 5.4.1. Íåõàé ðîçâ’ÿçîê ( , )X x   ìàº òî÷íî 1n   íóë³â ,jx  
1 20 ... ,nx x x l      â ³íòåðâàë³ (0, ).l  Òîä³ ( , )jx j     òà ( , ) ,x j   
ÿêùî ,jx x l   1,..., .j n  
Äîâåäåííÿ. Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (5.88), ó òî÷êàõ, äå ( , ) 0,X x    çíà-
÷åííÿ ( , )x   º ö³ëèìè êðàòíèìè .  Êð³ì òîãî, ç ð³âíÿííÿ (5.90) 
âèä íî, ùî â öèõ òî÷êàõ ( , ) 1.x    Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî â îêîëàõ 
íóë³â ðîçâ’ÿçêó ( , ),X x   òîáòî â îêîëàõ òî÷îê ,jx  0 ,jx l   ôóíêö³ÿ 
( , )x   çðîñòàº, ïðè öüîìó ( , ) .jx j     Ñïðàâä³, íàáóâøè çíà÷åííÿ 
( , )jx j     â òî÷ö³ ,jx  0 ,jx l   òà çð³ñøè áåçïîñåðåäíüî ï³ñëÿ öüî-
ãî, ôóíêö³ÿ ( , )x   äàë³, ìîæëèâî, íàâ³òü ñïàäàº, àëå â æîäí³é òî÷ö³ 
*,jx  
* ,j jx x l   óæå íå ïîâåðòàºòüñÿ äî çíà÷åííÿ ,j  áî ³íàêøå âèõî-
äèëî áè, ùî *( , ) 0,jx    à öå ñóïåðå÷èòü ð³âíÿííþ (5.90). ßê íàñë³-
äîê, ( , )x j     ïðè .jx x l   
Íàñë³äîê 5.4.2. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 5.4.1, òî 
 
1
( ) ( 0, ) ,n l
          (5.91) 
äå    — ö³ëà ÷àñòèíà ÷èñëà .  
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Äîâåäåííÿ. Ïðè âèêîíàíí³ óìîâ ëåìè 5.4.1 ôóíêö³ÿ ( , )X x   âæå íå 
ìàº íóë³â â ³íòåðâàë³ ( , ),nx l  à òîìó ôóíêö³ÿ ( , ),x   ùî º íåïåðåðâ-
íîþ çà çì³ííîþ x  íà â³äð³çêó [0, ],l  çàäîâîëüíÿº íà ( , )nx l  íåð³âí³ñòü 
( , ).n x     Ïðè nx x  öÿ ôóíêö³ÿ ìîæå äîñÿãàòè çíà÷åííÿ ( 1)n   
ëèøå â òî÷ö³ .x l  Áåðó÷è äî óâàãè ö³ âëàñòèâîñò³ ( , ),x   îòðèìóºìî 
ð³âí³ñòü (5.91). 
Ç äîâåäåíèõ òåîðåì ³ íàñë³äêó 5.4.2 âèïëèâàº, ùî ³ñíóº çðîñòàþ-
÷à ïîñë³äîâí³ñòü ÷èñåë 1 20 ... ...,n         òàêà, ùî ( , ) 0nX l    ³ 
( , )nX x   ìàº òî÷íî 1n  íóë³â â ³íòåðâàë³ (0, ).l  ßêùî â êðàéîâ³é óìîâ³ 
(5.71) 2 ,h   òîáòî âîíà ìàº âèãëÿä ( ) 0,X l   òî ÷èñëà 1 2, ,..., ,...n    
º ïîñë³äîâíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ÊÇØË. 
Ó âèïàäêó, êîëè 20 ,h    ðîçãëÿíåìî ðîçâ’ÿçêè ( , )X x   ³ ( , )X x   
ïðè ô³êñîâàíèõ çíà÷åííÿõ .    Ïîì³òèìî, ùî 
 
2
2
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , ) ( , ) (
X x
X x X x X x X x
x X x
X x X x X x X x
X x
X x
X x X x X x X x
X x
X x X x X x X
                 
          
            
     
    
   

    
    2
2
2
2
2
2
, ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ) ( , ) 0.
( , )
x X x X x
X x
X x X x X x
X x X x X x X x
x X x
X x
                
                
   
   

 
Îòæå, ôóíêö³ÿ 
 
2
( , )
( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , )
X x
Q x X x X x X x X x
X x
X x X x
X x
X x X x
               
         
    
   
 
ìîíîòîííî çðîñòàº çà çì³ííîþ .x  
Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçâ’ÿçêè ( , )X x   ³ ( , )X x   ìàþòü îäíàêîâó ê³ëü-
ê³ñòü   íóë³â â ³íòåðâàë³ (0, ).l  Íàéáëèæ÷èé äî l  íóëü x  ôóíêö³¿ 
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( , )X x   íå º íóëåì ôóíêö³¿ ( , ),X x   îñê³ëüêè ì³æ òî÷êàìè 0 ³ x  çíà-
õîäÿòüñÿ ïðèíàéìí³   íóë³â ôóíêö³¿ ( , ).X x   Çâ³äñè, áåðó÷è äî óâàãè 
ìîíîòîíí³ñòü ôóíêö³¿ ( , , ),Q x    ìàºìî 
 2 2
( , ) ( , )( , ) ( , )
( , ) ( , ) 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , )
X x X xX l X l
X l X x
X l X l X x X x
 

 
                         
        
³ òîìó 
 
( , ) ( , )
( , ) ( , )
X l X l
X l X l
     
 
  . 
Ç ö³º¿ íåð³âíîñò³ âèïëèâàº, ùî â³äíîøåííÿ ( , ) ( , )X l X l     ÿê ôóíêö³ÿ 
ïàðàìåòðà   ìîíîòîííî ñïàäàº â êîæíîìó ³íòåðâàë³ 1( , ),s s    äå s  
³ 1s  — ïîñë³äîâí³ íóë³ ôóíêö³¿ ( , ).X l   Çíà÷åííÿ öüîãî â³äíîøåí-
íÿ ïðîá³ãàþòü óñþ â³ñü ( , ),   ñïàäàþ÷è â³ä   äî ,  îñê³ëüêè 
( , )X l   äîð³âíþº íóëþ íà îáîõ ê³íöÿõ ³íòåðâàëó 1( , )s s    ³ ïðè öüîìó 
( , ) 0.X l    Îòæå, â ³íòåðâàë³ 1( , )s s    ³ñíóº, ³ ïðè öüîìó ºäèíå, ÷èñëî 
1,s  òàêå, ùî 
 1 2
1
( , )
.
( , )
s
s
X l
h
X l


   

  
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çðîñòàþ÷î¿ ïîñë³äîâíîñò³ 1 20 ... ...n         
âëàñíèõ çíà÷åíü ÊÇØË (5.69)–(5.71) êîæíà âëàñíà ôóíêö³ÿ ( , ),mX x   
ùî â³äïîâ³äàº âëàñíîìó çíà÷åííþ ,m  ìàº òî÷íî 1m   íóë³â â ³íòåðâàë³ 
(0, ).l  
ÊÎÍÒÐÎËÜÍ² ÏÈÒÀÍÍß ÄÎ ÐÎÇÄ²ËÓ 5 
1. ßêîìó ³íòåãðàëüíîìó ð³âíÿííþ åêâ³âàëåíòíå ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³-
óâ³ëëÿ íà â³äð³çêó [0, ]l  ç ïàðàìåòðîì   ³ êðàéîâîþ óìîâîþ (0; ) ,a    
(0; ) b?    ßêèé çàãàëüíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó ïîä³áíèõ 
ð³âíÿíü? 
2. ßêîìó êëàñó àíàë³òè÷íèõ ôóíêö³é çì³ííî¿   íàëåæàòü ºäèíèé 
ðîçâ’ÿçîê ( ; )x   ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ ç ïàðàìåòðîì   òà 
éîãî ïîõ³äíà ( ; )x   çà x  äëÿ êîæíîãî [0, ]x l  çà óìîâè, ùî a  òà 
b  ó êðàéîâèõ óìîâàõ (0; ) ,a    (0; ) b    íå çàëåæàòü â³ä ?  ßê³ 
îö³íêè ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ ( ; )x   òà ( ; ) ,x   êîëè 
| | ?   
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3. ßêèé âèñíîâîê â³äíîñíî çðîñòàííÿ ïîñë³äîâíîñò³ âëàñíèõ çíà÷åíü 
1 2 ... ...n        êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ ìîæíà 
çðîáèòè, ñïèðàþ÷èñü íà àíàë³òè÷í³ âëàñòèâîñò³ âêàçàíîãî âèùå 
ðîçâ’ÿçêó ( ; )x   òà éîãî ïîõ³äíî¿? 
4. ßêèé åêñòðåìàëüíèé çì³ñò ìàþòü íàéìåíøå âëàñíå çíà÷åííÿ êðàéî-
âî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ ³ â³äïîâ³äíà âëàñíà ôóíêö³ÿ? 
5. ßêèé åêñòðåìàëüíèé çì³ñò ìàþòü äðóãå òà íàñòóïí³ çà âåëè÷èíîþ 
âëàñí³ çíà÷åííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ? 
6. ßê³ íàñë³äêè âèïëèâàþòü ç òåîðåìè ïðî ì³í³ìàêñ ùîäî ðóõó âëàñ-
íèõ ÷àñòîò êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ïðè çì³íàõ ¿¿ æîðñòêîñò³ òà ìàñ? 
ßê çðîñòàþòü ïîñë³äîâí³ âëàñí³ ÷àñòîòè n  íåîäíîð³äíî¿ ñòðóíè ³ç 
çðîñòàííÿì íîìåðà n?  
7. ßê äîâåñòè ïîâíîòó ñèñòåìè âëàñíèõ ôóíêö³é êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóð-
ìà — Ë³óâ³ëëÿ, ñïèðàþ÷èñü ëèøå íà åêñòðåìàëüí³ âëàñòèâîñò³ ïîñë³-
äîâíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü òà íåîáìåæåíå çðîñòàííÿ ¿õ ïîñë³äîâíîñò³? 
8. ×îìó âëàñíà ôóíêö³ÿ, ÿêà â³äïîâ³äàº íàéìåíøîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ 
êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ, íå ìîæå ìàòè âóçë³â ó âíóòð³ø-
í³õ òî÷êàõ â³äð³çêà [0, ]l ?  
9. ßê çì³íþºòüñÿ ê³ëüê³ñòü íóë³â ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ 
( ; )x   íà â³äð³çêó [0, ]l  ïðè çá³ëüøåíí³ ä³éñíîãî ïàðàìåòðà ?  ×è ìî-
æóòü îêðåì³ íóë³ ðîçùåïëþâàòèñÿ ïðè íåïåðåðâíèõ çì³íàõ ?  
10. Ñê³ëüêè íóë³â â ³íòåðâàë³ (0, )l  ìàº âëàñíà ôóíêö³ÿ, ùî â³äïîâ³äàº 
n-ìó çà âåëè÷èíîþ âëàñíîìó çíà÷åííþ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³-
óâ³ëëÿ? 
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Ðîçä³ë 6 
ÇÀÄÀ×² ÒÅÏËÎÏÐÎÂ²ÄÍÎÑÒ² ÒÀ ÄÈÔÓÇ²¯ 
6.1. Ð²ÂÍßÍÍß ÒÅÏËÎÏÐÎÂ²ÄÍÎÑÒ² ÍÀ ÏÐßÌ²É. 
ÌÅÒÎÄ ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß ÔÓÐ’ª 
Àíàë³ç çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (äèôóç³¿) ïðîâåäåìî äëÿ ïðîñòî-
ðîâî îäíîð³äíèõ ñèñòåì. Ïî÷íåìî ç âèïàäêó, êîëè ïîøèðåííÿ òåïëà 
(÷àñòèíîê äîì³øêè) â ñèñòåì³ â³äáóâàºòüñÿ âçäîâæ íåîáìåæåíî¿ ïðÿ-
ìî¿ .x     Â³äïîâ³äíà çàäà÷à Êîø³ äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ 
(äèôóç³¿) ñêëàäàºòüñÿ ç ð³âíÿííÿ 
 
2
2
2
( , ),
u u
a f x t
t x
     ,x     0,t    (6.1) 
³ ïî÷àòêîâî¿ óìîâè 
 0( ,0) ( ).u x u x   (6.2) 
Ïîáóäóºìî ¿¿ ðîçâ’ÿçîê òà ç’ÿñóºìî, ÿê³ âëàñòèâîñò³ ïîâèííà ìàòè ïî-
÷àòêîâà ôóíêö³ÿ 0( ),u x  ùîá â³í áóâ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèì çà 
÷àñîì ³ äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèì çà êîîðäèíàòîþ1. 
Ùîá ðîçâ’ÿçàòè ïîñòàâëåíó çàäà÷ó, ïåðåéäåìî äî äâîõ á³ëüø ïðî-
ñòèõ çàäà÷: äëÿ îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ³ç çàäàíîþ 
ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ òà íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç 
íóëüîâîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ. Âîíè ìàþòü âèãëÿä â³äïîâ³äíî 
1 Ð³âíÿííÿ (6.1) âèïëèâàº ³ç çàãàëüíîãî ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ ïðîñòîðîâî 
íåîäíîð³äíèõ ñèñòåì, ó ÿêèõ ä³þòü òåïëîâ³ äæåðåëà (ñòîêè). Îñòàííº ìîæíà âèâåñòè íà 
îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ òåïëîâîãî áàëàíñó, çàïèñàíîãî äëÿ äîâ³ëüíî¿ îáëàñò³ ñèñòåìè. 
Äîêëàäí³ âèêëàäêè, îáãîâîðåííÿ ô³çè÷íèõ óìîâ, çà ÿêèõ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ 
ñïðàâäæóºòüñÿ, òà â³äïîâ³äíèõ ìàòåìàòè÷íèõ âèìîã äî ôóíêö³é, ùî äî íüîãî âõîäÿòü, 
à òàêîæ äîâåäåííÿ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó ë³í³éíî¿ çàäà÷³ Êîø³ äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³ â íåîáìåæåíîìó ïðîñòîð³ (îêðåìèì âèïàäêîì ÿêî¿ º çàäà÷à (6.1), (6.2)) ìîæíà 
çíàéòè â §§ 1.1, 1.2 ïîñ³áíèêà àâòîð³â: Âñòóï äî ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Introduction to 
Mathematical Physics. — Îäåñà: Àñòðîïðèíò, 2003. — 320 ñ. Ïèòàííÿì îá´ðóíòóâàííÿ 
ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ äëÿ ïðîñòîðîâî íåîäíîð³äíèõ ñèñòåì ïðèñâÿ÷åíî §§ 2.1–2.3 öüîãî æ 
ïîñ³áíèêà. Òàêîæ íàãàäàºìî, ùî äëÿ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ïàðàìåòð 2 ( )a c    ³ íà-
çèâàºòüñÿ êîåô³ö³ºíòîì òåìïåðàòóðîïðîâ³äíîñò³ (, c òà  — â³äïîâ³äíî êîåô³ö³ºíò òå-
ïëîïðîâ³äíîñò³, ïèòîìà òåïëîºìí³ñòü òà ãóñòèíà ðå÷îâèíè ò³ëà). Ó çàäà÷àõ ïðî äèôóç³þ 
÷àñòèíîê ó ñåðåäîâèù³ a2 ìàº çì³ñò ¿õ êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿ D.
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2
2
2
,
v v
a
t x
    ,x     0,t    (6.3) 
 0( ,0) ( )v x u x   (6.4) 
òà 
 
2
2
2
( , ),
w w
a f x t
t x
     ,x     0,t    (6.5) 
 ( ,0) 0.w x    (6.6) 
ßêùî ðîçâ’ÿçêè ( , )v x t  ³ ( , )w x t  öèõ çàäà÷ â³äîì³, òî, î÷åâèäíî, 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (6.1), (6.2) äîð³âíþº ¿õ ñóì³ (ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿)1: 
 ( , ) ( , ) ( , ).u x t v x t w x t    (6.7) 
Îòæå, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷ (6.3), (6.4) òà 
(6.5), (6.6). 
Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (6.3), (6.4) ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ôóíê-
ö³ÿ 0( )u x  — ³íòåãðîâíà, òà ñêîðèñòàºìîñÿ ³íòåãðàëüíèì ïåðåòâîðåí-
íÿì Ôóð’º. Íàãàäàºìî2, ùî ïåðåòâîðåííÿì Ôóð’º àáî Ôóð’º-îáðàçîì 
äîâ³ëüíî¿ ³íòåãðîâíî¿ ôóíêö³¿ ( ),g x  âèçíà÷åíî¿ íà âñ³é îñ³ ,x     
íàçèâàºòüñÿ ôóíêö³ÿ ( ),g k  ÿêà âèçíà÷åíà íà âñ³é îñ³ k     ³ çà-
äàºòüñÿ ³íòåãðàëîì 
  1( ) ( ) ,
2
ikxg k e g x dx



     (6.8) 
äå i  — óÿâíà îäèíèöÿ. Ç öüîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâàº, ùî Ôóð’º-îáðàç 
³íòåãðîâíî¿ ôóíêö³¿ — öå ôóíêö³ÿ, ÿêà íåïåðåðâíà òà ð³âíîì³ðíî 
îáìåæåíà íà âñ³é îñ³. Òàêîæ ìîæíà äîâåñòè, ùî ÿêùî Ôóð’º-îáðàç 
( )g k  — ³íòåãðîâíà ôóíêö³ÿ, òî ôóíêö³ÿ ( )g x  — íåïåðåðâíà ³ â³äíîâ-
ëþºòüñÿ ç ( )g k  çà ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ 
1 Òàêèé ï³äõ³ä, ÿêèé íàçèâàºòüñÿ ðåäóêö³ºþ âèõ³äíî¿ çàäà÷³, óìîæëèâëþºòüñÿ ë³í³é-
í³ñòþ çàäà÷³ ³ âæå íåîäíîðàçîâî âèêîðèñòîâóâàâñÿ ïðè ðîçãëÿä³ ìàëèõ êîëèâàíü ñòðóíè 
òà ³íøèõ ñèñòåì, äå â³í ìàâ ïðîñòó ô³çè÷íó ³íòåðïðåòàö³þ: äîâ³ëüíå ìàëå êîëèâàííÿ 
ñèñòåìè º ñóïåðïîçèö³ºþ ¿¿ â³ëüíèõ êîëèâàíü, ñïðè÷èíåíèõ íåíóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè 
óìîâàìè, òà âèìóøåíèõ êîëèâàíü, âèêëèêàíèõ çîâí³øíüîþ ñèëîþ. Ó âèïàäêó çàäà÷ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ (äèôóç³¿) ³íòåðïðåòàö³ÿ äóæå ñõîæà: ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè (äîì³øîê) 
ó ñèñòåì³ â äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó º ñóïåðïîçèö³ºþ äâîõ ðîçïîä³ë³â: ñïðè÷èíåíîãî ïî-
÷àòêîâèì ðîçïîä³ëîì òåìïåðàòóðè (äîì³øîê) òà ãåíåðîâàíîãî äæåðåëàìè, ùî ä³þòü ó 
ñèñòåì³. 
2 Äèâ., íàïðèêëàä: Àäàìÿí Â. Ì., Ñóøêî Ì. ß. Âñòóï äî ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. 
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 1( ) ( ) .
2
ikxg x e g k dk


     (6.9) 
Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàë³çó ñóòòºâó ðîëü â³ä³ãðàº òîé ôàêò, ùî ïðè 
çàñòîñóâàíí³ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º îïåðàö³ÿ äèôåðåíö³þâàííÿ ôóíê-
ö³¿ çâîäèòüñÿ äî îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ Ôóð’º-îáðàçó ö³º¿ ôóíêö³¿ íà 
ìíîæíèê .ik  Ñïðàâä³, íåõàé ôóíêö³ÿ ( )g x  ìàº íåïåðåðâíó òà ³íòå-
ãðîâíó ïåðøó ïîõ³äíó ( ).g x  ²íòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè òà âðàõîâóþ÷è, 
ùî ôóíêö³ÿ ( )g x  ³ç ïåðåë³÷åíèìè âëàñòèâîñòÿìè ñïàäàº äî íóëÿ ïðè 
,x   ç îçíà÷åííÿ (6.8), çàïèñàíîãî äëÿ Ôóð’º-îáðàçó ïîõ³äíî¿ 
( ),g x  ä³ ñòàºìî: 
  1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
2 2 2
ikx ikx ikxikg k e g x dx e g x e g x dx ik g k
 
  
 
         
Àíàëîã³÷íèì ÷èíîì ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî ÿêùî ôóíêö³ÿ ( )g x  äîäàòêî-
âî ìàº íåïåðåðâíó òà ³íòåãðîâíó äðóãó ïîõ³äíó, òî Ôóð’º-îáðàç îñòàí-
íüî¿ 
   2 2( ) ( ) ( ) ( ).g k ik g k k g k      (6.10) 
Çàñòîñóºìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà çì³ííîþ x  äî îáîõ ÷àñòèí äè-
ôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (6.3) òà ïî÷àòêîâî¿ óìîâè (6.4), óâàæàþ÷è, 
ùî øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê º ³íòåãðîâíîþ ôóíêö³ºþ, ÿêà ìàº ³íòåãðîâí³ 
ïåðø³ ïîõ³äí³ òà ³íòåãðîâíó äðóãó ïîõ³äíó çà çì³ííîþ .x  Îñê³ëüêè 
çì³íí³ x  òà t  íåçàëåæí³, à òàêîæ ñïðàâäæóºòüñÿ ôîðìóëà (6.10), äëÿ 
Ôóð’º-îáðàçó 
 
1
( , ) ( , )
2
ikxv k t e v x t dx



    
ôóíêö³¿ ( , )v x t  çà çì³ííîþ x  ìàºìî òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: 
 
 1 ( , ) 1 ( , )
( , ) ( , ) ,
2 2
ikx ikxv v x t v k tk t e dx e v x t dx
t t t t
 
 
 
          

 
 
2 2
2
2 2
1 ( , )
( , ) ( , ),
2
ikxv v x tk t e dx k v k t
x x



        
  00
1 1
( ,0) ( ,0) ( ) ( ).
2 2
ikx ikxv k e v x dx e u x dx u k
 
 
 
       (6.11) 
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Ç ïåðøèõ äâîõ ôîðìóë áà÷èìî, ùî ð³âíÿííÿ (6.3) ïåðåõîäèòü ó äèôå-
ðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó çà çì³ííîþ t  â³äíîñíî ôóíêö³¿ 
( , ) :v k t  
 2 2
( , )
( , ).
v k t
a k v k t
t
  
   
Éîãî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê äàºòüñÿ âèðàçîì 
 
2 2
( , ) ( ) .a k tv k t C k e  
Òðåòÿ ôîðìóëà ìàº çì³ñò ïî÷àòêîâî¿ óìîâè äëÿ ôóíêö³¿ ( , ) :v k t  
  0( ,0) ( ).v k u k  
Ç íå¿ çíàõîäèìî ñòàëó ³íòåãðóâàííÿ ( ) :C k  
  0( ) ( ).C k u k  
Îòæå, 
  2 20( , ) ( ) .a k tv k t u k e  
Çàñòîñóâàâøè äî ö³º¿ ôóíêö³¿ îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º, ä³ñòàºìî 
øóêàíó ôóíêö³þ ( , )v x t  ó âèãëÿä³ 
  2 201( , ) ( ) .
2
ikx a k tv x t e u k e dk



     (6.12) 
Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíêö³ÿ (6.12) ³ñíóº äëÿ âñ³õ çíà÷åíü 
( ,x   ) ³ [ , ),t    äå 0   — äîâ³ëüíå ÷èñëî, à òàêîæ äèôåðåíö³-
éîâíà çà x  ³ t  íà öèõ ³íòåðâàëàõ äîâ³ëüíó ê³ëüê³ñòü ðàç³â. Äëÿ öüîãî 
äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ âêàçàíèõ çíà÷åíü x  ³ t  ³íòåãðàë (6.12) º 
çá³æíèì, à ³íòåãðàëè, îòðèìóâàí³ ç íüîãî äèôåðåíö³þâàííÿì çà x  ³ t  
ï³ä çíàêîì ³íòåãðàëà, — ð³âíîì³ðíî çá³æíèìè. Çàäà÷à ðîçâ’ÿçóºòüñÿ 
ïðîñòî, ÿêùî çãàäàòè, ùî äîñòàòíüîþ óìîâîþ ð³âíîì³ðíî¿ çá³æíîñò³ 
³íòåãðàëà º ³ñíóâàííÿ äîäàòíî¿ ôóíêö³¿, íåçàëåæíî¿ â³ä x  ³ ,t  ÿêà ìà-
æîðóº ï³ä³íòåãðàëüíèé âèðàç, é ³íòåãðàë â³ä ÿêî¿ çá³ãàºòüñÿ. 
Ó ñèëó ð³âíîì³ðíî¿ îáìåæåíîñò³ Ôóð’º-îáðàçó ³íòåãðîâíî¿ ôóíêö³¿ 
äëÿ äîâ³ëüíîãî k  ìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ  0| ( ) | ,u k M  äå M  — äîäàò-
íà ñòàëà. Áåðó÷è òàêîæ äî óâàãè, ùî | | 1,ikxe   áà÷èìî, ùî äëÿ äîâ³ëü-
íèõ çíà÷åíü x  ³ t  ³ç óêàçàíèõ ³íòåðâàë³â ³íòåãðàë (6.12) ìàæîðóºòüñÿ 
çá³æíèì ³íòåãðàëîì: 
  2 2 2 201( , ) ( ) .
2 2 2
ikx a k t a kM Mv x t e u k e dk e dk
a
 
  
 
       
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Àíàëîã³÷íî äëÿ äîâ³ëüíèõ íàòóðàëüíèõ , 1n m   ìàºìî: 
 
 
 
2 2 2
2 2
2 2
2 1
0 0
2 1
1
( , )
2 2
2 2
2 1
,
22
n m m m
n m a k n m x
n m n m
n m
n
v x t Ma Ma
k e dk x e dx
x t a
M n m
a
 
    
 
 
       
      
 
 
äå ( )z  — ãàììà-ôóíêö³ÿ Åéëåðà, 1
0
( ) ,z tz t e dt

     Re 0.z   
Çàëèøàºòüñÿ ðîçãëÿíóòè ïî÷àòêîâó óìîâó (6.4). Âîíà áóäå ñïðàâ-
äæóâàòèñÿ, ÿêùî ³ñíóº ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà (6.12) ïðè 0t   
( 0).   Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äîäàòêîâî ïðèïóñòèòè, ùî Ôóð’º-îáðàç 

0( )u k  — ³íòåãðîâíà ôóíêö³ÿ. 
Îòæå, ÿêùî ïî÷àòêîâà ôóíêö³ÿ 0( )u x  º ³íòåãðîâíîþ òà ìàº ³íòå-
ãðîâíèé Ôóð’º-îáðàç, òî ôîðìóëà (6.12) äàº íåïåðåðâíî äèôåðåíö³-
éîâíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (6.3), (6.4), ÿêèé ïðè 0t   íåïåðåðâíî ïðè-
ìèêàº äî ïî÷àòêîâî¿ ôóíêö³¿ â óñ³õ òî÷êàõ íåïåðåðâíîñò³ îñòàííüî¿. 
Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ôîðìóëó (6.12), ðàçîì ³ç ôîðìóëîþ (6.11), 
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê «íåïåðåðâíèé» àíàëîã ðîçêëàäó çà âëàñíèìè 
ôóíêö³ÿìè, ùî áóâ ðàí³øå çàñòîñîâàíèé òà îá´ðóíòîâàíèé ïðè ïîáó-
äîâ³ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ Êîø³ äëÿ êîëèâàíü îäíîð³äíèõ ñòðóí ³ ñòåðæí³â 
ñê³í÷åííî¿ äîâæèíè. Îäíàê òåïåð ó ðîë³ âëàñíèõ ôóíêö³é, çà ÿêèìè 
âåäåòüñÿ ðîçêëàä, âèñòóïàþòü ôóíêö³¿ 
 
1
( ) ,
2
ikx
kX x e   .k      (6.13) 
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî íåçàëåæí³ ôóíêö³¿ (6.13) çàäîâîëüíÿþòü äè-
ôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
 ( ) ( ),k kX x X x    2,k    (6.14) 
òà ³íòåãðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 
( ) ( ) lim ( ) ( )
sin( )
lim ( ),
( )
N
k k k kN
N
N
X x X x dx X x X x dx
k k N
k k
k k

  

 
     
 
  (6.15) 
òîáòî º ïîïàðíî îðòîãîíàëüíèìè â òîìó ðîçóì³íí³, ùî 
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 ( ) ( ) 0k kX x X x dx



  ïðè ,k k   
àëå íå º ³íòåãðîâíèìè ç êâàäðàòîì íà âñ³é îñ³: 
 
2
( )kX x dx


   ïðè .k k   
Ìíîæíèê 1 2  ó ôîðìóë³ (6.13) âèáèðàºòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá 
ïðàâà ÷àñòèíà ñï³ââ³äíîøåííÿ (6.15) äîð³âíþâàëà -ôóíêö³¿. Öå ñï³â-
â³äíîøåííÿ íàçèâàºòüñÿ óìîâîþ íîðìóâàííÿ íà -ôóíêö³þ. 
6.2. ÂËÀÑÍ² ÇÍÀ×ÅÍÍß ² ÑÏÅÊÒÐ ÄÈÔÅÐÅÍÖ²ÀËÜÍÈÕ 
ÎÏÅÐÀÒÎÐ²Â ÍÀ ÎÑ² 
Ùîá çðîçóì³òè îñîáëèâ³ñòü ñèòóàö³¿, ÿêà âèíèêàº ïðè ñïðîá³ ïî-
øèðèòè íà âèïàäîê çàäà÷³ Êîø³ (6.3), (6.4) äëÿ íåîáìåæåíî¿ ïðÿìî¿ 
ïîíÿòòÿ ïðî âëàñí³ çíà÷åííÿ, âëàñí³ ôóíêö³¿ òà îðòîãîíàëüí³ ðîçêëà-
äè çà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè, ùî áóëè ââåäåí³ ïðè ðîçãëÿä³ êðàéîâèõ 
çàäà÷ äëÿ îáìåæåíèõ ñèñòåì, çãàäàºìî, ÿê ö³ ïîíÿòòÿ ââîäÿòüñÿ â ë³-
í³éí³é àëãåáð³. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü 
 
11 1 12 2 1 1
21 1 22 2 2 2
1 1 2 2
( ) ... ,
( ) ... ,
. . .
... ( )
N N
N N
N N NN N N
a x a x a x y
a x a x a x y
a x a x a x y
    
    
    
  (6.16) 
ç ïàðàìåòðîì .  Çà äîïîìîãîþ ìàòðèö³  
, 1
N
jk j k
A a   òà âåêòîð³â  
1
,
N
k k
X x     1Nj jY y   öþ ñèñòåìó ìîæåìî òàêîæ çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 
 .AX X Y    (6.17) 
ßê â³äîìî ç ë³í³éíî¿ àëãåáðè, ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ñèñòåìè (6.16) ³ç çà-
äàíèì   ìàºìî àëüòåðíàòèâó: àáî ñèñòåìà ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ïðè 
äîâ³ëüíèõ ÷èñëàõ 1,y  2,y  …, ,Ny  àáî îäíîð³äíà ñèñòåìà (óñ³ ÷èñëà 1,y  
2,y  …, Ny  äîð³âíþþòü íóëþ) ìàº íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè. Íàãàäàºìî, 
ùî îäíîð³äíà ñèñòåìà 
 0AX X    (6.18) 
ìàº íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè X  ïðè òèõ çíà÷åííÿõ ,  äëÿ ÿêèõ ¿¿ äåòåð-
ì³íàíò äîð³âíþº íóëþ: 
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 0,A I    (6.19) 
äå  
, 1
N
jk j k
I    ( jk  — ñèìâîë Êðîíåêåðà) — îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Ö³ 
çíà÷åííÿ   òà â³äïîâ³äí³ ¿ì ðîçâ’ÿçêè X  íàçèâàþòüñÿ âëàñíèìè çíà-
÷åííÿìè òà âëàñíèìè âåêòîðàìè ìàòðèö³ ,A  à ñóêóïí³ñòü âëàñíèõ 
çíà÷åíü ìàòðèö³ A  — ¿¿ ñïåêòðîì. Îòæå, ìîæåìî êîðîòêî ñêàçàòè: 
àáî ñèñòåìà (6.17) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ïðè äîâ³ëüí³é ïðàâ³é ÷àñòèí³, 
àáî ïàðàìåòð   íàëåæèòü ñïåêòðó ìàòðèö³ .A  
Ïðè ïåðåõîä³ äî äèôåðåíö³àëüíèõ îïåðàòîð³â, âèçíà÷åíèõ íà ïåâ-
íèõ êëàñàõ ôóíêö³é íà ä³éñí³é îñ³, ï³âîñ³ ÷è ñèñòåì³ ³íòåðâàë³â ³ç íå-
ñê³í÷åííîþ çàãàëüíîþ äîâæèíîþ, ïîíÿòòÿ ñïåêòðà êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
àáî, êîðîòêî, îïåðàòîðà ñóòòºâî çáàãà÷óºòüñÿ. Ñïðàâà â òîìó, ùî ïðè 
îêðåñëåíí³ ìíîæèíè ôóíêö³é, äî ÿêèõ ïîâèíí³ íàëåæàòè ðîçâ’ÿçêè 
çàäà÷, ïîâ’ÿçàíèõ ç äèôåðåíö³àëüíèìè îïåðàòîðàìè, âèíèêàº ïîòðå-
áà, ç îãëÿäó íà ô³çè÷íèé çì³ñò öèõ çàäà÷, âèñóíóòè ïåâí³ îáìåæåííÿ 
íà õàðàêòåð äîïóñòèìî¿ ïîâåä³íêè øóêàíèõ ðîçâ’ÿçê³â ïðè ïðÿìóâàíí³ 
¿õ ïðîñòîðîâèõ àðãóìåíò³â äî íåñê³í÷åííîñò³. Ó ïåðåâàæí³é á³ëüøî-
ñò³ ô³çè÷íèõ çàäà÷ ö³ îáìåæåííÿ ïîêðèâàþòüñÿ âèìîãîþ êâàäðàòè÷íî¿ 
³íòåãðîâíîñò³ çà ïðîñòîðîâèìè çì³ííèìè. Çîêðåìà, äëÿ äèôåðåíö³àëü-
íîãî îïåðàòîðà 2 22D x    íà ä³éñí³é îñ³, ÿêèé ìè çàðàç ðîçãëÿäàº-
ìî, êëàñ ôóíêö³é, ÿê³ óòâîðþþòü éîãî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, çâîäèòüñÿ 
äî äâ³÷³ äèôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é ( )y x  íà îñ³, ùî ç òî÷í³ñòþ äî ë³í³é-
íî¿ ôóíêö³¿ â³äíîâëþþòüñÿ çà ñâîºþ äðóãîþ ïîõ³äíîþ, òîáòî 
 0 1
0
( ) ( ) ( ) ,
x
y x C C x x s y s ds      (6.20) 
òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâè1 
 
2
( ) ,y x dx


   2( ) ,y x dx

    2( ) .y x dx

     (6.21) 
Çà àíàëîã³ºþ ç ë³í³éíîþ àëãåáðîþ, ìè ìîæåìî îçíà÷èòè ñïåêòð ë³í³é-
íîãî äèôåðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà H  íà îñ³ ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ (6.20), 
(6.21), çîêðåìà, îïåðàòîðà 2,D  ÿê ìíîæèíó ÷èñåë   êîìïëåêñíî¿ ïëî-
ùèíè, äëÿ ÿêèõ ð³âíÿííÿ 
  ( ) ( ) ( )Hy x y x f x    (6.22) 
1 Ìè îïóñêàºìî ñòðîãå îá´ðóíòóâàííÿ öèõ óìîâ, îñê³ëüêè âîíî âèõîäèòü çà ìåæ³ 
öüîãî êóðñó. Óêàæåìî ëèøå, ùî â êâàíòîâ³é ìåõàí³ö³ äðóãà òà òðåòÿ óìîâè çàáåçïå÷óþòü 
ñê³í÷åíí³ñòü ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ñïîñòåðåæóâàíî¿ åíåðã³¿ òà ñê³í÷åíí³ñòü ¿¿ äèñïåðñ³¿ 
â ñòàí³ ç õâèëüîâîþ ôóíêö³ºþ y(x). Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî äðóãà óìîâà â (6.21) º íàñë³ä-
êîì ïåðøî¿ ³ òðåòüî¿. 
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õî÷à áè ïðè ÿê³éñü îäí³é êâàäðàòè÷íî ³íòåãðîâí³é ôóíêö³¿ ( )f x  àáî íå 
ìàº æîäíîãî ðîçâ’ÿçêó ç îáëàñò³ (6.20), (6.21), àáî, íàâïàêè, ìàº íå ºäè-
íèé òàêèé ðîçâ’ÿçîê. Ó âèïàäêàõ, êîëè ð³âíÿííÿ (6.22) ìàº íå ºäèíèé 
ðîçâ’ÿçîê, òîáòî êîëè îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ 
  ( ) ( ) 0Hy x y x    (6.23) 
ìàº íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (6.20) òà (6.21), 
÷èñëî   íàçèâàºòüñÿ (ÿê ³ äëÿ äèôåðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà â êðàéîâ³é 
çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ) âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà ,H  à ñàì³ ö³ 
ðîçâ’ÿçêè — âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè îïåðàòîðà ,H  ùî â³äïîâ³äàþòü âëàñ-
íîìó çíà÷åííþ .  
Äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ îïåðàòîð³â ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè â íåîáìåæå-
íèõ îáëàñòÿõ ñïåêòð îïåðàòîðà ³ ñóêóïí³ñòü âëàñíèõ çíà÷åíü ìîæóòü íå 
çá³ãàòèñÿ. Á³ëüø òîãî, òàê³ îïåðàòîðè ìîæóòü âçàãàë³ íå ìàòè æîäíîãî 
âëàñíîãî çíà÷åííÿ. Ïðîäåìîíñòðóºìî öå íà ïðèêëàä³ îïåðàòîðà 2.D  
Çàâäàííÿ 6.2.1. Ïîêàæ³òü, ùî äëÿ äîâ³ëüíî¿ ôóíêö³¿ ( )f x  ³ç ïðî-
ñòîðó êâàäðàòè÷íî ³íòåãðîâíèõ ôóíêö³é 2( , )L    òà äîâ³ëüíîãî 
â³ä’ºìíîãî àáî êîìïëåêñíîãî çíà÷åííÿ   ð³âíÿííÿ 
 ( ) ( ) ( )y x y x f x      (6.24) 
ìàº ºäèíèé äâ³÷³ äèôåðåíö³éîâíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé ðàçîì ç³ ñâî¿ìè 
ïåðøîþ òà äðóãîþ ïîõ³äíèìè íàëåæèòü ïðîñòîðó 2 ( , ).L    
Ðîçâ’ÿçàííÿ. ßêùî çíà÷åííÿ   — â³ä’ºìíå àáî êîìïëåêñíå, òî 
ôóíêö³ÿ 
 
   
 
0 ( ) ( ) ( )
2 2
( ) ,
2
x
i x x i x x
x
i x x
i i
y x e f x dx e f x dx
i
e f x dx

     


 

      
  
 

  
(6.25) 
äå áåðåòüñÿ ã³ëêà   ç äîäàòíîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ, çàäîâîëüíÿº ð³â-
íÿííÿ (6.24)1. Çã³äíî ç íåð³âí³ñòþ Êîø³ — Áóíÿêîâñüêîãî, 
1 Âèðàç (6.25) º áåçïîñåðåäí³ì ïðîäîâæåííÿì íà êîìïëåêñí³ çíà÷åííÿ     
ôîðìóë (4.38) ³ (4.39) äëÿ ñïåö³àëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â îäíîâèì³ðíîãî ð³âíÿííÿ Ãåëüì-
ãîëüöà, ùî ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè .x   Âò³ì, éîãî íåâàæêî çíàéòè ç òàêèõ íå-
çàëåæíèõ ì³ðêóâàíü. Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (6.24) ìàº âèãëÿä 
( ) .i x i xy x Ae Be     Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (6.24) ñë³ä øóêà-
òè â òàêîìó æ âèãëÿä³, óâàæàþ÷è ïðè öüîìó êîåô³ö³ºíòè A òà B ôóíêö³ÿìè êîîðäè-
íàò, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ ( ) ( ) 0i x i xA x e B x e      (ìåòîä âàð³àö³¿ ñòà-
ëèõ). Äðóãå ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ öèõ ôóíêö³é ä³ñòàºìî, ï³äñòàâèâøè y(x) ó ð³âíÿííÿ 
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  
 
  
2
2 Im
0 2
21 1
Im Im
2 2
2
1
( ) ( )
4
1
( )
4 Im
x x
x x x x
y x e f x dx
e e f x dx

  

       

  

  


  
 
 
 
  
 
2Im Im
2
2Im
3
1
( )
4 Im
1
( ) ,
2 Im
x x x x
x x
e dx e f x dx
e f x dx
 
      
 

  

   

 

 
  
òîìó 
 
 
 
 2 2Im
0 3
2
4
1
( ) ( )
2 Im
1
( ) .
Im
x xy x dx dx e f x dx
f x dx
  
  
  


  

   

  
  
Àíàëîã³÷íèì ÷èíîì äîâîäèìî êâàäðàòè÷íó ³íòåãðîâí³ñòü ïîõ³ä-
íèõ 0( )y x  ³ 0( ).y x  
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ðàçîì ç 0( )y x  ³ñíóº ùå îäíà ôóíêö³ÿ 1( ),y x  
ÿêà çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (6.24) òà ìàº ò³ ñàì³ âëàñòèâîñò³, ùî é 0( ).y x  
Òîä³ ð³çíèöÿ 1 0( ) ( ) ( )w x y x y x   çàäîâîëüíÿº îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ 
 ( ) ( ) 0w x w x      (6.26) 
³ òåæ íàëåæèòü ïðîñòîðó 2 ( , ).L    Àëå çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
(6.26) ìàº âèãëÿä  
 1 2( ) ,
i x i xw x C e C e     Im 0.   
(6.24): ( ) ( ) ( ) .i x i xA x e B x e if x       Ç îòðèìàíî¿ ñèñòåìè ( ) ( ),
2
i xiA x e f x     
( ) ( ),
2
i xiB x e f x     çâ³äêè ïðè Im 0   çíàõîäèìî:  1( ) ( ) ,2
x
i xiA x e f x dx A 

     
1 1( ) ( ) ( ) ,
2 2
x
i x i x
x
i i
B x e f x dx B e f x dx B

  

           äå A1, B1 — ñòàë³. Äëÿ êâàäðà-
òè÷íî¿ ³íòåãðîâíîñò³ ðîçâ’ÿçêó y(x) ö³ ñòàë³ òðåáà ïðèð³âíÿòè íóëþ.
Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê (6.27) ð³âíÿííÿ (6.24) ïðè ä³éñíèõ 0   ³ íåïåðåðâíèõ ô³-
í³òíèõ f(x) çíàõîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî. Îäíàê çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (6.24) ïðè 
 = 0 ³ òèõ ñàìèõ f(x) ñë³ä øóêàòè ó âèãëÿä³ ( ) ( ) ( ).y x A x x B x   Êîåô³ö³ºíòí³ ôóíêö³¿
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Îñê³ëüêè ïðè 1 0C   ìîäóëü ïåðøîãî äîäàíêà íåîáìåæåíî çðîñòàº 
ïðè ,x   à ïðè 2 0C   ³ x   íåîáìåæåíî çðîñòàº ìîäóëü äðó-
ãîãî äîäàíêà, òî ôóíêö³ÿ ( )w x  ìîæå íàëåæàòè 2( , )L    ëèøå òîä³, 
êîëè 1 2 0.C C   Áà÷èìî, ùî 1 0( ) ( )y x y x  äëÿ âñ³õ ( , ).x    
²ç çàâäàííÿ 6.2.1 òà íàâåäåíîãî âèùå îçíà÷åííÿ âèïëèâàº, ùî ñïåê-
òðó îïåðàòîðà 2D  ìîæóòü íàëåæàòè ëèøå òî÷êè íåâ³ä’ºìíî¿ ï³âîñ³. 
Òåîðåìà 6.2.1. Óñ³ ÷èñëà 0   íàëåæàòü ñïåêòðó îïåðàòîðà 2.D  
Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ³ñíóþòü ôóíêö³¿ ( )f x 
2 ( , ),L    äëÿ ÿêèõ ïðè 0   ð³âíÿííÿ (6.24) íå ìàº ðîçâ’ÿçê³â, ÿê³ 
á íàëåæàëè 2 ( , ).L    
Ïî÷íåìî ç âèïàäêó 0.   Òîä³ äëÿ äîâ³ëüíî¿ íåïåðåðâíî¿ ô³í³òíî¿ 
ôóíêö³¿ ( )f x  çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (6.24) ìàº âèãëÿä 
  1 2( ) ( ) .
2
i x xi x i x iy x C e C e e f x dx

   

        (6.27) 
Çâ³äñè áà÷èìî, ùî 
 1 2( ) ( ) ,
2
i x i x i x
x
i
y x C e f x dx e C e

    
 
         (6.28) 
 1 2( ) ( ) .
2
i x i x i x
x
i
y x C e C e f x dx e

   
 
         (6.29) 
Ç ôîðìóëè (6.28) âèïëèâàº, ùî ðîçâ’ÿçîê (6.27) ìîæå íàëåæàòè 
2( , )L    ëèøå çà óìîâè 
 1 ( ) 0,
2
i xiC e f x dx

 

     2 0.C    (6.30) 
Àíàëîã³÷íî, ç ôîðìóëè (6.29) âèïëèâàº, ùî ðîçâ’ÿçîê (6.27) ìîæå íà-
ëåæàòè 2( , )L    ëèøå òîä³, êîëè 
çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ð³âíÿíü ( ) ( ) 0,A x x B x    ( ) ( ),A x f x    çâ³äêè 
 1( ) ( ) ,
x
A x f x dx A

     1( ) ( )xB x x f x dx B

     àáî  2( ) ( ) ,xA x f x dx A

     ( )B x 
2( ) ,
x
x f x dx B

     äå A1, B1, A2, B2 — ñòàë³. Øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê  1 1( )y x A x B

  
 1 1( ) ( ) ( )
x x
x x f x dx A x B x x f x dx
 
             àáî, â ³íøîìó âèãëÿä³,  2 2( )y x A x B  
 2 2( ) ( ) ( ) .
x x
x x f x dx A x B x x f x dx
 
             Ïîëîâèíà ñóìè öèõ âèðàç³â äàº ðîçâ’ÿçîê 
(6.32). 
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 1 0,C   2 ( ) 0.
2
i xiC e f x dx



      (6.31) 
Ïîºäíóþ÷è ðåçóëüòàòè (6.30) ³ (6.31), áà÷èìî, ùî ðîçâ’ÿçîê (6.27) 
ìîæå íàëåæàòè 2( , )L    ëèøå ÿêùî Ôóð’º-îáðàç ( )f k  ôóíêö³¿ ( )f x  
äîð³âíþº íóëþ â òî÷êàõ .k     
Ïðè 0   çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (6.24) îïèñóºòüñÿ âèðàçîì 
 1 2
1
( ) ( ) .
2
y x C C x x x f x dx


        (6.32) 
Ïåðåõîäÿ÷è â (6.32) äî ãðàíèöü x   òà ìàéæå ïîâòîðþþ÷è ïî-
ïåðåäí³ ì³ðêóâàííÿ, çíàõîäèìî, ùî ðîçâ’ÿçîê (6.32) ìîæå íàëåæàòè 
2( , )L    ëèøå çà óìîâ 
 ( ) 0,f x dx


    ( ) 0.x f x dx

     
Îòæå, ïðè áóäü-ÿê³é íåïåðåðâí³é ô³í³òí³é ôóíêö³¿ 2( ) ( , ),f x L    
ùî íå ìàº ïåðåë³÷åíèõ âèùå âëàñòèâîñòåé, ð³âíÿííÿ (6.24) ïðè 0   
íå ìàº ðîçâ’ÿçê³â, ùî íàëåæàòü 2 ( , ).L    
Ùå ðàç ï³äêðåñëèìî, ùî ð³âíÿííÿ 
  2 ( ) ( ) 0,D y x y x   ,x     
ïðè áóäü-ÿêîìó êîìïëåêñíîìó, çîêðåìà, ä³éñíîìó,   íå ìàº íåòðèâ³-
àëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â, ùî íàëåæàòü ìíîæèí³ 2 ( , ).L    Òîìó äèôåðåíö³-
àëüíèé îïåðàòîð 2D  íå ìàº æîäíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ. 
²íø³ æ äèôåðåíö³àëüí³ îïåðàòîðè, çîêðåìà, äèôåðåíö³àëüí³ îïå-
ðàòîðè H  íà ä³éñí³é îñ³ ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ (6.20), (6.21), ÿê³ ä³þòü 
çà ôîðìóëîþ 
  ( ) ( ) ( ) ( ),Hy x y x q x y x    ,x      (6.33) 
äå ( )q x  — íåïåðåðâíà ä³éñíà ôóíêö³ÿ, ìîæóòü ìàòè âëàñí³ çíà÷åííÿ. 
Íàïðèêëàä, äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
 
2
2
2
( ) ( ) ( ),
ch
a
y x y x y x
ax
     0,a   
ïðè 2a    ìàº íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ( ) ch ,y x A ax  ÿêèé, î÷å-
âèäíî, íàëåæèòü ìíîæèí³ (6.20), (6.21). Ïðè öüîìó ìîæíà ïîêà-
çàòè, ùî òî÷êè ï³âîñ³ [0, )  íàëåæàòü ñïåêòðó îïåðàòîðà (6.33) ç 
2 2( ) 2 ch .q x a ax   
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Çàçíà÷èìî, ùî ïðèíàéìí³ ïðè îáìåæåíèõ ä³éñíèõ ôóíêö³ÿõ ( )q x  
îïåðàòîðè (6.33), ÿê ³ îïåðàòîðè, ùî àñîö³éîâàí³ ç êðàéîâîþ çàäà÷åþ 
Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ, ìîæóòü ìàòè ëèøå ä³éñí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ. ²íàêøå 
êàæó÷è, ð³âíÿííÿ 
 ( ) ( ) ( ) ( ),y x q x y x y x     ,x      (6.34) 
ïðè âêàçàíèõ ( )q x  ìîæå ìàòè íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâè (6.20), (6.21), ëèøå ïðè ä³éñíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà .  
Ñïðàâä³, ïðèïóñòèìî, ùî 0( )y x  — ñàìå òàêèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
(6.34) ïðè 0.    Ïîìíîæèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè â³äïîâ³äíîãî ð³âíÿí-
íÿ (6.34) íà ñïðÿæåíó ôóíêö³þ 0( )y x  òà ç³íòåãðóâàâøè ¿õ çà çì³ííîþ 
x  ó ìåæàõ â³ä   äî ,  îòðèìóºìî ð³âí³ñòü 
 
2 2
0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .y x y x dx q x y x dx y x dx
  
  
        (6.35) 
Îñê³ëüêè 
 
2
0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
d
y x y x y x y x y x
dx
        (6.36) 
òî â ñèëó óìîâ (6.20), (6.21) ôóíêö³ÿ 0 0( ) ( )y x y x  ³íòåãðîâíà òà ìàº ³íòå-
ãðîâíó ïåðøó ïîõ³äíó. Äëÿ òàêèõ ôóíêö³é, ÿê â³äîìî, ñïðàâäæóþòüñÿ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 0 0lim ( ) ( ) 0.x
y x y x
    (6.37) 
Òîìó íà ï³äñòàâ³ ôîðìóë (6.36) òà (6.37) ìàºìî: 
 
2 2
0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .y x y x dx y x y x y x dx y x dx
  
  
            (6.38) 
Áà÷èìî ç ôîðìóë (6.35) òà (6.38), ùî ïàðàìåòð 0,  ÿêîìó â³äïîâ³äàº 
íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê 0( ),y x  äîð³âíþº â³äíîøåííþ äâîõ ä³éñíèõ 
÷èñåë: 
 
2 2
0 0
0
2
0
( ) ( ) ( )
.
( )
y x dx q x y x dx
y x dx
 
 


 
 
 

 
Ï³äêðåñëèìî, ùî äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ îïåðàòîðà H  ³ñ-
íóþòü òàê³ ôóíêö³¿ ( ),f x  ùî íàëåæàòü 2 ( , ),L    äëÿ ÿêèõ íåîäíîð³äíå 
ð³âíÿííÿ (6.22) âçàãàë³ íå ìàº ðîçâ’ÿçê³â ç îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ .H  
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Ñïðàâä³, íåõàé 0( )y x  º âëàñíîþ ôóíêö³ºþ îïåðàòîðà ,H  ÿêà â³ä-
ïîâ³äàº âëàñíîìó çíà÷åííþ 0,  òîáòî º íåòðèâ³àëüíèì ðîçâ’ÿçêîì 
ð³âíÿííÿ 
 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0,y x q x y x y x        (6.39) 
ùî íàëåæèòü ìíîæèí³ (6.20), (6.21). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñò³ ìî-
æåìî ââàæàòè, ùî 0( )y x  íàáóâàº ä³éñíèõ çíà÷åíü. Ðîçãëÿíåìî ïðè 
òîìó æ 0  íåîäíîð³äíå ð³âíÿííÿ 
 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x q x y x y x y x       (6.40) 
òà ïðèïóñòèìî, ùî âîíî ìàº ðîçâ’ÿçîê ( ),y x  ÿêèé íàëåæèòü 2( , )L    
òà, á³ëüøå òîãî, ìíîæèí³ (6.20), (6.21). Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè 
ð³âíÿííÿ (6.39) íà ôóíêö³þ ( ),y x  îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (6.40) — 
íà ôóíêö³þ 0( ),y x  òà ç³íòåãðóºìî îòðèìàí³ ð³âíîñò³ çà x  ó ìåæàõ â³ä   äî .  Â³äíÿâøè äàë³ ïåðøèé ðåçóëüòàò ³ç äðóãîãî, ä³ñòàíåìî 
   20 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,y x y x y x y x dx y x dx
 
 
     
àáî 
  20 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.y x dx y x y x y x y x
 


     
Àëå öå ñï³ââ³äíîøåííÿ ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî íåòðèâ³àëüí³ñòü 
ðîçâ’ÿçêó 0( ).y x  
Á³ëüø ïîâíå äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ ïðî íàëåæí³ñòü âëàñíèõ çíà-
÷åíü îïåðàòîðà H  äî éîãî ñïåêòðà ìè îïóñêàºìî. 
Ìè ïîâ’ÿçàëè ïîíÿòòÿ ñïåêòðà ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ îïåðà-
òîð³â ³ç ðîçâ’ÿçí³ñòþ àáî îäíîçíà÷íîþ ðîçâ’ÿçí³ñòþ íåîäíîð³äíèõ 
ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó ïåâíèõ êëàñàõ ôóíêö³é. Îäíàê 
ìîæíà äàòè íàñòóïíå åêâ³âàëåíòíå îçíà÷åííÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà .H  
Îçíà÷åííÿ 6.2.1. Òî÷êà   íàëåæèòü äî ñïåêòðà îïåðàòîðà H  òîä³ é 
ëèøå òîä³, êîëè ³ñíóº ïîñë³äîâí³ñòü íîðìîâàíèõ ôóíêö³é ( ),ny x  
 
2
( ) 1,ny x dx


  
ç îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ (6.20), (6.21), òàêèõ, ùî 
     22( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.n n n n
n
Hy x y x dx y x q x y x dx
 
 
         
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ßêùî ïîñë³äîâíîñò³ íîðìîâàíèõ ôóíêö³é ( )ny x  â îçíà÷åíí³ 6.2.1 
òà ¿õ ïîõ³äíèõ ( ),ny x  ( )ny x  çá³ãàþòüñÿ â 2( , )L    äî, â³äïîâ³äíî, 
ôóíêö³é ( ),y x  ( ),y x  ( ),y x  òî   º çâè÷àéíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì 
îïåðàòîðà ,H  à ( )y x  — âëàñíîþ ôóíêö³ºþ îïåðàòîðà ,H  ÿêà â³äïî-
â³äàº öüîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ. Ñïðàâä³, ó òàêîìó âèïàäêó 
    2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0,n n
n
Hy x y x dx Hy x y x dx
 
  
       
çâ³äêè 
  ( ) ( ) 0.Hy x y x     
ßêùî æ ïîñë³äîâí³ñòü ôóíêö³é ( )ny x  â îçíà÷åíí³ 6.2.1 íå çá³ãà-
ºòüñÿ â 2( , )L    äî ãðàíè÷íî¿ ôóíêö³¿ ( ),y x  ùî íàëåæèòü îáëàñò³ 
(6.20), (6.21), òî ââàæàºòüñÿ, ùî   º òî÷êîþ íåïåðåðâíîãî ñïåêòðà .H  
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæëèâ³ ñèòóàö³¿, êîëè   íàëåæèòü íåïå-
ðåðâíîìó ñïåêòðó òà îäíî÷àñíî º âëàñíèì çíà÷åííÿì. 
Çàâäàííÿ 6.2.2. Äëÿ îïåðàòîðà 2D  íàâåä³òü ïðèêëàä ïîñë³äîâíîñò³ 
íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é ( )ny x  ç éîãî îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ, äëÿ ÿêî¿ ïðè 
äîäàòíîìó 20k   ñïðàâäæóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 
22
0( ) ( ) 0.n n
n
y x k y x dx


    
Â³äïîâ³äü: 
2
0 2
4
1
( ) .
x
ik x n
ny x e e
n
   
6.3. ÔÓÍÊÖ²ß ÃÐ²ÍÀ Ð²ÂÍßÍÍß 
ÒÅÏËÎÏÐÎÂ²ÄÍÎÑÒ² ÍÀ ÏÐßÌ²É 
Ïîêàæåìî, ùî ðåçóëüòàò (6.12) ìîæíà ïîäàòè ÿê çãîðòêó ïåâíîãî 
ñïåö³àëüíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (6.3), (6.4) ³ çàäàíî¿ ïî÷àòêîâî¿ ôóíêö³¿, 
ïðè öüîìó âèìîãè äî îñòàííüî¿ ìîæíà ñóòòºâî ïîñëàáèòè. Äëÿ öüî-
ãî ó ôîðìóë³ (6.12) çàïèøåìî Ôóð’º-îáðàç  0( )u k  ó âèãëÿä³ ³íòåãðàëà 
(6.11), ïîì³íÿºìî â çäîáóòîìó âèðàç³ ïîðÿäîê ³íòåãðóâàííÿ òà ñêîðèñ-
òàºìîñÿ ôîðìóëîþ 
 
2
2
4 ,
x
k ikxe dk e
   

   0.    (6.41) 
Ìàºìî 2( ) :a t   
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2 2
2
2 2 2
0
( )
( ) 4
0 02
1 1
( , ) ( )
2 2
1 1
( ) ( ) ,
2 2
ikx ikx a k t
x x
ik x x a k t a t
v x t e e u x dx e dk
e e dk u x dx e u x dx
a t
 
 
 
    
  
      
         
 
  
 
àáî 
 0( , ) ( , ; ) ( ) ,v x t G x x t u x dx


      (6.42) 
äå 
 
2
2
( )
4
2
1
( , ; ) ( , ; ) (| |; ) .
4
x x
a tG x x t G x x t G x x t e
a t
     
   (6.43) 
Äèôåðåíö³þþ÷è ôóíêö³þ ( , ; )G x x t  çà çì³ííèìè x  ³ t  ïðè x x  ³ 
0,t   çíàõîäèìî: 
 2
( , ; ) ( )
( , ; ),
2
G x x t x x
G x x t
x a t
      
 
2 2
2 2 4 2
( , ; ) 1 ( )
( , ; ),
2 4
G x x t x x
G x x t
x a t a t
         
 
 
2
2 2
( , ; ) 1 ( )
( , ; ).
2 4
G x x t x x
G x x t
t t a t
         
 
Áà÷èìî, ùî ôóíêö³ÿ ( , , )G x x t  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (6.3): 
 
2
2
2
( , ; ) ( , ; )
,
G x x t G x x t
a
t x
     ,x     0.t    (6.44) 
Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïîñë³äîâí³ñòü ôóíêö³é ( , ) ( , ; ),n ng x x G x x t   
óòâîðåíó çíà÷åííÿìè ôóíêö³¿ ( , ; )G x x t  â ïîñë³äîâí³ ìîìåíòè ÷àñó 
1 2 ... 0,nt t t     óçÿòèìè â ïîðÿäêó ñïàäàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ôóíêö³¿ 
( , )ng x x  íåâ³ä’ºìí³ òà ³íòåãðîâí³, îñê³ëüêè ïðè 0t   òà äîâ³ëüíèõ ,x  
x  ìàºìî ( , ; ) 0G x x t   ³ 
 
2
2
2
( )
4
2
2 2
1
( , ; )
4
1
, 1.
4 4
x x
a t
z
G x x t dx e dx
a t
x x dx
z dz e dz
a t a t
  
 



  

        
 
   (6.45) 
Ãðàô³êè ôóíêö³é ( , )ng x x  (äèâ. ðèñ. 6.1) ìàþòü êóïîëîïîä³áíó ôîð-
ìó ç ìàêñèìóìàìè âèñîòîþ 21 4 na t  ó òî÷ö³ x x  òà ï³âøèðèíàìè 
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(íà ï³ââèñîò³) 2 ln2 ;na t  
çã³äíî ç (6.45), ïëîù³ ï³ä 
óñ³ìà öèìè ãðàô³êàìè îä-
íàêîâ³ é äîð³âíþþòü îäè-
íèö³. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî 
ïðè n   ( 0)nt   ãðàô³-
êè ôóíêö³é ( , )ng x x  òðàíñ-
ôîðìóþòüñÿ íàñòóïíèì 
÷èíîì: ¿õ âèñîòè çðîñòà-
þòü, ï³âøèðèíè ñïàäàþòü, 
à ïëîù³ ï³ä íèìè íå çì³-
íþþòüñÿ. ßê â³äîìî ç òåî-
ð³¿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é, 
ãðàíè÷íèì çíà÷åííÿì òà-
êî¿ ïîñë³äîâíîñò³ ôóíêö³é º äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà: 
 lim ( , ) ( ).nn
g x x x x
     
Ïîâåðòàþ÷èñü äî ôóíêö³¿ ( , ; ),G x x t  ìîæåìî çàïèñàòè: 
 ( , ;0) ( ).G x x x x      (6.46) 
Îòæå, ôóíêö³þ (6.43) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íåïåðåðâíèé, íåïå-
ðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèé äîâ³ëüíó ê³ëüê³ñòü ðàç³â ñêð³çü â îáëàñò³ 
,x     0t   òà ³íòåãðîâíèé çà êîîðäèíàòàìè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
Êîø³ (6.44), (6.46). Âîíà íàçèâàºòüñÿ ôóíêö³ºþ Ãð³íà àáî ôóíäàìåí-
òàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ íà íåñê³í÷åíí³é ïðÿì³é. 
Àíàëîã³÷í³ âëàñòèâîñò³ ìàº é ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ 
íà ïðÿì³é, ÿêà îïèñóºòüñÿ âèðàçîì 
 
2( )
4
1
( , ; ) ( , ; ) (| |; ) ,
4
x x
DtG x x t G x x t G x x t e
Dt
        0.t    (6.47) 
Çàâäàííÿ 6.3.1. Äîâåä³òü ôîðìóëó (6.41). 
Çàâäàííÿ 6.3.2. Äîâåä³òü ôîðìóëó (6.43), ðîçâ’ÿçàâøè êðàéîâó çà-
äà÷ó (6.44), (6.46) çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º. 
Ç ÿâíîãî âèãëÿäó âèðàçó (6.42) âèïëèâàº, ùî â³í äàº ðîçâ’ÿçîê 
çàäà÷³ Êîø³ (6.3), (6.4) íå ëèøå äëÿ ³íòåãðîâíèõ, àëå é îáìåæåíèõ 
êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é, ÷è íàâ³òü ïî÷àòêîâèõ 
ôóíêö³é, ùî íåîáìåæåíî çðîñòàþòü ïðè | | ,x   íàïðèêëàä, âèäó 
0( ) ,
xu x Ce  C  ³   — ñòàë³. 
Ðèñ. 6.1. Ãðàô³êè ôóíêö³¿ Ãð³íà ð³âíÿííÿ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ ð³çíèõ ìîìåíò³â ÷àñó 
t
1
 > t
2
 > t
3
 > 0 
gn(x, x' ) = G(x, x' ; tn) 
 x'  x  O 
 t3 
 t2 
 t1 
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Çàâäàííÿ 6.3.3. Áåçïîñåðåäíüîþ ï³äñòàíîâêîþ äîâåä³òü, ùî âèðàç 
(6.42) äàº ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ (6.3), (6.4) ç ïî÷àòêîâèìè ôóíêö³ÿìè 
³ç ùîéíî çàçíà÷åíèõ êëàñ³â. 
Çàâäàííÿ 6.3.4. Çíàéä³òü ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â äîâãîìó òîíêîìó 
îäíîð³äíîìó ñòåðæí³ ç òåïëî³çîëüîâàíîþ á³÷íîþ ïîâåðõíåþ â äîâ³ëü-
íèé ìîìåíò ÷àñó 0,t   ÿêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò 0t   â³í áóâ íåð³â-
íîì³ðíî íàãð³òèé äî òåìïåðàòóðè 
2 2
0( ,0) .
x lT x T e  Çîáðàç³òü ãðàô³êè 
öüîãî ðîçïîä³ëó äëÿ ê³ëüêîõ ïîñë³äîâíèõ ìîìåíò³â ÷àñó. 
Â³äïîâ³äü: 
2
2 24
0 2 2
( , ) .
4
x
l a t
l
v x t T e
l a t
 

 
Çàâäàííÿ 6.3.5. Ó ìîìåíò ÷àñó 0t   ó ïðàâ³é ïîëîâèí³ äîâãî¿ òîí-
êî¿ ñêëÿíî¿ òðóáêè, ïîâí³ñòþ çàïîâíåíî¿ ð³äèíîþ, ì³ñòÿòüñÿ ÷àñòèí-
êè äîì³øêè, ÿê³ ðîçïîä³ëåí³ ð³âíîì³ðíî ç êîíöåíòðàö³ºþ .ñ  Çíàéä³òü 
ðîçïîä³ë êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê äîì³øêè, ùî âñòàíîâëþºòüñÿ â òðóá-
ö³ âíàñë³äîê äèôóç³¿ äî ìîìåíòó ÷àñó .t  Ïðîàíàë³çóéòå ãðàíè÷í³ âè-
ïàäêè 0t   òà .t   
Âêàç³âêè. Ñêîðèñòàâøèñü ôóíêö³ºþ Ãð³íà (6.47), çíàéä³òü 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ äëÿ îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ íà ïðÿì³é ç 
ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ 0
0, 0,
( )
, 0.
x
u x
c x
    Ðåçóëüòàò âèðàç³òü ÷åðåç ôóíê-
ö³þ ïîìèëîê 
2
0
2
( ) ;
z
yz e dy     (0) 0,   ( ) 1,    ( ) ( ).z z     
Â³äïîâ³äü: ( , ) 1 .
2 4
c x
v x t
Dt
       
 
Ïðîàíàë³çóºìî îêðåìî ñèòóàö³þ, êîëè â ìîìåíò ÷àñó 0 0t   äî 
ìàëî¿ ä³ëÿíêè 0 0( , )x x     òîíêîãî ñòåðæíÿ ç ïëîùåþ ïîïåðå÷-
íîãî ïåðåð³çó S  òà òåïëî³çîëüîâàíîþ á³÷íîþ ïîâåðõíåþ, ÿêèé ìàº 
íóëüîâó òåìïåðàòóðó, ìèòòºâî ï³äâîäÿòü ê³ëüê³ñòü òåïëà 0;Q  òóò 
0   — ³íô³í³òåçèìàëüíå ÷èñëî. Ó ðåçóëüòàò³ öüîãî òåìïåðàòóðà ä³-
ëÿíêè ïðàêòè÷íî ìèòòºâî (óíàñë³äîê ìàëîñò³ ä³ëÿíêè) çðîñòàº äî 
çíà÷åííÿ 0 0 (2 )T Q cS  , à òåìïåðàòóðà ³íøèõ òî÷îê ñòåðæíÿ âñå ùå 
çàëèøèòüñÿ íóëüîâîþ1. Ïî÷èíàþ÷è ç öüîãî ìîìåíòó, òåìïåðàòóðà 
1 Çâåðíåìî óâàãó, ùî çã³äíî ç ìîëåêóëÿðíî-ê³íåòè÷íîþ òåîð³ºþ ðå÷îâèíè ïðîöåñ 
ïîøèðåííÿ òåïëà â ñòåðæí³ â³äáóâàºòüñÿ ç îáìåæåíîþ øâèäê³ñòþ, òîä³ ÿê ôîðìóëè 
(6.42) òà (6.48) ôîðìàëüíî ïîêàçóþòü, ùî ëîêàë³çîâàí³ òåïëîâ³ íåîäíîð³äíîñò³ ÷è òå-
ïëîâ³ äæåðåëà âïëèâàþòü íà òåìïåðàòóðó áóäü-ÿêèõ òî÷îê ñòåðæíÿ çà íåñê³í÷åííî 
ìàëèé ïðîì³æîê ÷àñó. Öÿ îáñòàâèíà âêàçóº íà íàáëèæåíèé õàðàêòåð ìàêðîñêîï³÷íîãî 
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ñòåðæíÿ çì³íþºòüñÿ çà çàêîíîì (6.42). Ðîçáèâàþ÷è ³íòåãðàë (6.42) 
íà òðè ³íòåãðàëè ïî ³íòåðâàëàõ 0( , ),x    0 0( , )x x     ³ 0( , ),x     
çíàõîäèìî, ùî â ìîìåíò ÷àñó 0t   â òî÷ö³ ç êîîðäèíàòîþ x  âîíà 
ìàòèìå çíà÷åííÿ 
 
0 0
0 0
0 0 0
0 0( , ) ( , ; ) ( , ; ) ( , ; ),2 2
x x
x x
Q Q Q
v x t G x x t dx G x x t dx G x x t
cS cS cS
 
 
         
äå ìè âðàõóâàëè íåïåðåðâí³ñòü ôóíêö³¿ ( , ; )G x x t  ïðè 0t   òà ñêî-
ðèñòàëèñÿ òåîðåìîþ ïðî ñåðåäíº äëÿ âèçíà÷åíèõ ³íòåãðàë³â. Îòæå, ç 
òî÷í³ñòþ äî ìíîæíèêà 0 ( )Q cS  çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ Ãð³íà 0( , ; )G x x t  äî-
ð³âíþº òåìïåðàòóð³, ÿêà âñòàíîâëþºòüñÿ â òî÷ö³ x  ñòåðæíÿ â ìîìåíò 
÷àñó 0t   âíàñë³äîê òîãî, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò 0 0t   â òî÷êó 0x  
ñòåðæíÿ, ùî ìàâ íóëüîâó òåìïåðàòóðó, áóëî ìèòòºâî âíåñåíî ê³ëüê³ñòü 
òåïëà 0.Q  
ßêùî æ òåïëî 0Q  âíîñèòüñÿ â òî÷êó 0x  ñòåðæíÿ â ìîìåíò 0 0,t   
³ ñòåðæåíü äî öüîãî ìàâ íóëüîâó òåìïåðàòóðó, òî éîãî òåìïåðàòóðà â 
òî÷ö³ x  ó ìîìåíò ÷àñó 0t t  äîð³âíþâàòèìå çíà÷åííþ 
 0 0 0( , ) ( , ; ).
Q
v x t G x x t t
cS
    (6.48) 
Ð³âí³ñòþ (6.48) âèçíà÷àºòüñÿ ô³çè÷íèé çì³ñò ôóíêö³¿ Ãð³íà (6.43) â 
òåðì³íàõ òåìïåðàòóðè. Éîìó ìîæíà íàäàòè é ³íøîãî çâó÷àííÿ, ÿêùî 
ïîêëàñòè 0 1Q   òà ïåðåïèñàòè (6.48) ó âèãëÿä³ 0 0( , ; ) ( , ).G x x t t c Sv x t    
Çãàäàâøè, ùî äîáóòîê c S  äîð³âíþº òåïëîºìíîñò³ îäèíèö³ äîâæèíè 
îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ, ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè: âåëè÷èíà 0 0( , ; )G x x t t  
äîð³âíþº ïîãîíí³é ãóñòèí³ ê³ëüêîñò³ òåïëà, ÿêå ì³ñòèòèìåòüñÿ â îêî-
ë³ òî÷êè x  îäíîð³äíîãî ñòåðæíÿ â ìîìåíò ÷àñó 0t t  ï³ñëÿ òîãî, ÿê ó 
éîãî òî÷êó 0x  ó ìîìåíò ÷àñó 0,t  êîëè â³í ìàâ íóëüîâó òåìïåðàòóðó, áóëî 
ìèòòºâî ââåäåíî îäèíèöþ ê³ëüêîñò³ òåïëà. 
Çàóâàæèìî, ùî ïåðåðîçïîä³ë òåïëà â ñòåðæí³ âíàñë³äîê ïðîöåñó 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ â³äáóâàºòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùî çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü 
òåïëà, çîñåðåäæåíîãî â ñòåðæí³, çáåð³ãàºòüñÿ. Ìàòåìàòè÷íî öåé ôàêò 
âèðàæàºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì1 
ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³. Òèì íå ìåíøå, òåîðåòè÷í³ ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ íà 
îñíîâ³ öüîãî ð³âíÿííÿ, ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ìîæóòü óâàæàòèñÿ çàäîâ³ëüíèìè, 
îñê³ëüêè óçãîäæóþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè âèì³ðþâàíü ó ìåæàõ åêñïåðèìåíòàëüíî¿ ÷è 
ïðèéíÿòíî¿ ïîõèáêè. Ëåãêî, íàïðèêëàä, ïåðåâ³ðèòè, ùî çì³íè òåìïåðàòóðè ñòåðæ-
íÿ â òî÷êàõ, â³äíîñíî äàëåêèõ â³ä òåïëîâèõ äæåðåë, ìîæóòü ñòàòè åêñïåðèìåíòàëüíî 
ïîì³òíèìè ëèøå ÷åðåç îáìåæåíèé ïðîì³æîê ÷àñó ï³ñëÿ òîãî, ÿê ö³ äæåðåëà ïî÷è-
íàþòü ä³ÿòè. 
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 0 0( , ; ) 1,G x x t t dx


   0,t t   (6.49) 
ÿêå äîâîäèòüñÿ çà àíàëîã³ºþ ç ôîðìóëîþ (6.45). 
Çàâäàííÿ 6.3.6. Íåõàé ó ìîìåíò ÷àñó 0 0t   â òî÷êó 0x  äîâãî¿ òîíêî¿ 
òðóáêè ç ïëîùåþ ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ,S  çàïîâíåíî¿ äåÿêîþ ðå÷î-
âèíîþ, ìèòòºâî âíîñÿòü 0N  ÷àñòèíîê äîì³øêè. Ïîêàæ³òü, ùî êîí-
öåíòðàö³ÿ ÷àñòèíîê äîì³øêè â òî÷ö³ x  òðóáêè â ìîìåíò ÷àñó 0t t  
âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç ôóíêö³þ Ãð³íà (6.47) ôîðìóëîþ 
 0 0 0( , ) ( , ; ),
N
v x t G x x t t
S
   
òîáòî âåëè÷èíà 0 0( , ; )G x x t t  äîð³âíþº ãóñòèí³ éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó 
÷àñòèíêè äîì³øêè â òðóáö³ ç ïåðåð³çó 0x  â îê³ë ïåðåð³çó x  çà ïðîì³-
æîê ÷àñó 0.t t  ßêèé çì³ñò ìàº óìîâà (6.49) äëÿ ö³º¿ 0 0( , ; )?G x x t t  
Çàâäàííÿ 6.3.7. Çíàéä³òü êîíöåíòðàö³þ ÷àñòèíîê äîì³øêè â òî÷ö³ x  
äîâãî¿ òîíêî¿ òðóáêè ç îäèíè÷íîþ ïëîùåþ ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó, ÿêùî 
â ìîìåíò ÷àñó 1t  ó òî÷êàõ 1x  òà 2x  òðóáêè â íå¿ ââîäÿòü â³äïîâ³äíî 1N  òà 
2N  ÷àñòèíîê äîì³øêè. Òðóáêó çàïîâíåíî ãàçîì, ÿêèé âñòóïàº â õ³ì³÷íó 
ðåàêö³þ ç äîì³øêîþ, ó õîä³ êîòðî¿ ÷àñòèíêè äîì³øêè ïîãëèíàþòüñÿ ç³ 
øâèäê³ñòþ ( , ),qu x t  ïðîïîðö³éíîþ ¿õí³é êîíöåíòðàö³¿ ( , ).u x t  
Âêàç³âêà. Òðåáà ïîáóäóâàòè ôóíêö³þ Ãð³íà ð³âíÿííÿ ,t xxu Du qu   
,x     0,t   ÿêå çàì³íîþ ( , ) ( , ) qtu x t v x t e  çâîäèòüñÿ äî ð³âíÿí-
íÿ (6.3). 
Â³äïîâ³äü: 
 
2 2
1 21
1 1
1
( ) ( )( )
4 ( ) 4 ( )
1 2 1
1
0, ,
( , )
, .
4 ( )
x x x xq t t
D t t D t t
t t
u x t e
N e N e t t
D t t
     
            
 
Ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Êîø³ (6.5), (6.6) äëÿ íåîä-
íîð³äíîãî ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ íà íåñê³í÷åíí³é ïðÿì³é. Çíî-
âó ñêîðèñòàºìîñÿ ³íòåãðàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì Ôóð’º çà çì³ííîþ ,x  
çàñòîñóâàâøè éîãî òåïåð äî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (6.5) òà ïî-
÷àòêîâî¿ óìîâè (6.6). Óâàæàþ÷è ñïåðøó, ùî ôóíêö³ÿ äæåðåë ( , )f x t  
òà ¿¿ Ôóð’º-îáðàç ( , )f k t  — ³íòåãðîâí³ çà ñâî¿ìè çì³ííèìè, äëÿ Ôóð’º-
îáðàçó ( , )w k t  øóêàíî¿ ôóíêö³¿ ( , )w x t  ä³ñòàºìî íåîäíîð³äíå äèôåðåí-
ö³àëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó çà çì³ííîþ t  òà íóëüîâó ïî÷àòêî-
âó óìîâó: 
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  2 2( , ) ( , ) ( , ),w k t a k w k t f k t
t
     (6.50) 
 ( ,0) 0.w k    (6.51) 
Ðîçâ’ÿçóºìî ð³âíÿííÿ (6.50) ìåòîäîì âàð³àö³¿ äîâ³ëüíî¿ ñòàëî¿. 
À ñàìå, øóêàºìî éîãî ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ 
  2 2( , ) ( , ) ,a k tw k t C k t e  
äå ( , )C k t  — íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ. Ï³äñòàâèâøè öåé âèðàç ó ð³âíÿííÿ 
(6.50), äëÿ ïîõ³äíî¿ ôóíêö³¿ ( , )C k t  ä³ñòàºìî 
 2 2( , ) ( , ),a k tC k t e f k t
t
   
çâ³äêè 
 2 2 1
0
( , ) ( , ) ( ),
t
a kC k t e f k d C k     
äå 1( )C k  — ñòàëà ³íòåãðóâàííÿ, ÿêà, ó ïðèíöèï³, ìîæå çàëåæàòè â³ä .k  
Çíàõîäèìî ¿¿, ñêîðèñòàâøèñü óìîâîþ (6.51), ç ÿêî¿ ìàºìî ( ,0) 0C k   ³, 
îòæå, 1( ) 0.C k   
Òàêèì ÷èíîì, 
  2 2 ( )
0
( , ) ( , ) .
t
a k tw k t e f k d     
Çàñòîñóâàâøè äî ö³º¿ ôóíêö³¿ îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º, çíàõî-
äèìî: 
 2 2 ( )
0
1
( , ) ( , ) .
2
t
ikx a k tw x t d e e f k dk

 

       (6.52) 
Íå çóïèíÿþ÷èñü óæå äîêëàäíî íà äîñë³äæåíí³ âëàñòèâîñòåé ôóíê-
ö³¿ (6.52) (äëÿ öüîãî ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òèìè æ ñàìèìè ìåòîäàìè, 
ùî çàñòîñîâóâàëèñÿ ïðè âèâ÷åíí³ ôóíêö³¿ (6.12)), ïåðåéäåìî â (6.52) 
â³ä Ôóð’º-îáðàçó ( , )f k   ôóíêö³¿ äæåðåë äî ñàìî¿ ( , ).f x t  Îñê³ëüêè â 
ïîêàçíèêó åêñïîíåíòè ,t    òî, ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (6.41), ìàºìî: 
 
2 2 ( )
0
1 1
( , ) ( , )
2 2
t
ikx a k t ikxw x t d e e e f x dx dk
 
  
 
            
 
2 2( ) ( )
0
1
( , )
2
t
ik x x a k td e e dk f x dx
 
  
 
             
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2
2
( )
4 ( )
2
0
1
( , ) .
2 ( )
x xt
a td e f x dx
a t
  

         
Îòæå, 
 
0
( , ) ( , ; ) ( , ) ,
t
w x t d G x x t f x dx


          (6.53) 
äå ( , ; )G x x t  — ôóíêö³ÿ Ãð³íà (6.43). 
Ñòðóêòóðó ôîðìóëè (6.53) ëåãêî çðîçóì³òè, âèõîäÿ÷è ç ô³çè÷íî-
ãî çì³ñòó ôóíêö³¿ Ãð³íà (6.43). Ñïðàâä³, ê³ëüê³ñòü òåïëà, ùî ãåíåðó-
ºòüñÿ äæåðåëàìè òåïëà ç ãóñòèíîþ ïîòóæíîñò³ ( , ) ( , )F x t c f x t   íà 
ä³ëÿíö³ ñòåðæíÿ ( , )x x dx    çà ïðîì³æîê ÷àñó ( , ),d     äîð³âíþº 
( , ) ( , ) ( , ) .dQ x F x Sdx d c f x Sdx d             Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (6.48), öå 
òåïëî ñïðè÷èíÿº çì³íó òåìïåðàòóðè ñòåðæíÿ â òî÷ö³ x  ó ìîìåíò ÷àñó 
t    íà âåëè÷èíó 
 
( , )
( , ; ) ( , ; ) ( , ) .
c f x S dx d
G x x t G x x t f x dx d
cS
               
Äîäàâøè âñ³ òàê³ âíåñêè, ùî ãåíåðóþòüñÿ äæåðåëàìè òåïëà íà âñ³õ 
ä³ëÿíêàõ ñòåðæíÿ çà ïðîì³æîê ÷àñó [0, ],t  òà çä³éñíèâøè ãðàíè÷íèé 
ïåðåõ³ä | | 0dx   ³ | | 0,d   ä³ñòàºìî òåìïåðàòóðó ñòåðæíÿ â òî÷ö³ x  
ó ìîìåíò ÷àñó .t  
Çàçíà÷èìî, ùî ôîðìóëó (6.53) ìîæíà áóëî á çàïèñàòè â³äðàçó, ïî-
ñëàâøèñü, ÿê ³ ó âèïàäêó õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ, íà ïðèíöèï Äþàìåëÿ 
(äèâ. ï³äðîçä³ë 4.2, çîêðåìà, çàâäàííÿ 4.2.3, òà ï³äðîçä³ë 4.8). 
Ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (6.7), (6.42) ³ (6.53) ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ 
(6.1), (6.2) ìàº âèãëÿä 
 0
0
( , ) ( , ; ) ( ) ( , ; ) ( , ) .
t
u x t G x x t u x dx d G x x t f x dx
 
 
               (6.54) 
Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî, ùî âèêîðèñòàíèé ó ï³äðîçä³ëàõ 6.1, 6.3 
ìåòîä ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ìîæíà çàñòîñóâàòè é äî çà-
äà÷ Êîø³ äëÿ ³íøèõ ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç³ ñòàëèìè êî-
åô³ö³ºíòàìè íà âñ³é ïðÿì³é, çîêðåìà, äëÿ õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ. 
Çàâäàííÿ 6.3.8. Ôóíêö³ÿ Ãð³íà õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ íà íåñê³í÷åíí³é 
ïðÿì³é îçíà÷àºòüñÿ ÿê óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê ( , ; ) (| |; )G x x t G x x t    
çàäà÷³ Êîø³ 
 
2 2
2
2 2
( , ; ) ( , ; )
,
G x x t G x x t
a
t x
     ,x     0,t    (6.55) 
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 ( , ;0) 0,G x x   ( , ;0) ( ).tG x x x x      (6.56) 
Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî â òåðì³íàõ ö³º¿ ôóíêö³¿ Ãð³íà: 
à) ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ (4.5), (4.6) äëÿ îäíîð³äíîãî õâèëüîâîãî 
ð³âíÿííÿ íà ïðÿì³é x     ìàº ïðè 0t   âèãëÿä 
 0 0( , ) (| |; ) ( ) (| |; ) ( ) ;u x t G x x t u x dx G x x t v x dxt
 
 
              (6.57) 
á) ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ äëÿ íåîäíîð³äíîãî õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ 
(4.3) íà ïðÿì³é ,x     ÿêèé çàäîâîëüíÿº íóëüîâ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè 
( ,0) 0,u x   ( ,0) 0,tu x   ìàº ïðè 0t   âèãëÿä 
 
0
( , ) (| |; ) ( , ).
t
u x t d dx G x x t f x


           (6.58) 
Âêàç³âêà. Óçÿâøè äî óâàãè ôîðìóëè (6.55) ³ (6.56), áåçïîñåðåäíüîþ 
ï³äñòàíîâêîþ ïîêàæ³òü, ùî âèðàçè (6.57) ³ (6.58) ôîðìàëüíî çàäî-
âîëüíÿþòü â³äïîâ³äí³ ð³âíÿííÿ òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè. 
Çàâäàííÿ 6.3.9. Ñêîðèñòàâøèñü ïåðåòâîðåííÿì Ôóð’º, ïîêàæ³òü, 
ùî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ (6.55), (6.56) ìàº âèãëÿä 
  ( )1 sin 1( , ; ) | | ,
2 2
ik x x aktG x x t e dk at x x
ak a



        0,t    (6.59) 
äå ( )z  — ñõ³ä÷àñòà ôóíêö³ÿ Õåâ³ñàéäà: 0, ÿêùî 0,( )
1, ÿêùî 0.
z
z
z
     
Çàâäàííÿ 6.3.10. Ïîêàæ³òü, ùî âèðàçè (6.57) ³ (6.58) ³ç ôóíêö³ºþ 
Ãð³íà (6.59) çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ’ÿçê³â (4.13) ³ (4.20) â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ 
Êîø³ äëÿ îäíîð³äíîãî òà íåîäíîð³äíîãî õâèëüîâèõ ð³âíÿíü. 
6.4. Ð²ÂÍßÍÍß ÒÅÏËÎÏÐÎÂ²ÄÍÎÑÒ² ÍÀ Ï²ÂÎÑ². 
ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÅ ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß ÔÓÐ’ª 
Ïåðåéäåìî äî àíàë³çó çàäà÷ Êîø³ äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ 
(äèôóç³¿) íà ï³âîñ³ 0 .x    Ïî÷íåìî ç íàñòóïíî¿ çàäà÷³ äëÿ îäíîð³ä-
íîãî ð³âíÿííÿ: 
 
2
2
2
,
v v
a
t x
    0,x   0,t    (6.60) 
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 (0, ) 0,v t    (6.61) 
 0( ,0) ( ),v x u x   (6.62) 
äå êðàéîâà óìîâà (6.61) îçíà÷àº, ùî íà êðàþ 0x   ñèñòåìè ï³äòðèìó-
ºòüñÿ íóëüîâà òåìïåðàòóðà (íóëüîâà êîíöåíòðàö³ÿ ÷àñòèíîê äîì³ø-
êè). Óâàæàþ÷è, ùî ïî÷àòêîâà ôóíêö³ÿ 0( )u x  ìàº ò³ ñàì³ âëàñòèâîñò³, 
ùî ³ â çàäà÷³ (6.1), (6.2), çíàéäåìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (6.60)–(6.62) ó êëà-
ñ³ ôóíêö³é, íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèõ çà ÷àñîì òà äâ³÷³ íåïåðåðâ-
íî äèôåðåíö³éîâíèõ çà êîîðäèíàòîþ â îáëàñò³ 0,x   0.t   
Ðîçâ’ÿçóºìî çàäà÷ó (6.60)–(6.62) ìåòîäîì ïðîäîâæåííÿ, âèêëàäå-
íèì ó ï³äðîçä³ë³ 4.3. Äëÿ öüîãî ñïåðøó ïðîäîâæóºìî ïî÷àòêîâó ôóíê-
ö³þ 0( )u x  íà îáëàñòü 0x   íåïàðíèì ÷èíîì â³äíîñíî òî÷êè 0;x   
òàêå íåïàðíå ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³¿ 0( )u x  ìàº âèãëÿä 
 00
0
( ), ÿêùî 0,
( )
( ), ÿêùî 0.
u x x
U x
u x x
   
  (6.63) 
Äàë³ øóêàºìî ðîçâ’ÿçîê ( , )V x t  çàäà÷³ Êîø³ äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðî-
â³äíîñò³ (äèôóç³¿) íà íåîáìåæåí³é ïðÿì³é ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêö³ºþ 
0( ) :U x  
 
2
2
2
,
V V
a
t x
    ,x     0.t    (6.64) 
 0( ,0) ( ).V x U x   (6.65) 
Çã³äíî ç ðåçóëüòàòàìè ïîïåðåäíüîãî ï³äðîçä³ëó, â³í äàºòüñÿ ôîðìóëîþ 
 0( , ) (| |; ) ( ) .V x t G x x t U x dx


      (6.66) 
², íàðåøò³, âèîêðåìëþºìî òó ÷àñòèíó ( , )v x t  ôóíêö³¿ (6.66), ÿêà âèçíà-
÷åíà íà ï³âîñ³ 0.x   Äëÿ öüîãî çàïèñóºìî ôîðìóëó (6.66) ïðè 0,x   
óðàõîâóºìî, ùî â öüîìó âèïàäêó ( , ) ( , ),V x t v x t  òà âèêîíóºìî íàñòóï-
í³ ïåðåòâîðåííÿ: 
 
0
0 0
0
( , ) (| |; ) ( ) (| |; ) ( )v x t G x x t U x dx G x x t U x dx


            
  ó ïåðøîìó iíòåãðàëix x      
 0 0 0 0 0
0
(| |; ) ( ) (| |; ) ( ) ( ) ( )G x x t U x dx G x x t U x dx U x U x


                    
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 0 0
0 0
(| |; ) ( ) (| |; ) ( )G x x t U x dx G x x t U x dx
 
             
   0
0
(| |; ) (| |; ) ( ) .G x x t G x x t u x dx

        
Î÷åâèäíî, ùî çíàéäåíà ôóíêö³ÿ ( , )v x t  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
(6.60) ³ ìàº ò³ ñàì³ âëàñòèâîñò³, ùî é ðîçâ’ÿçîê (6.42) äëÿ íåîáìåæå-
íî¿ ïðÿìî¿. Íåâàæêî ïåðåâ³ðèòè, ùî âîíà òàêîæ çàäîâîëüíÿº êðàéî-
âó óìîâó (6.61) òà ïî÷àòêîâó óìîâó (6.62). Ñïðàâä³, ïðè 0,x   0t   òà 
0,x   0t   ìàºìî: 
   0
0
(0, ) (| |; ) (| |; ) ( ) 0, 0,v t G x t G x t u x dx t

        
 
 
 
00
0
0 0
0
( ,0) lim (| |; ) (| |; ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ), 0.
t
v x G x x t G x x t u x dx
x x x x u x dx u x x



       
          


 
Îòæå, ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (6.60)–(6.62) ìàº âèãëÿä 
 0
0
( , ) ( , ; ) ( ) ,v x t G x x t u x dx

       (6.67) 
äå 
2 2
2 2
( ) ( )
4 4
2
1
( , ; ) (| |; ) (| |; ) .
4
x x x x
a t a tG x x t G x x t G x x t e e
a t
   

            
 (6.68) 
Ôóíêö³ÿ ( , ; )G x x t   ìàº çì³ñò ôóíêö³¿ Ãð³íà äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðî-
â³äíîñò³ (äèôóç³¿) íà ï³âîñ³ ïðè êðàéîâ³é óìîâ³ (6.61). Âîíà º óçàãàëü-
íåíèì ðîçâ’ÿçêîì ñïåö³àëüíî¿ çàäà÷³ (6.60)–(6.62) ç äåëüòà-ïîä³áíîþ 
ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ: 
 
2
2
2
( , ; ) ( , ; )
,
G x x t G x x t
a
t x
      0 , , ,x x t     (6.69) 
 (0, ; ) 0,G x t     (6.70) 
 ( , ;0) ( ),G x x x x       (6.71) 
– ³ âèÿâëÿºòüñÿ íåïåðåðâíîþ òà íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíîþ äî-
â³ëüíó ê³ëüê³ñòü ðàç³â ñêð³çü â îáëàñò³ 0,x   0,t   à òàêîæ ³íòåãðîâ-
íîþ çà êîîðäèíàòàìè. 
270
Çàâäàííÿ 6.4.1. Íàï³âîáìåæåíèé ñòåðæåíü 0x   ç òåïëî³çîëüîâà-
íîþ á³÷íîþ ïîâåðõíåþ ð³âíîì³ðíî íàãð³òî äî òåìïåðàòóðè 0.T  Ïî-
÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó 0,t   ê³íåöü ñòåðæíÿ ï³äòðèìóºòüñÿ ïðè íóëüîâ³é 
òåìïåðàòóð³. Îïèø³òü ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â ñòåðæí³ â äîâ³ëüíèé 
ìîìåíò ÷àñó 0.t   
Â³äïîâ³äü: 0 2
( , ) .
4
x
v x t T
a t
    
 
Çàâäàííÿ 6.4.2. Çíàéä³òü ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ äëÿ îäíîð³äíîãî ð³âíÿí-
íÿ äèôóç³¿ íà íåâ³ä’ºìí³é ï³âîñ³, ÿêèé çàäîâîëüíÿº ïî÷àòêîâó óìîâó 
(6.62) òà êðàéîâó óìîâó (0, ) 0.xv t   
Â³äïîâ³äü. Ðîçâ’ÿçîê äàºòüñÿ ôîðìóëîþ (6.67) ³ç ôóíêö³ºþ Ãð³íà 
2 2( ) ( )
4 4
0
1
( , ; ) (| |; ) (| |; ) .
4
x x x x
Dt DtG x x t G x x t G x x t e e
Dt
               
 (6.72) 
Çíàéäåìî òåïåð ðîçâ’ÿçîê á³ëüø çàãàëüíî¿ çàäà÷³, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç 
ð³âíÿííÿ (6.60), êðàéîâî¿ óìîâè1 
 (0, ) (0, ) 0,xv t hv t   0 ,h     (6.73) 
òà ïî÷àòêîâî¿ óìîâè (6.62). Äëÿ ïîáóäîâè â³äïîâ³äíî¿ ôóíêö³¿ Ãð³íà 
( , ; )hG x x t  ìè âæå íå ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ ìåòîäîì ïðîäîâæåííÿ, 
àëå, ç îãëÿäó íà îòðèìàí³ íèì ðåçóëüòàòè, ïîäàìî ¿¿ ó âèãëÿä³ 
 
0
( , ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ) ,hG x x t G x x t G x x t G x x u t u du

             (6.74) 
äå ( )x  — ÿêàñü ôóíêö³ÿ, ÿêà º îáìåæåíîþ é íåïåðåðâíî äèôåðåí-
ö³éîâíîþ íà ï³âîñ³ [0, ).  Äëÿ áóäü-ÿêî¿ òàêî¿ ôóíêö³¿ âèðàç ó ïðàâ³é 
1 Íàãàäàºìî, ùî äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ êðàéîâà óìîâà (6.73) º íàñë³äêîì 
çàêîíó Íüþòîíà  0
0
0,
x
T
T T
x 
         ÿêèé îïèñóº òåïëîîáì³í ì³æ ñåðåäîâèùåì 
x > 0 ³ òåðìîñòàòîì ïðè òåìïåðàòóð³ T
0
 ÷åðåç êîíòàêòíó ïîâåðõíþ x = 0; òóò  — êîåô³ö³ºíò 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ ñåðåäîâèùà,  — åìï³ðè÷íèé êîåô³ö³ºíò, ÿêèé õàðàêòåðèçóº òåïëîïðî-
íèêí³ñòü êîíòàêòíî¿ ïîâåðõí³. Ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó 0h     ïðèõîäèìî äî óìîâè 
íà òåïëî³çîëüîâàí³é ïîâåðõí³: (0, ) 0.xT t   Äðóãèé ãðàíè÷íèé âèïàäîê h   â³äïîâ³äàº 
ñèòóàö³¿, êîëè êîíòàêòíà ïîâåðõíÿ ï³äòðèìóºòüñÿ ïðè çàäàí³é òåìïåðàòóð³: 0(0, ) .T t T  
Ïðè íàÿâíîñò³ ó êðàéîâèõ óìîâàõ íåîäíîð³äíèõ ÷ëåí³â 0( 0)T   ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíî¿ 
êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ øóêàºìî ó âèãëÿä³ ( , ) ( , ) ( , ),T x t u x t x t    
äå ôóíêö³þ ( , )x t  ï³äáèðàºìî òàêèì ÷èíîì, ùîá âîíà çàäîâîëüíÿëà çàäàí³ íåî-
äíîð³äí³ êðàéîâ³ óìîâè (äëÿ íàâåäåíèõ âèùå óìîâ äîñòàòíüî ïîêëàñòè 0( , ) ).x t T 
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÷àñòèí³ (6.74) çàäîâîëüíÿº ïðè ô³êñîâàíèõ çíà÷åííÿõ 0x   ³ 0t   
ð³âíÿííÿ (6.60) é óìîâó 
 
0 0
lim ( , ; ) lim ( ; ) ( ).h
t t
G x x t G x x t x x
 
         (6.75) 
Çàëèøàºòüñÿ òàê ï³ä³áðàòè ôóíêö³þ ( ),x  ùîá ïðè äîâ³ëüíèõ 0x   ³ 
0t   ôóíêö³ÿ (6.74) çàäîâîëüíÿëà óìîâó (6.73). Îñê³ëüêè 
 0
0
(0, ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( )
2 ( ; ) ( ; ) ( )
hG x t G x t G x t G x u t u du
G x t G x u t u du


         
    


  
(6.76) 
òà 
 
0
0 0
0 0
( , ; )
( ; ) ( ; ) ( ; )
( )
( ; )
( ) (0) ( ; ) ( ; ) ( ) ,
h
x
x
G x x t
x
G x x t G x x t G x x u t
u du
x x x
G x u t
u du G x t G x u t u du
u



 
 
                 
          

 
  
(6.77)
 
òî ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè âèðàç³â (6.76) ³ (6.77) ó ë³âó ÷àñòèíó (6.73) ä³ñ-
òàºìî ð³âí³ñòü 
    
0
(0) 2 ( ; ) ( ; ) ( ) ( ) 0.h G x t G x u t u h u du

           
Âîíà ñïðàâäæóºòüñÿ ïðè äîâ³ëüíèõ 0x   ³ 0t   ëèøå çà óìîâ 
 ( ) ( ) 0,u h u     (0) 2 .h   
Çâ³äñè çíàõîäèìî, ùî 
Ï³ñëÿ öüîãî äëÿ ôóíêö³¿ ( , )u x t  ôîðìóëþºìî òà ðîçâ’ÿçóºìî ë³í³éíó êðàéîâó çàäà÷ó ç 
óæå îäíîð³äíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè òà, âçàãàë³ êàæó÷è, ïåðåîçíà÷åíèìè ïî÷àòêîâè-
ìè óìîâàìè é ôóíêö³ºþ äæåðåë. 
Äëÿ çàäà÷ äèôóç³¿ àíàëîãîì çàêîíó Íüþòîíà âèñòóïàº óìîâà  0
0x
n
D n n
x 
      
0,  ùî îïèñóº ïðîöåñ äèôóç³¿ ÷àñòèíîê äîì³øêè ì³æ ñåðåäîâèùåì, ó ÿêîìó ¿õ êîíöåí-
òðàö³ÿ äàºòüñÿ ôóíêö³ºþ ( , ),n x t  ³ ðåçåðâóàðîì, äå âîíà ìàº ïåâíå çíà÷åííÿ n0, ÷åðåç 
ïîâåðõíþ ðîçä³ëó x = 0. Ó ö³é óìîâ³ D — êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ ÷àñòèíîê äîì³øêè â ñåðåäî-
âèù³,  — åìï³ðè÷íèé êîåô³ö³ºíò, ÿêèé õàðàêòåðèçóº ïðîíèêí³ñòü ïîâåðõí³ ðîçä³ëó ïî 
â³äíîøåííþ äî öèõ ÷àñòèíîê. Â³äïîâ³äíî, òåïåð ,h D   ãðàíè÷íèé âèïàäîê 0h   
â³äïîâ³äàº óìîâ³ (0, ) 0xn t   íà ïîâåðõí³, ùî º íåïðîíèêíîþ äëÿ ÷àñòèíîê äîì³øêè, à 
ãðàíè÷íèé âèïàäîê h   â³äïîâ³äàº ñèòóàö³¿, êîëè íà ïîâåðõí³ ðîçä³ëó ¿õ êîíöåíòðà-
ö³ÿ ï³äòðèìóºòüñÿ íà çíà÷åíí³ 0(0, ) .n t n
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 ( ) 2 huu he   
³, îòæå, 
 
0
( , ; ) ( ; ) ( ; ) 2 ( ; ) .huhG x x t G x x t G x x t h G x x u t e du

            (6.78) 
Çàâäàííÿ 6.4.3. Ïîêàæ³òü, ùî ó ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ 0h   òà 
h   ôóíêö³ÿ Ãð³íà (6.78) ïåðåõîäèòü, â³äïîâ³äíî, ó ôóíêö³¿ Ãð³íà 
(6.72) òà (6.68). 
Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâ³ðêà ïîêàçóº, ùî ôóíêö³¿ 
 
2 2
( , ) ( ),a k tk kv x t C e X x
   (6.79) 
äå 
 
2
2
2 1
( ) cos sin ,
1
k
h
X x kx kx
kh
k
     
 0 ,k     (6.80) 
º ÷àñòèííèìè ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ (6.60) ïðè 0,x   0,t   ÿê³ çàäî-
âîëüíÿþòü êðàéîâó óìîâó (6.73). Âèá³ð ìíîæíèêà ïåðåä äóæêàìè â 
(6.80) ñòàíå çðîçóì³ëèì ç ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó (äèâ. äîâåäåííÿ òåîðå-
ìè 6.4.1); çîêðåìà, â³í çàáåçïå÷óº âèêîíàííÿ ïðè 0h   óìîâè ïîâíîòè 
 
0
( ) ( ) ( )k kX x X x dk x x

      (6.81) 
òà óçàãàëüíåíî¿ óìîâè îðòîãîíàëüíîñò³ 
 
0
( ) ( ) ( ).k kX x X x dx k k

      (6.82) 
Òåîðåìà 6.4.1. Äëÿ áóäü-ÿêî¿ ïî÷àòêîâî¿ ôóíêö³¿ 0( ),u x  ³íòåãðîâíî¿ 
íà ï³âîñ³ (0, ),x  ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (6.60), (6.73), (6.62) ïðè 0t   äîïóñ-
êàº çîáðàæåííÿ 
 2 2 0
0
( , ) ( ) ( ) ,a k t kv x t e X x u k dk

    (6.83) 
äå 
  0 0
0
( ) ( ) ( ) .ku k X x u x dx

    (6.84) 
Ïðè öüîìó â óñ³õ òî÷êàõ íåïåðåðâíîñò³ ôóíêö³¿ 0( )u x  ñïðàâäæóºòüñÿ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ 
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 0
0
lim ( , ) ( ).
t
v x t u x

   (6.85) 
Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü âèðàçîì 
 
2 2 2 2
0
1 1
( , ) cos
2
ikx a k t a k tG x t e e dk kxe dk
 
 

     
äëÿ ôóíêö³¿ Ãð³íà íà îñ³ (äèâ. ï³äðîçä³ë 6.3) òà ôîðìóëàìè 
 
2 2
0
cos ,hu
h
kue du
h k

    2 20 sin ,
hu kkue du
h k

    
ïåðåòâîðèìî ôóíêö³þ ( , ; )hG x x t  íàñòóïíèì ÷èíîì: 
 
0
( , ; ) ( ; ) ( ; ) 2 ( ; ) huhG x x t G x x t G x x t h G x x u t e du

            
 
2 2
0 0
1
cos ( ) cos ( ) 2 cos ( )a k t hudk e k x x k x x h k x x u e du
 
                 
 
2 2
0 0
1
2cos cos 2 cos ( ) cosa k t hudk e kx kx h k x x kue du
 
          
 
0
2 sin ( ) sin huh k x x kue du

     
 
2 2
2
2 2
0
2
cos cos cos cosa k t
h
dk e kx kx kx kx
k h

        
 
2
2 2 2 2 2 2
sin sin sin cos cos sin
h hk hk
kx kx kx kx kx kx
k h k h k h
        
 
 
2 2
2
0
2
2
cos sin cos sin .
1
a k te h h
dk kx kx kx kx
k kh
k
            
  
Çãàäàâøè îçíà÷åííÿ (6.80), áà÷èìî, ùî ôóíêö³þ ( , ; )hG x x t  ìîæíà 
ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 
2 2
0
( , ; ) ( ) ( ) .a k th k kG x x t e X x X x dk

     (6.86) 
Çâ³äñè äëÿ ³íòåãðîâíî¿ ïî÷àòêîâî¿ ôóíêö³¿ 0( )u x  ³ 0t   ìàºìî: 
 
0
0
( , ) ( , ; ) ( )hv x t G x x t u x dx

      
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 2 2 2 2 00
0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .a k t a k tk k ke X x X x dk u x dx e X x u k dk
  
            (6.87) 
Îñòàííº òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâàº ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ (6.75) 
äëÿ ôóíêö³¿ Ãð³íà ( , ; )hG x x t  òà â³äîìî¿ âëàñòèâîñò³ ôóíêö³¿ Ãð³íà 
( , ; )G x x t  çàäà÷³ íà îñ³, çã³äíî ç ÿêîþ äëÿ áóäü-ÿêî¿ ³íòåãðîâíî¿ ôóíê-
ö³¿ íà îñ³, çîêðåìà, ôóíêö³¿ 0( ),u x  â³äì³ííî¿ â³ä íóëÿ ëèøå íà ï³âîñ³ 
(0, ),  â óñ³õ òî÷êàõ íåïåðåðâíîñò³ 0( )u x  âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 0 0 0
0 0
0
lim ( ; ) ( ) lim ( ; ) ( ) ( ).
t t
G x x t u x dx G x x t u x dx u x
 
 
           
²íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ (6.84) âèçíà÷åíî íà ìíîæèí³ ôóíêö³é 
0( ),u x  ïðèíàéìí³ ³íòåãðîâíèõ íà ï³âîñ³ (0, ).  Ç òåîðåìè 6.4.1 âèïëè-
âàº, ùî äëÿ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ ñïðàâäæóºòüñÿ ôîðìóëà îáåðíåííÿ, 
çã³äíî ç ÿêîþ â òî÷êàõ íåïåðåðâíîñò³ ³íòåãðîâíî¿ ôóíêö³¿ 0( )u x  âè-
êîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 2 2 00
0
0
( ) lim ( ) ( ) .a k t k
t
u x e X x u k dk



    (6.88) 
Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêö³ÿ  0( )u k  âèÿâëÿºòüñÿ ³íòåãðîâíîþ, ôîð-
ìóëà îáåðíåííÿ äëÿ óçàãàëüíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º, âèçíà÷åíîãî 
ôîðìóëîþ (6.84), çâîäèòüñÿ äî çàñòîñóâàííÿ äî  0( )u k  ïåðåòâîðåííÿ, 
àíàëîã³÷íîãî (6.84): 
  00
0
( ) ( ) ( ) .ku x X x u k dk

    (6.89) 
Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëè (6.84) ³ (6.89) äëÿ, â³äïîâ³äíî, óçàãàëüíå-
íîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º òà îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ åêâ³âàëåíòí³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿì (6.81) ³ (6.82). 
Çàçíà÷èìî, ùî óçàãàëüíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º  0( )u k  ³íòåãðîâíî¿ 
ôóíêö³¿ 0( )u x  ñàìî º ³íòåãðîâíîþ òà ³íòåãðîâíîþ ç êâàäðàòîì ôóíê-
ö³ºþ, ÿêùî, íàïðèêëàä, 0( )u x  — äâ³÷³ äèôåðåíö³éîâíà â êîæí³é òî÷-
ö³, ìàº ³íòåãðîâí³ ïåðøó é äðóãó ïîõ³äí³ òà çàäîâîëüíÿº óìîâó 
 0 0(0) (0) 0.u hu    
Ñïðàâä³, ôóíêö³¿ ( )kX x  çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ 
 2( ) ( ),k kX x k X x   0,k    (6.90) 
³ êðàéîâó óìîâó (6.73). Íà ï³äñòàâ³ öüîãî ìàºìî: 
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  0 0 02
0 0
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )k ku k X x u x dx X x u x dxk
 
      
    0 0 0 02 2
0
1 1
( ) ( ) ( ) ( ) (0) (0) (0) (0)k k k k
d
X x u x X x u x dx X u X u
k dx k
              
 0 02 2
0 0
1 1
( ) ( ) ( ) ( ) .k kX x u x dx X x u x dxk k
 
      
Ó ñèëó ³íòåãðîâíîñò³ ôóíêö³¿ 0( )u x  îñòàíí³é ³íòåãðàë º îáìåæåíîþ 
íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ ,k  ÿêà äî òîãî æ ïðÿìóº äî íóëÿ ïðè k   
(çã³äíî ç òåîðåìîþ Ð³ìàíà — Ëåáåãà). Îòæå, 
  0 2
1
( ) (1),
k
u k o
k
   
òîáòî ôóíêö³ÿ  0( )u k  — ³íòåãðîâíà òà ³íòåãðîâíà ç êâàäðàòîì. 
Äëÿ âêàçàíèõ ôóíêö³é 0( )u x  ³ 

0( ),u k  ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (6.88), 
ä³ñòàºìî: 
  2 22 00 0
0
0 0 0
( ) lim ( ) ( ) ( )a k t k
t
u x dx dxu x dk e X x u k
  


     
  2 2 2 22 2
0 0 00
0 0
0 0 0 0
lim ( ) ( ) ( ) lim ( ) ( ) .a k t a k tk
t t
dk e dxu x X x u k u k e dk u k dk
   
 
 
          
Ð³âí³ñòü 
  22 00
0 0
( ) ( )u x dx u k dk
 
    (6.91) 
íàçèâàºòüñÿ ð³âí³ñòþ Ïàðñåâàëÿ. Ìè âèâåëè ¿¿ ïðè ïåâíèõ îáìåæåí-
íÿõ íà ôóíêö³¿ 0( )u x  òà 

0( ),u k  ÿê³ íàñïðàâä³ ìîæíà çíà÷íî ïîñëàáè-
òè. Çîêðåìà, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ÿêùî ôóíêö³ÿ 0( )u x  — ³íòåãðîâíà ç 
êâàäðàòîì íà ï³âîñ³ (0, ),  òî òîä³ ìàéæå ñêð³çü íà ï³âîñ³ (0, )  ³ñíóº ³ 
¿¿ óçàãàëüíåíå Ôóð’º-ïåðåòâîðåííÿ  0( ),u k  ÿêå º ³íòåãðîâíèì ç êâàäðà-
òîì, ³ ïðè öüîìó 0( )u x  òà 

0( )u k  çàäîâîëüíÿþòü ð³âí³ñòü (6.91). 
Çàâäàííÿ 6.4.4. Çàïèø³òü ïåðåòâîðåííÿ (6.84) òà ôîðìóëè îáåð-
íåííÿ (6.88), (6.89) äëÿ ãðàíè÷íèõ âèïàäê³â 0h   ³ h   (â³äïîâ³ä-
íèìè ôîðìóëàìè îçíà÷àþòüñÿ òàê çâàí³ êîñèíóñ- ³ ñèíóñ-ïåðåòâîðåííÿ 
Ôóð’º). 
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Ïîçíà÷èìî, ÿê çâè÷àéíî, ÷åðåç 2(0, )L   ìíîæèíó ôóíêö³é ( ),f x  
êâàäðàòè÷íî ³íòåãðîâíèõ íà ï³âîñ³ (0, ) :  
 
2 2
0
( ) .f f x dx

    
Íå òîðêàþ÷èñü ñóòî òåõí³÷íèõ ïèòàíü çá³æíîñò³, íà ï³äñòàâ³ ïîïåðåä-
í³õ ðåçóëüòàò³â ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî áóäü-ÿêà òàêà ôóíêö³ÿ äî-
ïóñêàº çîáðàæåííÿ 
 
0
( ) ( ) ( ) ,kf x X x f k dk

   
äå 
 
0
( ) ( ) ( ) .kf k X x f x dx

   
Ñåðåä ôóíêö³é 2(0, )f L   âèä³ëèìî ï³äìíîæèíó ôóíêö³é, ùî çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâó 
  24
0
(1 ) ( ) ,k f k dk

     (6.92) 
òà îçíà÷èìî íà í³é îïåðàòîð 2, ,hD  ÿêèé ä³º çà ôîðìóëîþ 
   22,
0
( ) ( ) ( ) .h kD f x X x k f k dk

    (6.93) 
ßêùî ³íòåãðîâíà ç êâàäðàòîì ôóíêö³ÿ 2 ( )k f k  º ùå é ïðîñòî ³íòå-
ãðîâíîþ íà ï³âîñ³ (0, ),  òî ç ð³âíÿííÿ (6.90) âèïëèâàº, ùî 
   22, 2( ) ( ).hD f x f xx    
Ïðè öüîìó 
 
0
( ) ( ) ( ) ,kf x X x f k dkx
    
à òîìó 
  
0
(0) (0) (0) (0) ( ) 0.k kf hf X hX f k dk

      
Ñïèðàþ÷èñü íà ö³ ôàêòè, ìîæåìî äîâåñòè, ùî îïåðàòîð 2,hD  çá³-
ãàºòüñÿ ç îïåðàòîðîì äðóãî¿ ïîõ³äíî¿ 2 2x   íà ìíîæèí³ àáñîëþòíî 
íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é ( )f x  ³ç 2 (0, ),L   ùî ìàþòü àáñîëþòíî íåïå-
ðåðâíó ïåðøó ïîõ³äíó òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 
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2
0
( ) ,f x dx

    2
0
( ) ,f x dx

    
 (0) (0) 0.f hf    
Ïîêàæåìî, ùî ñïåêòð îïåðàòîðà 2,hD  çá³ãàºòüñÿ ç ï³ââ³ññþ [0, )  
êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè ³ º ÷èñòî íåïåðåðâíèì, òîáòî æîäíà òî÷êà ï³â-
îñ³ [0, )  íå º âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà 2, .hD  
Ä³éñíî, ïðèïóñòèìî ñïåðøó, ùî êîìïëåêñíå ÷èñëî ,i      
0,   íàëåæèòü ñïåêòðó îïåðàòîðà 2, .hD  Òîä³, çà îçíà÷åííÿì, ³ñíóº 
òàêà ïîñë³äîâí³ñòü íîðìîâàíèõ ôóíêö³é ( )ng x
2
( 1)ng   ç îáëàñò³ âè-
çíà÷åííÿ 2, ,hD  ùî 
   22,
0
lim ( ) ( ) 0.h n nn
D g x g x dx

      (6.94) 
Ç äðóãîãî áîêó, ç ôîðìóë (6.92), (6.93) òà ð³âíîñò³ Ïàðñåâàëÿ (6.91) âè-
ïëèâàº, ùî 
     22 22,
0 0
( ) ( ) ( ) ( )n nh n nD g x g x dx k g k g k dk
 
       
  2 2 22 2 2 2 2 2
0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) 0,n n nk g k dk g k dk g x dx
  
                
à öå ñóïåðå÷èòü ñï³ââ³äíîøåííþ (6.94). 
Äàë³ ïðèïóñòèìî, ùî ñïåêòðó îïåðàòîðà 2,hD  íàëåæèòü ä³éñíå 
÷èñëî 0.   Ñêîðèñòàâøèñü ñï³ââ³äíîøåííÿì (6.94) äëÿ â³äïîâ³äíî¿ 
ïîñë³äîâíîñò³ íîðìîâàíèõ ôóíêö³é ( )ng x  ç îáëàñò³ âèçíà÷åííÿ 2, ,hD  
ôîðìóëàìè (6.92) ³ (6.93), ð³âí³ñòþ Ïàðñåâàëÿ (6.91) òà íåð³âí³ñòþ 
Êîø³ — Áóíÿêîâñüêîãî, çíîâó ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñò³: 
 
 
 
2 22 2
0 0 0
1 2 1 2
2 2
2 2
0 0
0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0.
n nn
n n
n
g x dx g k dk k g k dk
k g k dk g k dk
  
 

        
                 
  
 
 
Íåõàé òåïåð 20 0k    — íåâ³ä’ºìíå ÷èñëî. Äëÿ áóäü-ÿêîãî òàêîãî   ìîæíà ââåñòè, íàïðèêëàä, ïîñë³äîâí³ñòü ôóíêö³é 
 
2
2
0
0
1
22
2
0 0( ) ( ) ,
k
n
n k
k
g x k k X x dk
n
          
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ÿê³ º îáåðíåíèìè ïåðåòâîðåííÿìè Ôóð’º êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ 
 ôóíêö³é 
 
1
22 2
2 2
0 0 0 0
2
2
0 0
, ÿêùî , ,
( )
0, ÿêùî , ,
n
k k k k k
n n
g k
k k k
n
                         
 
çàäàíèõ íà ï³âîñ³ [0, ).k   Ôóíêö³¿ ( )ng x  íîðìîâàí³, ùî ëåãêî áà÷è-
òè ç ð³âíîñò³ Ïàðñåâàëÿ 
 
 
2
2
0
0
22
2
0 0 2
0 0
1
( ) ( ) 1,
k
n
nn
k
g x dx g k dk dk
k k
n
 
  
 
    
òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (6.92). Çíîâó ñêîðèñòàâøèñü ð³âí³ñòþ Ïàðñå-
âàëÿ (6.91), äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ öèõ ôóíêö³é ( )ng x  ä³ñòàºìî: 
    
 
2
2
0
0
2 22 2 2
2, 0 02
0 2
0 0
1
( ) ( )
k
n
h n n
k
D g x k g x dx k k dk
k k
n

   
 
   
 
 
2
2
0
0
22 4
2 2
0 0 22
2
0 0
1
k
n
k
k k dk
n n
k k
n
          
 . 
Çâ³äñè áà÷èìî, ùî 20k  íàëåæèòü ñïåêòðó îïåðàòîðà 2, .hD  Ïðè öüîìó 
2
0 0k   íå ìîæå áóòè âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà 2, ,hD  îñê³ëüêè òîä³ 
á äëÿ â³äïîâ³äíî¿ íåíóëüîâî¿ âëàñíî¿ ôóíêö³¿ 2
0
( )
k
g x  ìè áè ìàëè: 
      22 2 00 0 2 222 2 22, 0 0
0 0
( ) ( ) ( ) 0.kh k kD g x k g x dx k k g k dk
 
      
Âèõîäèëî á, ùî ôóíêö³ÿ    2
0
2 2
0 ( )kk k g k  ìàéæå ñêð³çü äîð³âíþº íóëþ, 
à òîìó  2
0
( ) 0kg k   (ìàéæå ñêð³çü) ³, îòæå, 20 ( ) 0kg x   (ìàéæå ñêð³çü). 
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6.5. ÍÅÎÄÍÎÐ²ÄÍÅ Ð²ÂÍßÍÍß ÒÅÏËÎÏÐÎÂ²ÄÍÎÑÒ² ÍÀ Ï²ÂÎÑ² 
Òåïåð ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîø³ äëÿ íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ òåïëî-
ïðîâ³äíîñò³ (äèôóç³¿) íà ï³âîñ³, ÿêó çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 
 
2
2
2
( , ),
w w
a f x t
t x
     0 , ,x t     (6.95) 
 (0, ) (0, ) 0,xw t hw t   0 ,h     (6.96) 
 ( ,0) 0.w x    (6.97) 
Ôóíêö³þ ( , )f x t  ââàæàºìî îáìåæåíîþ â îáëàñò³ 0,x   0,t   à ïî-
÷àòêîâó ôóíêö³þ âèáèðàºìî, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñò³, ð³âíîþ 
íóëþ. 
Ðîçâ’ÿçóºìî çàäà÷ó, ñêîðèñòàâøèñü ïðèíöèïîì Äþàìåëÿ. À ñàìå, 
óâåäåìî ôóíêö³þ ( , | ),x t   ÿêà äëÿ ô³êñîâàíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà 
  çàäîâîëüíÿº îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ 
 
2
2
2
,a
t x
     0 ,x    ,t     (6.98) 
êðàéîâó óìîâó 
 (0, | ) (0, | ) 0x t h t        (6.99) 
òà ïî÷àòêîâó óìîâó 
 ( , | ) ( , ).
t
x t f x      (6.100) 
Äàë³ áóäóºìî ôóíêö³þ 
 
0
( , ) ( , | ) .
t
w x t x t d      (6.101) 
Âîíà ³ º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (6.95)–(6.97). 
Ñïðàâä³, ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (6.98), (6.100) ³ (6.101) ìàºìî: 
 
0 0
( , ) ( , | ) ( , | )
( , | ) ( , ) ,
t t
t
w x t x t x t
x t d f x t d
t t t
                
 
2 2
2 2
0
( , ) ( , | )
,
tw x t x t
d
x x
       
 
2 2
2 2
2 2
0
( , ) ( , ) ( , | ) ( , | )
( , ) ( , ).
tw x t w x t x t x t
a f x t a d f x t
t tx x
                  
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Îòæå, ð³âíÿííÿ (6.95) ñïðàâäæóºòüñÿ. Ç ôîðìóë (6.99) ³ (6.101) áà÷è-
ìî, ùî 
  
0
(0, ) (0, ) (0, | ) (0, | ) 0,
t
x xw t hw t t h t d          
òîáòî âèêîíóºòüñÿ é êðàéîâà óìîâà (6.96). ², íàðåøò³, ç ôîðìóëè 
(6.101) ïðè 0t   ïðèõîäèìî äî ïî÷àòêîâî¿ óìîâè (6.97): 
 
0
0
( ,0) ( ,0 | ) 0.w x x d      
Çàëèøàºòüñÿ âèïèñàòè ôóíêö³þ ( , | )x t   â ÿâíîìó âèãëÿä³. Äëÿ 
öüîãî ïîð³âíþºìî çàäà÷³ (6.60), (6.73), (6.62) òà (6.98)–(6.100). Êð³ì 
ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é, âîíè â³äð³çíÿþòüñÿ âèáîðîì ïî÷àòê³â â³äë³êó 
÷àñó, ÿê³ äîð³âíþþòü â³äïîâ³äíî 0t   ³ .t    Òîìó â ïåðø³é çàäà÷³ àð-
ãóìåíò t  ìàº çì³ñò ïðîì³æêó ÷àñó, ùî ïðîéøîâ ç ïî÷àòêîâîãî ìîìåí-
òó, à â äðóã³é — îçíà÷àº, ùî ç ïî÷àòêîâîãî ìîìåíòó ïðîéøîâ ïðîì³æîê 
÷àñó .t    Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( , | )x t   (ðîçâ’ÿçêó 
çàäà÷³ (6.98)–(6.100)) ó ìîìåíò ÷àñó t  çá³ãàºòüñÿ ³ç çíà÷åííÿì ôóíêö³¿ 
(6.87) (ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (6.60), (6.73), (6.62)) ó ìîìåíò ÷àñó ,t    çàïè-
ñàíî¿ äëÿ ïî÷àòêîâî¿ ôóíêö³¿ ( , ) :f x   
 
 0
0
( , | ) ( , ) iç çàìiíîþ ( ) ( , )
( , ; ) ( , ) .h
x t v x t u x f x
G x x t f x dx

        
        (6.102) 
Ï³äñòàâèâøè âèðàç (6.102) ó ôîðìóëó (6.101), ä³ñòàºìî øóêàíèé 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (6.95)–(6.97): 
 
0 0
( , ) ( , ; ) ( , ),
t
hw x t d dx G x x t f x

          (6.103) 
äå ôóíêö³ÿ ( , ; )hG x x t  äàºòüñÿ ôîðìóëîþ (6.86). 
Çàâäàííÿ 6.5.1. Äîâåä³òü ôîðìóëó (6.103) ìåòîäîì óçàãàëüíåíîãî 
ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º. 
Çàâäàííÿ 6.5.2. Ìåòîäîì ïðîäîâæåííÿ çíàéä³òü ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
Êîø³ äëÿ íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ íà íåâ³ä’ºìí³é ï³âîñ³, ÿêèé 
çàäîâîëüíÿº ïî÷àòêîâó óìîâó (6.97) òà êðàéîâó óìîâó: à) (0, ) 0;w t   
á) (0, ) 0.xw t   
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çàäà÷à òåïëîïðîâ³äíîñò³ (äèôóç³¿) íà ï³âîñ³ 
0 x    ñêëàäàºòüñÿ ÿê ç íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (6.95), òàê ³ ç íåíó-
ëüîâî¿ ïî÷àòêîâî¿ óìîâè (6.62). Ïðè âèêîíàíí³ êðàéîâî¿ óìîâè (6.73), 
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(6.96) âîíà º ë³í³éíîþ, òîìó ðåäóêóºòüñÿ íà çàäà÷³ (6.60), (6.73), (6.62) 
³ (6.95)–(6.97), à ¿¿ ðîçâ’ÿçîê º ñóïåðïîçèö³ºþ ðîçâ’ÿçê³â öèõ äâîõ çà-
äà÷: 
 0
0 0 0
( , ) ( , ; ) ( ) ( , ; ) ( , ).
t
h hu x t dx G x x t u x d dx G x x t f x
 
               (6.104) 
Ó ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ h   òà 0h   çâ³äñè îòðèìóºìî ðîçâ’ÿçêè 
äëÿ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (äèôóç³¿) íà ï³âîñ³ ç êðàéîâèìè óìîâàìè 
â³äïîâ³äíî (0, ) 0u t   òà (0, ) 0.xu t   Ôóíêö³¿ Ãð³íà äëÿ öèõ çàäà÷ äàþòü-
ñÿ ôîðìóëàìè (6.68) òà (6.72). 
6.6. Ð²ÂÍßÍÍß ÒÅÏËÎÏÐÎÂ²ÄÍÎÑÒ² ÍÀ Â²ÄÐ²ÇÊÓ 
Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³ (äèôóç³¿) íà â³äð³çêó [0, ]l  ä³éñíî¿ îñ³. Òàê³ çàäà÷³ îïèñóþòü, íà-
ïðèêëàä, ïðîöåñè òåïëîïðîâ³äíîñò³ ó ñê³í÷åííèõ òîíêèõ ñòåðæíÿõ 
òà ïðîöåñè äèôóç³¿ ÷àñòèíîê äîì³øêè â òîíêèõ ïðîá³ðêàõ. ßêùî 
ñêîðèñòàòèñÿ ìåòîäîì â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ, òî ¿õ àíàë³ç çíà÷íîþ 
ì³ðîþ ñõîæèé íà àíàë³ç êðàéîâèõ çàäà÷ ïðî êîëèâàííÿ ñòðóíè, îä-
íîð³äíî¿ ÷è íåîäíîð³äíî¿. Îñíîâíà â³äì³íí³ñòü ì³æ ðîçâ’ÿçêàìè öèõ 
çàäà÷ ïîëÿãàº â õàðàêòåð³ ¿õ ÷àñîâî¿ çàëåæíîñò³. 
Ùîá ïðîäåìîíñòðóâàòè ñêàçàíå, ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ òåïëîïðî-
â³äíîñò³ â îäíîð³äíîìó ñòåðæí³ [0, ],l  á³÷íà ïîâåðõíÿ ÿêîãî òåïëî³çî-
ëüîâàíà, à íà ê³íöÿõ â³äáóâàºòüñÿ òåïëîîáì³í çà çàêîíîì Íüþòîíà ç 
íàâêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì, ùî ìàº íóëüîâó òåìïåðàòóðó. Â³äïîâ³äíà 
êðàéîâà çàäà÷à çàïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ 
 
2
2
2
( , ),
u u
a f x t
t x
     0 ,x l   0,t    (6.105) 
 1(0, ) (0, ) 0,xu t h u t   2( , ) ( , ) 0,xu l t h u l t   0,t    (6.106) 
 0( ,0) ( ),u x u x  0 ,x l    (6.107) 
äå ñòàë³ 1 2, 0,h h   à ôóíêö³ÿ 0( )u x  ìàº çì³ñò ïî÷àòêîâî¿ òåìïåðàòóðè 
òî÷îê ñòåðæíÿ; äëÿ ïðîñòîòè, óâàæàòèìåìî ¿¿ êóñêîâî-íåïåðåðâíîþ 
íà [0, ].l  
Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (6.105)–(6.107) äîð³âíþº ñóì³ 
 ( , ) ( , ) ( , ),u x t v x t w x t    (6.108) 
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äå ( , )v x t  — ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ òå-
ïëîïðîâ³äíîñò³ ç êðàéîâèìè óìîâàìè (6.106) ³ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ 
(6.107), à ( , )w x t  — ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ íåîäíîð³äíîãî ð³â-
íÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç òèìè ñàìèìè êðàéîâèìè óìîâàìè òà íóëüî-
âîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ. 
Ðîçâ’ÿçóºìî ïåðøó çàäà÷ó: 
 
2
2
2
,
v v
a
t x
    0 ,x l   0,t    (6.109) 
 1(0, ) (0, ) 0,xv t h v t   2( , ) ( , ) 0,xv l t h v l t   0,t    (6.110) 
 0( ,0) ( ),v x u x  0 .x l    (6.111) 
Çã³äíî ³ç çàãàëüíîþ ñõåìîþ â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ, ÷àñòèí-
í³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (6.109) øóêàºìî ó âèãëÿä³ äîáóòêó ( , )v x t 
( ) ( ).T t X x  Ï³äñòàâèâøè éîãî ñïåðøó â ð³âíÿííÿ (6.109), ä³ñòàºìî 
ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 
2
( ) ( )
.
( )( )
T t X x
X xa T t
   
Âîíî ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ äîâ³ëüíèõ x  ³ t  çà óìîâè, ùî îáèäâ³ éîãî 
÷àñòèíè äîð³âíþþòü äåÿê³é ñòàë³é .  Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ôóíêö³¿ 
( )T t  òà ( )X x  çàäîâîëüíÿþòü çâè÷àéí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ 
 2( ) ( ) 0,T t a T t     0,t    (6.112) 
òà 
 ( ) ( ) 0,X x X x     0 .x l    (6.113) 
Ï³äñòàâëÿþ÷è äàë³ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ( , ) ( ) ( )v x t T t X x  ó êðàéîâ³ 
óìîâè (6.110), çíàõîäèìî êðàéîâ³ óìîâè äëÿ ôóíêö³¿ ( ) :X x  
 1(0) (0) 0,X h X    2( ) ( ) 0.X l h X l     (6.114) 
Îòæå, äëÿ êîîðäèíàòíî¿ ÷àñòèíè øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó ( , )v x t  ä³ñòà-
ºìî êðàéîâó çàäà÷ó Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ (6.113), (6.114). Âîíà ïîâí³ñ-
òþ çá³ãàºòüñÿ ç â³äïîâ³äíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ 
(4.210), (4.211) äëÿ êîëèâàíü ñòðóíè ç ïðóæíî çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿ-
ìè, à òîìó, ÿê áóëî ïîêàçàíî â ï³äðîçä³ë³ 4.10, çà óìîâè, ùî çíà÷åííÿ 
ïàðàìåòðà   çá³ãàþòüñÿ ç ïåâíèìè — âëàñíèìè — çíà÷åííÿìè ,n  
ùî äàþòüñÿ ôîðìóëîþ (4.225), ³ñíóþòü ¿¿ íåòðèâ³àëüí³ íîðìîâàí³ 
ðîçâ’ÿçêè ( ),nX x  ÿê³ îïèñóþòüñÿ ôîðìóëàìè (4.226) ³ (4.233). 
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Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (6.112) ïðè n    äàºòüñÿ âèðàçîì 
 
2
( ) ,na tn nT t A e
   (6.115) 
äå nA  — ñòàëà. Íàãàäàºìî, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ n  — ä³éñí³ òà 
íåâ³ä’ºìí³, à â³äïîâ³äí³ ðîçâ’ÿçêè (âëàñí³ ôóíêö³¿) ( )nX x  — ïîïàðíî 
îðòîãîíàëüí³. 
Òàêèì ÷èíîì, íåòðèâ³àëüí³ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (6.109), 
ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâ³ óìîâè (6.110), îïèñóþòüñÿ âèðàçîì 
 
2 2
1( ) ( ) ( ) cos sin ,n na t a t n nn n n n n n
n
x h l x
T x X x A e X x A e C
l l
        
  (6.116) 
äå 2 2 ,n n l    n  — íåâ³ä’ºìí³ ä³éñí³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ (4.220). Çà 
àíàëîã³ºþ ³ç çàäà÷åþ ïðî êîëèâàííÿ îáìåæåíî¿ ñòðóíè, ðîçâ’ÿçîê 
êðàéîâî¿ çàäà÷³ (6.109)–(6.111) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ 
ðîçâ’ÿçê³â (6.116): 
 
2
1
( , ) ( ).na tn n
n
v x t a e X x
 

   (6.117) 
Êîåô³ö³ºíòè na  ó ö³é ôîðìóë³ âèçíà÷àþòüñÿ ç ïî÷àòêîâî¿ óìîâè 
(6.111): 
 0
1
( ,0) ( ) ( ),n n
n
v x a X x u x


   
çâ³äêè 
 0
0
( ) ( ) .
l
n na u x X x dx      (6.118) 
Ðÿä (6.117) ìàº ïðîçîðèé ô³çè÷íèé çì³ñò. Êîæíèé éîãî ÷ëåí îïè-
ñóº ïåâíó òåïëîâó ìîäó, òîáòî òàêèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè ïî äîâ æèí³ 
ñòåðæíÿ, ÿêèé ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó ìàº âèãëÿä ñòîÿ÷î¿ õâèë³ ç ïðî-
ô³ëåì, ùî âèçíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ºþ ( ),nX x  òà ç äîâæèíîþ 2 .n nl     
Öåé ðîçïîä³ë ôîðìóºòüñÿ âíàñë³äîê íàêëàäàííÿ òåïëîâèõ ïîòîê³â, 
ùî éäóòü äî òà â³ä êðà¿â ñòåðæíÿ ïðè çàäàíèõ êðàéîâèõ óìîâàõ. Àëå, 
íà â³äì³íó â³ä îáìåæåíèõ ïðóæíèõ ñèñòåì, ó ÿêèõ ïðè çáóäæåíí³ ïåâ-
íî¿ ãàðìîí³êè âñ³ òî÷êè êîëèâàþòüñÿ (ïðè â³äñóòíîñò³ òåðòÿ) çà ãàð-
ìîí³÷íèì çàêîíîì ç³ ñòàëèìè àìïë³òóäàìè, àìïë³òóäí³ çíà÷åííÿ òåì-
ïåðàòóðè â òåïëîâ³é ìîä³ ñïàäàþòü â óñ³õ âíóòð³øí³õ òî÷êàõ ñòåðæíÿ 
çà åêñïîíåíö³àëüíèì çàêîíîì / ,ntna e
   äå 21 ( )n na    — õàðàêòåðíèé 
÷àñ ðåëàêñàö³¿ ö³º¿ òåïëîâî¿ ìîäè. 
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Äîâ³ëüíèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â ñòåðæí³ â áóäü-ÿêèé ìîìåíò 
÷àñó äîð³âíþº ñóïåðïîçèö³¿ (6.117) òåïëîâèõ ìîä, ùî ìîæóòü âèíè-
êàòè â íüîìó. Îñê³ëüêè ÷àñ n  øâèäêî ñïàäàº ç íîìåðîì ìîäè ,n  òî 
ôàêòè÷íî âæå ÷åðåç ïðîì³æîê ÷àñó ïîðÿäêó ê³ëüêîõ n  n-òà òåïëîâà 
ìîäà òà ìîäè ç âèùèìè íîìåðàìè çãàñàþòü ³ ïåðåñòàþòü âïëèâàòè íà 
åâîëþö³þ òåìïåðàòóðè ñòåðæíÿ. 
Çàóâàæåííÿ 6.6.1. ßêùî ê³íö³ ñòåðæíÿ òåïëî³çîëüîâàí³, òî íàé-
ìåíøîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ 0 0   â³äïîâ³äàº íîðìîâàíà âëàñíà 
ôóíêö³ÿ 0 1 .X l  Ó öüîìó ñïåö³àëüíîìó âèïàäêó ³ñíóº ÷àñòèííèé 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ âèäó 0 0 0 ,T X A l  ÿêèé ìàº 
çì³ñò ð³âíîâàæíîãî çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè, ùî âñòàíîâëþºòüñÿ â 
ñòåðæí³ ç ÷àñîì. 
Àíàëîã³÷íó ³íòåðïðåòàö³þ äîïóñêàþòü ³ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè âèäó 
(6.116) êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ äèôóç³¿. À ñàìå, 
âîíè îïèñóþòü äèôóç³éí³ ìîäè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ïðîñòîðîâèé ðîç-
ïîä³ë òà ÷àñîâó åâîëþö³þ êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê äîì³øêè. Õàðàêòåð-
í³ äîâæèíè äèôóç³éíèõ ìîä 2 ,n nl     õàðàêòåðí³ ÷àñè ðåëàêñàö³¿ 
1 ( ).n nD    ßêùî êðà¿ ñèñòåìè íåïðîíèêí³ äëÿ ÷àñòèíîê äîì³øêè, 
òî îñòàíí³ â ê³íöåâîìó ï³äñóìêó ðîçïîä³ëÿþòüñÿ ð³âíîì³ðíî ïî âñ³é 
òàê³é çàìêíåí³é ñèñòåì³. 
Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (6.118), ðîçâ’ÿçîê (6.117) ìîæíà ïîäàòè ó âè-
ãëÿä³ 
 0
0
( , ) ( , ; ) ( ) ,
l
v x t G x x t u x dx      (6.119) 
äå 
 
2
1
( , ; ) ( ) ( ),na t n n
n
G x x t e X x X x
 

   0,t    (6.120) 
– ÷àñîâà ôóíêö³ÿ Ãð³íà ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (6.109) íà â³äð³çêó ïðè 
êðàéîâèõ óìîâàõ (6.110). 
ßê ³ ðîçâ’ÿçîê (6.117), ôóíêö³ÿ Ãð³íà (6.120) º ïðè 0t   íåïåðåðâ-
íîþ òà íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíîþ äîâ³ëüíó ê³ëüê³ñòü ðàç³â çà ñâî-
¿ìè àðãóìåíòàìè. Öå âèïëèâàº ç òîãî ôàêòó, ùî ðÿä (6.120) òà ðÿäè, 
îòðèìóâàí³ ç íüîãî ïî÷ëåííèì äèôåðåíö³þâàííÿì çà çì³ííèìè x  òà 
,t  º ð³âíîì³ðíî çá³æíèìè, îñê³ëüêè ìàæîðóþòüñÿ àáñîëþòíî çá³æíè-
ìè (ïðè 0)t   ÷èñëîâèìè ðÿäàìè. Ñïðàâä³, äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü çà-
äà÷³ (6.113), (6.114) ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 2 21 2( 1) ,nc n c n     äå ñòàë³ 
285
1 2, 0c c   (äèâ. ôîðìóëó (5.58)). Çã³äíî æ ³ç ôîðìóëàìè (4.226) ³ (4.233), 
â³äïîâ³äí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ ( )nX x  òà ¿õ ïîõ³äí³ 
( ) ( ),knX x  1,k   ð³âíîì³ð-
íî îáìåæåí³ íà [0, ]:l  
 ( ) ,nX x M    ( ) /2( ) .k kn nX x M   
Òîìó 
 
2
2 2 2
1
( )
1
( 1)2 2 /2 2 2 /2 2
2
1 1
( , ; )
( ) ( )
.
n
n
a tk l l
k
n nk l l
n
a t c n a tl l k l l k l k
n
n n
G x x t e
X x X x
x t t
M a e M a c n e
 

     
 
     
  

 
 
Îñê³ëüêè çàãàëüíèé ÷ëåí îñòàííüîãî ðÿäó 
2 2
1 ( 1)2 ,c n a tl knb n e
   òî ïðè 
0t   ìàºìî: 
 
2
1
2
(2 1)1 1lim lim 1 0.
l k
c n a tn
n n
n
b
e
b n

 
 
       
Îòæå, çà îçíàêîþ Ä’Àëàìáåðà, öåé ðÿä çá³ãàºòüñÿ. 
Àíàëîã³÷íèì ñïîñîáîì ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî ðÿä (6.120) ìîæíà òà-
êîæ ïî÷ëåííî ³íòåãðóâàòè, òîáòî ôóíêö³ÿ Ãð³íà (6.120) ³íòåãðîâíà çà 
ñâî¿ìè çì³ííèìè. 
Çàâäàííÿ 6.6.1. Íåîáìåæåíó ïëîñêîïàðàëåëüíó îäíîð³äíó ïëàñ-
òèíó òîâùèíîþ l  íàãð³òî äî òåìïåðàòóðè .T  Ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó 
÷àñó 0,t   ïîâåðõí³ ïëàñòèíè ï³äòðèìóþòüñÿ ïðè íóëüîâ³é òåìïåðà-
òóð³. Çíàéä³òü ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè ó ïëàñòèí³ â äîâ³ëüíèé ìîìåíò 
÷àñó. Îö³í³òü ïðîì³æîê ÷àñó, çà ÿêèé ñåðåäíÿ òåìïåðàòóðà ïëàñòèíè 
âïàäå íà ïîðÿäîê. 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Íàïðÿìèìî â³ñü OX  ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïîâåðõîíü 
ïëàñòèíè. Äëÿ âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ó ïëàñòèí³ ìàºìî êðàéîâó çà-
äà÷ó âèäó (6.109)–(6.111) ³ç êðàéîâèìè óìîâàìè (0, ) ( , ) 0v t v l t   òà 
ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ( ,0) .v x T  Çàñòîñóâàâøè ìåòîä â³äîêðåìëåííÿ 
çì³ííèõ, äëÿ êîîðäèíàòíî¿ ÷àñòèíè ä³ñòàºìî êðàéîâó çàäà÷ó Øòóð-
ìà — Ë³óâ³ëëÿ 0,X X    (0) ( ) 0,X X l   çâ³äêè çíàõîäèìî âëàñí³ 
çíà÷åííÿ 
2 2
2n
n
l
   òà íîðìîâàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ 2( ) sin ,n nxX x l l
  
1,2,....n   Äëÿ ÷àñîâî¿ ÷àñòèíè ìàºìî ð³âíÿííÿ (6.112), ðîçâ’ÿçîê ÿêî-
ãî äàºòüñÿ ôîðìóëîþ (6.115). Ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè ó ïëàñòèí³ îïèñó-
ºòüñÿ ðÿäîì (6.117) ç êîåô³ö³ºíòàìè (äèâ. ôîðìóëó (6.118)) 
286
 
0
2
( ) 1 ( 1)
0, ÿêùî  ïàðíå, òîáòî 2 ,
2
2 ,  ÿêùî  íåïàðíå,  2 1,
l
n
n n
l
a TX x dx T
l n
n n m
l
T n n m
l n
      
      

 
äå 0,1,2,....m   
Îòæå, òåìïåðàòóðà ïëàñòèíè â ïåðåð³ç³ x  ó ìîìåíò ÷àñó t  
 
2 2 2
2 2
(2 1)
1 0
4 1 (2 1)
( , ) ( ) sin ,
(2 1)
n
m a
t
a t l
n n
n m
T m x
v x t a e X x e
m l
   
 
       
¿¿ ñåðåäíÿ òåìïåðàòóðà 
 
2 2 2
2
(2 1)
2 2
00
1 8 1
( ) ( , ) .
(2 1)
m al t
l
m
T
v t v x t dx e
l m
  

     
Äëÿ îö³íîê äîñòàòíüî îáìåæèòèñÿ ïåðøèì ÷ëåíîì ( 0)m   îñòàí-
íüîãî ðÿäó. Ïðîì³æîê ÷àñó ,t  çà ÿêèé â³í çìåíøèòüñÿ íà ïîðÿäîê, 
çíàõîäèìî ç óìîâè, ùî ïîêàçíèê åêñïîíåíòè ïðè t t   äîð³âíþº 
ïðèáëèçíî 2,3 2,3( 0,10).e   Çâ³äñè 2 2 2 2 22,3 ( ) 0,23 .t l a l a     
Çàâäàííÿ 6.6.2. Ó ë³â³é ÷àñòèí³, ùî ìàº äîâæèíó ,h  çàêðèòî¿ ãî-
ðèçîíòàëüíî¿ õ³ì³÷íî¿ ïðîá³ðêè äîâæèíîþ l  ì³ñòèòüñÿ ðîç÷èí äåÿêî¿ 
ðå÷îâèíè; êîíöåíòðàö³ÿ ðå÷îâèíè â íüîìó 0.c  Ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó 
0,t   ðîç÷èíåíà ðå÷îâèíà äèôóíäóº â ðîç÷èííèê, ÿêèì ïåðåä öèì çà-
ïîâíþþòü óñþ ïðàâó ÷àñòèíó ïðîá³ðêè. Îïèø³òü ïðîöåñ âèð³âíþâàí-
íÿ êîíöåíòðàö³¿ ðå÷îâèíè â ïðîá³ðö³. Ê³íö³ ïðîá³ðêè íåïðîíèêí³ äëÿ 
ðå÷îâèíè òà ðîç÷èííèêà. 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Äëÿ êîíöåíòðàö³¿ ðå÷îâèíè ìàºìî êðàéîâó çàäà÷ó 
âèäó (6.109)–(6.111) ³ç êðàéîâèìè óìîâàìè (0, ) ( , ) 0x xv t v l t   ³ ïî-
÷àòêîâîþ óìîâîþ 0
, 0 ,
( ,0)
0, .
c x h
v x
h x l
    
 Âëàñí³ çíà÷åííÿ òà íîðìî-
âàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ â³äïîâ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ 
íàñòóïí³: 
 0 0,   0 1( ) ,X x
l
  
 
2 2
2
,n
n
l
   2( ) cos , 1,2,... .n nxX x nl l
   
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Øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê äàºòüñÿ ðÿäîì 
 0 0
1
( , ) ( )nDtn n
n
v x t a X a e X x
 

   
³ç êîåô³ö³ºíòàìè 
 00 0 0
0 0
1 1
( ,0) ( ) 0 ,
l h l
h
c h
a v x X x dx c dx dx
l l l
       
 0 0
0 0
2 2
( ,0) ( ) cos sin , 1,2,... .
l h
n n
nx l nh
a v x X x dx c dx c n
l l l n l
       
Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî: 
 
2 2
2
0
1
2 1
( , ) sin cos .
n D
t
l
n
h nh nx
v x t c e
l n l l
 

      
  
Ïðè t   (à ïðàêòè÷íî âæå ÷åðåç ïðîì³æîê ÷àñó 2 24 ( )t l D   
20,4 )l D  ðå÷îâèíà ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëèòüñÿ ïî îá’ºìó ïðîá³ðêè; ¿¿ 
ð³âíîâàæíà êîíöåíòðàö³ÿ ñòàíîâèòèìå 0 .c h l  
Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿí-
íÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³: 
 
2
2
2
( , ),
w w
a f x t
t x
     0 ,x l   0,t    (6.121) 
 1(0, ) (0, ) 0,xw t h w t   2( , ) ( , ) 0,xw l t h w l t   0,t    (6.122) 
 ( ,0) 0,w x   0 .x l    (6.123) 
Çàì³ñòü òîãî, ùîá áåçïîñåðåäíüîãî ñêîðèñòàòèñÿ ðîçâ’ÿçêîì (6.117) 
(÷è (6.119)) òà ìåòîäîì Äþàìåëÿ, ðîçâ’ÿçóºìî ¿¿ ìåòîäîì â³äîêðåì-
ëåííÿ çì³ííèõ, ùîá ïðîäåìîíñòðóâàòè äåòàë³ çàñòîñóâàííÿ îñòàííüî-
ãî äî íåîäíîð³äíèõ êðàéîâèõ çàäà÷. 
ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â ñòåðæí³ â äîâ³ëüíèé 
ìîìåíò ÷àñó ìîæíà óÿâëÿòè ñîá³ ÿê ë³í³éíó ñóïåðïîçèö³þ òåïëîâèõ 
ìîä, ùî ìîæóòü âèíèêàòè â íüîìó ïðè çàäàíèõ êðàéîâèõ óìîâàõ. 
ßêùî öåé ðîçïîä³ë º ðåçóëüòàòîì åâîëþö³¿ òåìïåðàòóðíîãî ñòàíó, 
ñòâîðåíîãî â ñòåðæí³ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, òî âàãîâ³ êîåô³ö³ºí-
òè â ö³é ñóïåðïîçèö³¿ çá³ãàþòüñÿ ç êîåô³ö³ºíòàìè ðîçêëàäó ïî÷àòêîâî¿ 
ôóíêö³¿ â ðÿä Ôóð’º çà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè â³äïîâ³äíî¿ êðàéîâî¿ çà-
äà÷³. Îñê³ëüêè âëàñí³ ôóíêö³¿ ñèñòåìè âèçíà÷àþòüñÿ ëèøå ¿¿ ô³çè÷íè-
ìè âëàñòèâîñòÿìè òà êðàéîâèìè óìîâàìè, òî ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, 
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ùî ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â òîìó æ ñòåðæí³, ãåíåðîâàíèé äæåðåëàìè 
òåïëà, òåæ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ë³í³éíî¿ ñóïåðïîçèö³¿ òèõ ñàìèõ 
òåïëîâèõ ìîä, àëå ç âàãîâèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ãóñòè-
íîþ ïîòóæíîñò³ äæåðåë. 
Îòæå, øóêàºìî ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (6.121)–(6.123) äëÿ íåîä-
íîð³äíîãî ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º çà âëàñíè-
ìè ôóíêö³ÿìè ( )nX x  êðàéîâî¿ çàäà÷³ (6.109)–(6.111): 
 ( , ) ( ) ( ).n n
n
w x t t X x    (6.124) 
Äîäàòêîâî ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêö³þ äæåðåë (ñòîê³â) ( , )f x t 
( , ) ( )F x t c   òåæ ìîæíà ðîçâèíóòè â ðÿä Ôóð’º çà ò³ºþ ñàìîþ ñèñòå-
ìîþ ôóíêö³é ( ) :nX x  
 ( , ) ( ) ( ),n n
n
f x t f t X x   (6.125) 
äå êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º äëÿ ôóíêö³¿ äæåðåë 
 
0
( ) ( , ) ( ) .
l
n nf t f x t X x dx      (6.126) 
Ï³äñòàâëÿþ÷è ðÿäè (6.124) òà (6.125) ó ð³âíÿííÿ (6.121), îòðèìóº-
ìî ð³âí³ñòü 
 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.n n n n n n
n
t X x a t X x f t X x         
Çã³äíî ç ð³âíÿííÿì (6.113) ( ) ( ),n n nX x X x    òîìó äàë³ ìàºìî: 
 2( ) ( ) ( ) ( ) 0.n n n n n
n
t a t f t X x          
Çâ³äñè, ñêîðèñòàâøèñü ïîâíîòîþ òà îðòîíîðìîâàí³ñòþ ñèñòåìè 
ôóíêö³é ( ),nX x  äëÿ ôóíêö³é ( )n t  ä³ñòàºìî çâè÷àéíå íåîäíîð³äíå 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
 2( ) ( ) ( ),n n n nt a t f t      0.t    (6.127) 
Òåïåð ï³äñòàâëÿºìî ðÿä (6.124) ó êðàéîâ³ óìîâè (6.122) òà ïî÷àòêî-
âó óìîâó (6.123). Ïåðø³ ñïðàâäæóþòüñÿ àâòîìàòè÷íî, îñê³ëüêè âëàñí³ 
ôóíêö³¿ ( )nX x  çàäîâîëüíÿþòü ò³ ñàì³ êðàéîâ³ óìîâè (äèâ. ôîðìóëè 
(6.114)): 
  1( ) (0) (0) 0,n n n
n
t X h X     2( ) ( ) ( ) 0.n n n
n
t X l h X l    
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Äðóãà äàº ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 (0) ( ) 0,n n
n
X x   
çâ³äêè çíàõîäèìî ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ ôóíêö³é ( ),n t  ÿêèìè òðåáà 
äîïîâíèòè ð³âíÿííÿ (6.127): 
 (0) 0.n    (6.128) 
Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì âàð³àö³¿ äîâ³ëüíî¿ ñòàëî¿, íåòðèâ³àëüíèé 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (6.127) øóêàºìî ó âèãëÿä³ 
 
2
( ) ( ) .na tn nt A t e
   
Ï³äñòàâèâøè öåé âèðàç ó (6.127), äëÿ ïîõ³äíî¿ ôóíêö³¿ ( )nA t  ä³ñòàºìî: 
 
2( )
( ).na tn n
dA t
e f t
dt
  
Çâ³äñè 
 
2
0
( ) ( ) ,n
t
a
n n nA t e f d B
      
äå â ñèëó óìîâ (6.128) ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ 0.nB   Îñòàòî÷íî ìàºìî: 
 
2 2
0
( ) ( ) .n n
t
a a t
n nt e f d e
           (6.129) 
Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (6.121)–(6.123) äàºòüñÿ 
ðÿäîì 
 
2 2
0
( , ) ( ) ( ).n n
t
a a t
n n
n
w x t e f d e X x  
         (6.130) 
Çãàäàâøè âèðàç (6.126) äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ( ),nf   ìîæåìî ïîäàòè éîãî 
÷åðåç ôóíêö³þ Ãð³íà (6.120) ó âèãëÿä³ êâàäðàòóðè: 
 
0 0
( , ) ( , ; ) ( , ).
t l
w x t d dx G x x t f x          (6.131) 
Çàâäàííÿ 6.6.3. Çíàéä³òü òåìïåðàòóðó, ùî âñòàíîâëþºòüñÿ â òîí-
êîìó îäíîð³äíîìó ñòåðæí³ 0 x l   ç òåïëî³çîëüîâàíîþ á³÷íîþ ïî-
âåðõíåþ ï³ä ä³ºþ ïåð³îäè÷íîãî äæåðåëà òåïëà ç ãóñòèíîþ ïîòóæíîñò³ 
 0( , ) ( )sin ( ) .F x t F x t x    Ê³íö³ ñòåðæíÿ ï³äòðèìóþòüñÿ ïðè íóëüî-
â³é òåìïåðàòóð³. 
Ðîçâ’ÿçàííÿ. Óâ³âøè êîìïëåêñíîçíà÷íó ôóíêö³þ ( , )F x t 
0( ) ,
i tF x e    ( )0 0( ) ( ) ,i xF x F x e   òà âçÿâøè äî óâàãè ôîðìóëè (6.120) 
³ (6.131), øóêàíó òåìïåðàòóðó çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ ( , )w x t 
Im ( , ),w x t    äå 
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0 0
( , )
( , ) lim ( , ; ) ( ) ,
t l
i t
t
F x
w x t d dx G x x t A x e
c
 

       
   
 0
0
( ) ( , ) ( ),
l
A x dx G x x F x       
 
2
1
2 1
( , ) sin sin ,
n n
nx nx
G x x
c l l la i



        
2 2
2
.n
n
l
   
Ôóíêö³ÿ ( , )w x t  ìàº çì³ñò óñòàëåíî¿ êîìïëåêñíîçíà÷íî¿ òåìïå-
ðàòóðè, ùî âñòàíîâëþºòüñÿ â ñòåðæí³ ï³ä ä³ºþ òåïëîâîãî äæåðåëà ç 
ãóñòèíîþ ïîòóæíîñò³ 0( , ) ( )
i tF x t F x e    ³ êîëèâàºòüñÿ ç ÷àñòîòîþ   
äæåðåëà òà àìïë³òóäîþ ( ).A x  Îñòàííÿ çàäîâîëüíÿº íåîäíîð³äíå äè-
ôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
 
2
02 2 2
( ) 1
( ) ( ), 0 ,
d y x i
y x F x x l
dx a c a
    
  
òà êðàéîâ³ óìîâè 
 (0) ( ) 0.y y l   
Ôóíêö³ÿ ( , )G x x   º ñïåö³àëüíèì íåïåðåðâíèì ðîçâ’ÿçêîì ö³º¿ çà-
äà÷³ ïðè 0( ) ( ):F x x x    
 
2
2 2 2
( , ) 1
( , ) ( ), 0 , ,
G x x i
G x x x x x x l
x a c a


             
 (0, ) 0, ( , ) 0.G x G l x     
Âîíà íàçèâàºòüñÿ ÷àñòîòíîþ ôóíêö³ºþ Ãð³íà äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðî-
â³äíîñò³ íà â³äð³çêó [0, ]l  (ïðè çàäàíèõ êðàéîâèõ óìîâàõ). Ùîá îòðèìà-
òè ¿¿ ó ñê³í÷åííîìó âèãëÿä³, ïîâòîðþºìî ñõåìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ 
(4.183), (4.184): ðîçáèâøè â³äð³çîê [0, ]l  íà äâà ïðîì³æêè 0 x x   ³ 
,x x l    çíàõîäèìî íà íèõ ðîçâ’ÿçêè îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ 
 
2
2 2
( , )
( , ) 0,
G x x i
G x x
x a


      
ùî çàäîâîëüíÿþòü â³äïîâ³äí³ êðàéîâ³ óìîâè, òà çøèâàºìî ö³ ðîçâ’ÿçêè 
â òî÷ö³ x x  çà äîïîìîãîþ óìîâ 
 ( 0, ) ( 0, ),G x x G x x        21( 0, ) ( 0, ) .G x x G x x c a            
Ó ðåçóëüòàò³ ä³ñòàºìî: 
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sin sin , 0 ,
1
( , )
sin sin sin , .
x l x
i i x x
a a
G x x
l l x xc a i i i i x x l
a a a

                                      
 
Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ïðè 0  ôóíêö³ÿ ( , )G x x   îñîáëèâîñòåé íå 
ìàº: 
 
20
( ), 0 ,1
lim ( , )
( ) , .
x l x x x
G x x
c a l l x x x x l
            
Ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ ÷àñòîòàõ   ó òèõ âíóòð³øí³õ òî÷êàõ ,x  ,x  äå 
ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 
 min , , , 1,
2 2 2 2
x x l x l x
a a a a
           
 
ìàºìî: 
 ( , ) ,
2
x x
i i
a
i
G x x e
c a i

      Im 0.i   
ÊÎÍÒÐÎËÜÍ² ÏÈÒÀÍÍß ÄÎ ÐÎÇÄ²ËÓ 6 
1. ßêà âëàñòèâ³ñòü ïåðåòâîðåíü Ôóð’º âèçíà÷àº ¿õ ðîëü ó çàäà÷àõ äëÿ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè íà ä³éñí³é îñ³ ³ â 
íåîáìåæåíîìó ïðîñòîð³? 
2. ßê âèçíà÷àºòüñÿ ñïåêòð äèôåðåíö³àëüíèõ îïåðàòîð³â ìàòåìàòè÷íî¿ 
ô³çèêè? ×è çá³ãàºòüñÿ ¿õ ñïåêòð ³ç ñóêóïí³ñòþ ¿õ âëàñíèõ çíà÷åíü? 
3. ßê³ òî÷êè êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè óòâîðþþòü ñïåêòð îïåðàòî-
ðà 2 2d dx íà ìíîæèí³ ôóíêö³é ( ),y x  àáñîëþòíî íåïåðåðâ-
íèõ ðàçîì ç³ ñâî¿ìè ïåðøèìè ïîõ³äíèìè íà ä³éñí³é îñ³ ³ òàêèõ, ùî 
2 2
( ) ( )y x y x dx ?


      ×è ìàº öåé îïåðàòîð âëàñí³ çíà÷åííÿ? 
4. Íåõàé ( )q x  — îáìåæåíà ä³éñíà ôóíêö³ÿ. ×è ìîæå îïåðàòîð 
2 2 ( )d dx q x   íà ä³éñí³é îñ³ ç óêàçàíîþ âèùå îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ 
ìàòè âëàñí³ çíà÷åííÿ ç íåíóëüîâîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ? 
5. ßê âèçíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç³ ñòà-
ëèìè êîåô³ö³ºíòàìè íà âñ³é îñ³? ßêèé âîíà ìàº ô³çè÷íèé çì³ñò? 
6. ßê âèðàæàºòüñÿ ôóíêö³ÿ Ãð³íà ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (äèôó-
ç³¿) ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè íà äîäàòí³é ï³âîñ³ ïðè êðàéîâ³é óìîâ³ 
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(0, ) (0, ) 0,xv t hv t   0,h   ÷åðåç ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ â³äïîâ³äíîãî ð³â-
íÿííÿ íà âñ³é îñ³? 
7. ×îìó äîð³âíþþòü îáìåæåí³ óçàãàëüíåí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ äèôåðåíö³àëü-
íîãî îïåðàòîðà 2 2d dx  íà äîäàòí³é ï³âîñ³ ç óêàçàíîþ âèùå êðàéî-
âîþ óìîâîþ? 
8. ßê òðåáà íîðìóâàòè óçàãàëüíåí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ â ïîïåðåäíüîìó ïè-
òàíí³, ùîá äëÿ óçàãàëüíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà öèìè ôóíêö³ÿìè 
ñïðàâäæóâàëàñÿ ð³âí³ñòü Ïàðñåâàëÿ? 
9. ßê³ òî÷êè êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè ñêëàäàþòü ñïåêòð äèôåðåíö³àëüíîãî 
îïåðàòîðà 2 2d dx  íà äîäàòí³é ï³âîñ³, âèçíà÷åíîãî âêàçàíîþ êðàéî-
âîþ óìîâîþ â òî÷ö³ 0x   íà ìíîæèí³ ôóíêö³é, àáñîëþòíî íåïåðåðâ-
íèõ ðàçîì ç³ ñâî¿ìè ïåðøèìè ïîõ³äíèìè òà ³íòåãðîâíèõ ³ç êâàäðàòîì 
ðàçîì ç³ ñâî¿ìè äðóãèìè ïîõ³äíèìè? 
10. ßê âèçíà÷àþòüñÿ òåïëîâ³ (äèôóç³éí³) ìîäè äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðî-
â³äíîñò³ (äèôóç³¿) íà îáìåæåíîìó ³íòåðâàë³? ßêèé çì³ñò äëÿ öèõ ìîä 
ìàþòü âëàñí³ çíà÷åííÿ àñîö³éîâàíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³ó-
â³ëëÿ? 
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Ðîçä³ë 7 
ÏÐÎÑÒÎÐÎÂ² ÊÐÀÉÎÂ² ÇÀÄÀ×² 
7.1. ÏÎÏÅÐÅ×Í² ÊÎËÈÂÀÍÍß ÏÐßÌÎÊÓÒÍÎ¯ ÌÅÌÁÐÀÍÈ 
Ï³ä ïðÿìîêóòíîþ ìåìáðàíîþ ðîçóì³òèìåìî íàòÿãíåíó (ùî ðîáèòü 
¿¿ ïðóæèíèñòîþ) òîíêó ïë³âêó ïðÿìîêóòíî¿ ôîðìè. Áóäåìî ââàæàòè, 
ùî â ñòàí³ ð³âíîâàãè âîíà çá³ãàºòüñÿ ç ä³ëÿíêîþ  1 2: 0 , 0D x l y l     
ïëîùèíè ;XOY  ìåæó ö³º¿ ä³ëÿíêè, òîáòî êðà¿ ìåìáðàíè, ïîçíà÷èìî 
÷åðåç .  Ï³ä ä³ºþ çîâí³øí³õ ôàêòîð³â (ïî÷àòêîâî¿ äåôîðìàö³¿, ïî-
÷àòêîâîãî ³ìïóëüñó, ïðèêëàäåíî¿ ñèëè) ó òàê³é ñèñòåì³ ìîæóòü çáó-
äèòèñÿ ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ, ïðè ÿêèõ òî÷êè ìåìáðàíè çì³ùóþòüñÿ 
ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïëîùèíè .XOY  Äëÿ ¿õ îïèñó ââåäåìî ôóíêö³þ 
( , , ),u u x y t  ÿêà ìàº çì³ñò ïîïåðå÷íîãî çì³ùåííÿ òî÷îê ( , )x y D  
ìåìáðàíè â ìîìåíò ÷àñó .t  
Áóäåìî ââàæàòè, ùî ìåìáðàíà îäíîð³äíà, à ¿¿ êîëèâàííÿ ìàë³. Òîä³ 
ôóíêö³ÿ Ëàãðàíæà ìåìáðàíè äàºòüñÿ âèðàçîì (äèâ. çàâäàííÿ 3.1.2) 
 ( ) ( , , , ) ,t x y
D
L t u u u u dxdy L   (7.1) 
äå 
  2 2 21 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),
2 2t x y
u x y t k u x y t u x y t F x y t u x y t    L   (7.1à) 
  — ïîâåðõíåâà ãóñòèíà (ìàñà îäèíèö³ ïëîù³) ìåìáðàíè, 0k   — êî-
åô³ö³ºíò, ÿêèé õàðàêòåðèçóº ¿¿ íàòÿã, ( , , )F x y t  — ïîâåðõíåâà ãóñòèíà 
ïîïåðå÷íî¿ çîâí³øíüî¿ ñèëè, ïðèêëàäåíî¿ äî ìåìáðàíè. Åêñòðåìàëü-
íå çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëà ä³¿ ìåìáðàíè 
 
2
1
( )
t
t
S L t dt   
äîñÿãàºòüñÿ íà ôóíêö³¿ ( , , ),u x y t  ùî ìàº çàäîâîëüíÿòè ð³âíÿííÿ Åéëå-
ðà — Îñòðîãðàäñüêîãî (2.104) äëÿ ëàãðàíæ³àíà .L  Çâ³äñè çíàõîäèìî 
ð³âíÿííÿ ðóõó ìåìáðàíè 
 
2 2 2
2
2 2 2
( , , ),
u u u
a f x y t
t x y
         
 ( , ) ,x y D  0,t    (7.2) 
äå 2 ,a k   ( , , ) ( , , ) .f x y t F x y t   
ßêùî êðà¿ ìåìáðàíè çàêð³ïëåí³, òî ð³âíÿííÿ (7.2) òðåáà äîïîâíè-
òè êðàéîâèìè óìîâàìè 
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 ( , , ) 0.u x y t     (7.3) 
Äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè ö³ óìîâè ñë³ä äåòàë³çóâàòè íàñòóïíèì ÷è-
íîì: 
 (0, , ) 0,u y t   1( , , ) 0,u l y t   ( ,0, ) 0,u x t   2( , , ) 0.u x l t    (7.3à) 
ßêùî æ äåÿê³ ç êðà¿â ìåìáðàíè íåçàêð³ïëåí³ ³ ìîæóòü â³ëüíî ðó-
õàòèñÿ â íàïðÿì³, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî ¿¿ ð³âíîâàæíî¿ ïîâåðõí³, 
òî êðàéîâ³ óìîâè íà íèõ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê íåîáõ³äí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ 
åêñòðåìóìó ôóíêö³îíàëà ä³¿ ìåìáðàíè ó êëàñ³ ôóíêö³é ç ö³ºþ âëàñ-
òèâ³ñòþ. Ö³ óìîâè äàþòüñÿ ôîðìóëîþ (2.105). Ó âèïàäêó ëàãðàíæ³àíà 
(7.1à) äëÿ êîæíîãî â³ëüíîãî êðàþ ìåìáðàíè âîíà íàáèðàº âèãëÿäó 
 0,
u
n 
    (7.4) 
äå n  óêàçóº íàïðÿì ó ïëîùèí³ ,XOY  ïåðïåíäèêóëÿðíèé êðàþ ìåì-
áðàíè. Çîêðåìà, äëÿ ìåìáðàíè, çàêð³ïëåíî¿ ëèøå çà êðàé 0,x   êðà-
éîâ³ óìîâè ìàþòü âèãëÿä 
 (0, , ) 0,u y t   1( , , ) 0,xu l y t   ( ,0, ) 0,yu x t   2( , , ) 0.yu x l t    (7.4à) 
Íàðåøò³, ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ ìàëèõ ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü ìåì-
áðàíè âèáèðàºìî ó ñòàíäàðòíîìó âèãëÿä³, çàäàâøè ïî÷àòêîâå ïîïå-
ðå÷íå çì³ùåííÿ 0( , )u x y  òà ïî÷àòêîâó ïîïåðå÷íó øâèäê³ñòü 0( , )v x y  
òî÷îê ìåìáðàíè: 
 0( , ,0) ( , ),u x y u x y  0( , ,0) ( , ).tu x y v x y   (7.5) 
Òåïåð îïèøåìî àëãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ïðî ïîïå-
ðå÷í³ êîëèâàííÿ ïðÿìîêóòíèõ ìåìáðàí, ùî áàçóºòüñÿ íà ìåòîä³ â³ä-
îêðåìëåííÿ çì³ííèõ (äèâ. ï³äðîçä³ë 4.10). Ïî÷íåìî ç ðîçãëÿäó â³ëüíèõ 
êîëèâàíü ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè ³ç çàêð³ïëåíèìè êðàÿìè. Â³äïîâ³äíà 
êðàéîâà çàäà÷à ñêëàäàºòüñÿ ç îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (7.2) (ç ( , , ) 0),f x y t   
êðàéîâèõ óìîâ (7.3) òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ (7.5). ¯¿ íåòðèâ³àëüí³ ÷àñòèíí³ 
ðîçâ’ÿçêè øóêàºìî ó âèãëÿä³ äîáóòêó ( , , ) ( ) ( , );u x y t T t x y   ï³äñòàâèâ-
øè éîãî â ð³âíÿííÿ (7.2), ä³ñòàºìî ð³âí³ñòü 
 
2 2
2 2 2
( ) 1 ( , ) ( , )
.
( , )( )
T t x y x y
x ya T t x y
          
 
Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ç ¿¿ ñòîð³í äîð³âíþº äåÿê³é ñòàë³é, ÿêó ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç .  ßê ðåçóëüòàò, äëÿ ÷àñîâî¿ òà êîîðäèíàòíî¿ ÷àñòèí øóêà-
íîãî ðîçâ’ÿçêó ìàºìî äâà ð³âíÿííÿ: 
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 2( ) ( ) 0,T t a T t     0,t    (7.6) 
çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî 
 ( ) cos sin ,T t A at B at      (7.7) 
òà 
 
2 2
2 2
( , ) ( , )
( , ) 0,
x y x y
x y
x y
         ( , ) .x y D   (7.8) 
Îñòàííº ð³âíÿííÿ ÿâëÿº ñîáîþ äâîâèì³ðíå ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà. 
Éîãî òðåáà äîïîâíèòè êðàéîâèìè óìîâàìè, ÿê³ îòðèìóºìî, ï³äñòà-
âèâøè øóêàí³ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè â óìîâè (7.3): 
 ( , ) 0,x y     (7.9) 
òîáòî 
 (0, ) 0,y   1( , ) 0,l y   ( ,0) 0,x   2( , ) 0.x l    (7.9à) 
Îòæå, äëÿ çíàõîäæåííÿ êîîðäèíàòíî¿ ôóíêö³¿ ( , )x y  ìàºìî 
êðàéîâó çàäà÷ó (7.8), (7.9à). Çâåðíåìî óâàãó, ùî (7.8) — öå ð³âíÿííÿ 
â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ. Ðîçâ’ÿçóºìî éîãî, çíîâó çàñòîñóâàâøè ìåòîä 
â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ. À ñàìå, øóêàºìî éîãî íåòðèâ³àëüí³ ÷àñòèíí³ 
ðîçâ’ÿçêè ó âèãëÿä³ ( , ) ( ) ( ),x y X x Y y   äå ( )X x  ³ ( )Y y  — íåòðèâ³àëüí³ 
ôóíêö³¿. Ï³äñòàâèâøè öåé äîáóòîê ó ð³âíÿííÿ (7.8), ä³ñòàºìî 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,X x Y y X x Y y X x Y y      
àáî, ç îãëÿäó íà íåòðèâ³àëüí³ñòü ( )X x  ³ ( ),Y y  
 
( ) ( )
0.
( ) ( )
X x Y y
X x Y y
      
Çâ³äñè áà÷èìî, ùî äîäàíêè, ùî çàëåæàòü â³ä ð³çíèõ çì³ííèõ, ðîçä³-
ëÿþòüñÿ, ÿêùî ïîêëàñòè 
 
( )
,
( )
X x
X x
    ( ) ,
( )
Y y
Y y
    ,      
äå   ³   — ñòàë³. 
Òàêèì ÷èíîì, ôóíêö³¿ ( )X x  ³ ( )Y y  çàäîâîëüíÿþòü çâè÷àéí³ äèôå-
ðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ 
 ( ) ( ) 0,X x X x     10 ,x l    (7.10) 
 ( ) ( ) 0,Y y Y y     20 .y l    (7.11) 
Ï³äñòàâèâøè äîáóòîê ( , ) ( ) ( )x y X x Y y   ó êðàéîâ³ óìîâè (7.9à), çíà-
õîäèìî êðàéîâ³ óìîâè äëÿ öèõ ð³âíÿíü: 
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 (0) 0,X   1( ) 0,X l    (7.10à) 
 (0) 0,Y   2( ) 0.Y l    (7.11à) 
Íåâàæêî ïîì³òèòè, ùî äëÿ ôóíêö³é ( )X x  ³ ( )Y y  ìè ä³ñòàëè äâ³ 
îäíîâèì³ðí³ êðàéîâ³ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ (7.10), (7.10à) ³ (7.11), 
(7.11à). ¯õ âëàñí³ çíà÷åííÿ òà â³äïîâ³äí³ íîðìîâàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ â³-
äîì³: 
 
2 2
2
1
,m
m
l
   
1 1
2
( ) sin ,m
mx
X x
l l
  1,2,...,m   
 
2 2
2
2
,n
n
l
   
2 2
2
( ) sin ,n
ny
Y y
l l
  1,2,....n   
Áà÷èìî, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.8), (7.9à) äëÿ ôóíêö³¿ 
( , )x y  îïèñóþòüñÿ ôîðìóëîþ 
 
2 2 2 2
2 2
1 2
,mn m n
m n
l l
         , 1,2,...,m n    (7.12) 
à â³äïîâ³äí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ — ôîðìóëîþ 
 
1 21 2
2
( , ) sin sin .mn
mx ny
x y
l ll l
     (7.13) 
Çâåðíåìî óâàãó, ùî ö³ âåëè÷èíè çàëåæàòü â³ä äâîõ ³íäåêñ³â m  ³ .n  Äëÿ 
äîâ³ëüíèõ çíà÷åíü öèõ ³íäåêñ³â âëàñí³ çíà÷åííÿ mn  äîäàòí³, à âëàñí³ 
ôóíêö³¿ ( , )mn x y  çàäîâîëüíÿþòü óìîâó îðòîíîðìîâàíîñò³ 
 
1 2
0 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
l l
mn m n mn m n mm nn
D
x y x y dxdy dx dy x y x y                 (7.14) 
Êð³ì òîãî, ñèñòåìà âëàñíèõ ôóíêö³é ( , )mn x y  ïîâíà. ¯¿ ïîâíîòà º ïðÿ-
ìèì íàñë³äêîì ïîâíîòè ñèñòåì ôóíêö³é ( )mX x  ³ ( ).nY y  
Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî â³äíîøåííÿ 2 21 2l l  íå º ðàö³îíàëüíèì ÷èñëîì, 
òî êîæíîìó çíà÷åííþ mn  â³äïîâ³äàº ëèøå îäíà (ç òî÷í³ñòþ äî ÷èñ-
ëîâîãî ìíîæíèêà) âëàñíà ôóíêö³ÿ ( , ),mn x y  òîáòî âñ³ âëàñí³ çíà÷åí-
íÿ çàäà÷³ (7.8), (7.9à) º íåâèðîäæåíèìè. Ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó äëÿ 
ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ( , )m n  ìîæå ³ñíóâàòè ³íøà ïàðà íàòóðàëüíèõ 
÷èñåë 1 1( , )m n  (íå îáîâ’ÿçêîâî îäíà), òàêà, ùî 1 1 ,mn m n    ³ òîä³ âëàñ-
íîìó çíà÷åííþ mn  â³äïîâ³äàþòü ïðèíàéìí³ äâ³ îðòîãîíàëüí³ âëàñí³ 
ôóíêö³¿ ( , )mn x y  ³ 1 1 ( , ).m n x y  ²íøèìè ñëîâàìè, ïðè ðàö³îíàëüíîìó 
çíà÷åíí³ â³äíîøåííÿ 2 21 2l l  ñåðåä âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷³ (7.8), (7.9à) 
ìîæóòü áóòè âëàñí³ çíà÷åííÿ, êðàòí³ñòü âèðîäæåííÿ ÿêèõ äîð³âíþº 
ïðèíàéìí³ äâîì. 
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Çàâäàííÿ 7.1.1. Ïåðåêîíàéòåñÿ â òîìó, ùî äëÿ êâàäðàòíî¿ ìåìáðà-
íè 1 2( )l l  óñ³ âëàñí³ çíà÷åííÿ mn  çàäà÷³ (7.8), (7.9à) ç m n  ïðè-
íàéìí³ äâîêðàòíî âèðîäæåí³. ßêùî æ íàòóðàëüí³ ÷èñëà , ,m k l  ç m k  
óòâîðþþòü ï³ôàãîðîâó òð³éêó, òîáòî 2 2 2,m k l   òî âëàñí³ çíà÷åííÿ 
,m k m k   âèðîäæåí³ ùîíàéìåíøå òðè÷³. 
Âêàç³âêà. Ïðè m n  âëàñí³ ôóíêö³¿ ( , )mn x y  ³ ( , )nm x y  îðòîãî-
íàëüí³. 
Ç îãëÿäó íà ïîïåðåäí³ ðåçóëüòàòè ÷àñîâà ÷àñòèíà (7.7) øóêàíèõ 
÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â íàáèðàº âèãëÿäó 
 ( ) cos sin ,mn mn mn mn mnT t A t B t     ,mn mna     (7.15) 
äå mnA  ³ mnB  — íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè, à mn  — äîäàòí³ âåëè÷èíè, 
ùî ìàþòü çì³ñò âëàñíèõ ÷àñòîò êîëèâàíü ìåìáðàíè. Ñàì³ æ ÷àñòèí-
í³ ðîçâ’ÿçêè îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (7.2), ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâ³ 
óìîâè (7.3), îïèñóþòüñÿ ôîðìóëîþ 
  ( , , ) ( ) ( , ) cos sin ( , ).mn mn mn mn mn mn mn mnu x y t T t x y A t B t x y         (7.16) 
Âîíè ìàþòü çì³ñò âëàñíèõ êîëèâàíü, òîáòî ãàðìîí³ê ïðÿìîêóòíî¿ 
ìåìáðàíè. Ë³í³éíà ñóïåðïîçèö³ÿ âëàñíèõ êîëèâàíü 
 
, 1
, 1
( , , ) ( , , )
cos sin ( , )
mn mn
m n
mn
mn mn mn mn
m n mn
u x y t C u x y t
b
a t t x y




 
       

   (7.17) 
âèçíà÷àº çàãàëüíó ôîðìó ôóíêö³¿, ùî îïèñóº â³ëüí³ ïîïåðå÷í³ êîëè-
âàííÿ ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè. Êîåô³ö³ºíòè mna  ³ mnb  ó í³é îá÷èñëþº-
ìî çà äîïîìîãîþ ïî÷àòêîâèõ óìîâ (7.5): 
 0
, 1
( , ,0) ( , ) ( , ),mn mn
m n
u x y u x y a x y


    
 0
, 1
( , ,0) ( , ) ( , ),t mn mn
m n
u x y v x y b x y


    
çâ³äêè, ç îãëÿäó íà óìîâó îðòîíîðìîâàíîñò³ (7.14), 
 
1 2
0
0 0
( , ) ( , ),
l l
mn mna dx dy u x y x y         
 
1 2
0
0 0
( , ) ( , ).
l l
mn mnb dx dy v x y x y          (7.18) 
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Òåïåð ðîçâ’ÿæåìî êðàéîâó çàäà÷ó ïðî âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ïðÿ-
ìîêóòíî¿ ìåìáðàíè ³ç çàêð³ïëåíèìè êðàÿìè, ñïðè÷èíåí³ çîâí³ø-
íüîþ ïîïåðå÷íîþ ñèëîþ, òîáòî ïîáóäóºìî ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíîãî 
ð³âíÿííÿ (7.2), ÿêèé çàäîâîëüíÿº êðàéîâ³ óìîâè (7.3à) òà, áåç âòðàòè 
çàãàëüíîñò³, ïî÷àòêîâ³ óìîâè (7.5) ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè ôóíêö³-
ÿìè. Çíîâó êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ, ïîäàºìî 
øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê òà ôóíêö³þ ( , , )f x y t  ó âèãëÿä³ ðÿä³â çà âëàñíèìè 
ôóíêö³ÿìè (7.13): 
 
, 1
( , , ) ( ) ( , ),mn mn
m n
u x y t q t x y


    (7.19) 
 
, 1
( , , ) ( ) ( , ),mn mn
m n
f x y t f t x y


    (7.20) 
äå 
 
1 2
0 0
( ) ( , , ) ( , ).
l l
mn mnf t dx dy f x y t x y          (7.21) 
Ïîâòîðþþ÷è ìàéæå äîñë³âíî ñõåìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàâäàííÿ 4.10.4, 
äëÿ ôóíêö³é ( )mnq t  ä³ñòàºìî çâè÷àéíå íåîäíîð³äíå äèôåðåíö³àëüíå 
ð³âíÿííÿ 
 2( ) ( ) ( ),mn mn n mnq t q t f t   0,t    (7.22) 
òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè 
 (0) 0, (0) 0.mn mnq q    (7.23) 
Çâ³äñè çíàõîäèìî: 
 
0
sin ( )
( ) ( ) .
t
mn
mn mn
mn
t
q t f d
       (7.24) 
Ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.2), (7.3), (7.5) äîð³âíþº ñóì³ ðîçâ’ÿçê³â 
(7.17) ³ (7.19). Ñêîðèñòàâøèñü âèðàçàìè (7.18), (7.21) òà (7.24), éîãî 
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 
0
0
0
( , , ) ( , , , ; ) ( , )
( , , , ; ) ( , )
( , , , ; ) ( , , ),
D
D
t
D
u x y t dx dy G x x y y t u x y
t
dx dy G x x y y t v x y
d dx dy G x x y y t F x y
        
      
         


 
  (7.25) 
äå 
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, 1
sin1
( , , , ; ) ( , ) ( , )mn mn mn
m n mn
t
G x x y y t x y x y


         (7.26) 
– ÷àñîâà ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ îäíîð³äíî¿ ìåìáðàíè. Çà ñâîºþ ñòðóêòóðîþ 
òà ô³çè÷íèì çì³ñòîì âîíà º äâîâèì³ðíèì àíàëîãîì ÷àñîâî¿ ôóíêö³¿ 
Ãð³íà (4.244) äëÿ îäíîð³äíî¿ ñòðóíè. 
Çàâäàííÿ 7.1.2. Ó ñòàí³ ð³âíîâàãè ïðÿìîêóòíà ìåìáðàíà øèðèíîþ 
1l  ³ äîâæèíîþ 2l  çá³ãàºòüñÿ ç ä³ëÿíêîþ  1 2: 0 , 0D x l y l     ïëî-
ùèíè .XOY  Êðàé 1x l  ìåìáðàíè â³ëüíèé, ðåøòà êðà¿â æîðñòêî çà-
êð³ïëåí³. Çíàéä³òü: 
à) âëàñí³ ÷àñòîòè òà íîðìîâàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ ìàëèõ ïîïåðå÷íèõ 
êîëèâàíü ìåìáðàíè; 
á) çì³ùåííÿ òî÷îê ìåìáðàíè òà åíåðã³þ ¿¿ îêðåìèõ ãàðìîí³ê ó äî-
â³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó, ÿêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó âñ³ì ¿¿ òî÷êàì 
íàäàëè îäíàêîâî¿ ïîïåðå÷íî¿ øâèäêîñò³ 0;v  
â) òå ñàìå, ÿêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ìåìáðàíó çäåôîðìó-
âàëè ³ â³äïóñòèëè; ìàëà ïî÷àòêîâà äåôîðìàö³ÿ ìåìáðàíè îïèñóºòüñÿ 
ôîðìóëîþ 20 2( , ) ( ),u x y x y y l    const;   
ã) àìïë³òóäó óñòàëåíèõ âèìóøåíèõ êîëèâàíü ìåìáðàíè ï³ä ä³ºþ 
ïîïåðå÷íî¿ ïåð³îäè÷íî¿ ñèëè 1 2( , , ) sin ,
2 2
t l lf x y t e t x y
                0,   0,t   êîëè 0.   
7.2. Â²ÑÅÑÈÌÅÒÐÈ×Í² ÊÎËÈÂÀÍÍß ÊÐÓÃËÎ¯ ÌÅÌÁÐÀÍÈ. 
ÔÓÍÊÖ²ß ÁÅÑÑÅËß 
ßê âèïëèâàº ç ïîïåðåäíüîãî àíàë³çó, çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó â³ä-
îêðåìëåííÿ çì³ííèõ äî çàäà÷³ ïðî êîëèâàííÿ ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðà-
íè âèÿâëÿºòüñÿ îñîáëèâî åôåêòèâíèì çàâäÿêè òîìó ôàêòó, ùî êðà¿ 
ìåìáðàíè çá³ãàþòüñÿ ç êîîðäèíàòíèìè ë³í³ÿìè äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè 
êîîðäèíàò1. Òàêà ñèòóàö³ÿ º õàðàêòåðíîþ é äëÿ áàãàòîâèì³ðíèõ êðà-
éîâèõ çàäà÷, ùî ôîðìóëþþòüñÿ äëÿ ò³ë ç ôîðìîþ ïîâåðõí³, â³äì³í-
íîþ â³ä ïðÿìîêóòíî¿. Ðîçâ’ÿçóþ÷è ¿õ, ñë³ä êîðèñòóâàòèñÿ òèìè êðè-
âîë³í³éíèìè êîîðäèíàòàìè, ó ÿêèõ ôîðìà êîîðäèíàòíèõ ïîâåðõîíü 
çá³ãàºòüñÿ ç ôîðìîþ ïîâåðõí³ ò³ë. Âèáîðîì êðèâîë³í³éíèõ êîîðäèíàò, 
ùî â³äîáðàæàþòü ãåîìåòðè÷íó ñèìåòð³þ ò³ë, âäàºòüñÿ ñóòòºâî ñïðî-
1 Êîîðäèíàòí³ ë³í³¿ ïëîñêî¿ äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíÿííÿ-
ìè x = const ³ y = const. 
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ñòèòè ìàòåìàòè÷í³ âèêëàäêè çà óìîâè, ùî ïî÷àòêîâ³ ³ êðàéîâ³ óìîâè, 
à òàêîæ ôóíêö³¿ äæåðåë (ñòîê³â) íå çì³íþþòüñÿ ïðè ïåðåòâîðåííÿõ 
êîîðäèíàò, ïðè ÿêèõ ò³ëî ñóì³ùàºòüñÿ ç ñîáîþ. Óðàõóâàííÿ ö³º¿ ñè-
ìåòð³¿ ìîæå ï³äêàçàòè ñòðóêòóðó ðîçâ’ÿçêó òà âèêëþ÷èòè ç ðîçãëÿäó 
íåñóòòºâ³ çì³íí³. 
Ïðîäåìîíñòðóºìî ñêàçàíå ñïåðøó íà çàäà÷³ ïðî ìàë³ ïîïåðå÷í³ 
êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ êðóãëî¿ ìåìáðàíè ðàä³óñîì R  ³ç æîðñòêî çà-
êð³ïëåíèì êðàºì. Öÿ çàäà÷à ö³êàâà ùå é ó òîìó â³äíîøåíí³, ùî äîçâî-
ëÿº òîðêíóòèñÿ ïèòàííÿ ïðî ñïåö³àëüí³ ôóíêö³¿ òà ¿õ âèêîðèñòàííÿ 
äëÿ ïîáóäîâè êîîðäèíàòíèõ ÷àñòèí ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâèõ çàäà÷. 
Íåõàé ó ñòàí³ ð³âíîâàãè ìåìáðàíà çá³ãàºòüñÿ ç êðóãîì 
2 2 2:{ }D x y R   ïëîùèíè ,XOY  îáìåæåíèì ãëàäêèì êîëîì 
2 2 2: ,{ }x y R    à ¿¿ â³ñü ñèìåòð³¿ OZ  ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð D  ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî äî ïëîùèíè .XOY  ßêùî êîðèñòóâàòèñÿ äåêàðòîâîþ 
ñèñòåìîþ êîîðäèíàò, òî êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ïîïåðå÷íîãî (óçäîâæ îñ³ 
)OZ  çì³ùåííÿ ( , , )u u x y t  òî÷îê ìåìáðàíè â äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó 
ñêëàäàºòüñÿ ç ð³âíÿííÿ êîëèâàíü 
 2 ( , , ),ttu a u f x y t    ( , ) ,x y D  0,t    (7.27) 
äå 
2 2
2 2x y
      — îïåðàòîð Ëàïëàñà ó ïëîñê³é äåêàðòîâ³é ñèñòåì³ êî-
îðäèíàò, êðàéîâî¿ óìîâè 
 0u     (7.28) 
òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ 
 0( , ,0) ( , ),u x y u x y  0( , ,0) ( , ).tu x y v x y   (7.29) 
Î÷åâèäíî, ùî êðàéîâà óìîâà (7.28) íå äîçâîëÿº ðîçä³ëèòè äåêàð-
òîâ³ êîîðäèíàòè x  òà y  áåçïîñåðåäíüî. Òîìó, ç îãëÿäó íà êðóãîâó ñè-
ìåòð³þ ìåìáðàíè, ïåðåéäåìî äî ïîëÿðíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ( , )r   
ç ïî÷àòêîì ó öåíòð³ ìåìáðàíè. Ïåðåõ³ä çä³éñíþºòüñÿ çà ôîðìóëàìè 
 cos ,x r   sin ,y r   0 ,r R   0 2 ,      (7.30) 
éîãî ÿêîá³àí 
 
cos sin( , )
,
sin cos( , )
x x
rD x y r r
y y rD r
r
 
        
 
  (7.31) 
ïðè öüîìó îïåðàòîð   íàáèðàº âèãëÿäó 
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2
2 2
1 1
.r
r r r r
            (7.32) 
Â³äïîâ³äíî, ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ð³âíÿííÿ êîëèâàíü (7.27) äëÿ 
ïîïåðå÷íîãî çì³ùåííÿ ( , , )u u r t   òî÷îê ìåìáðàíè ÿê ôóíêö³¿ öèõ 
êîîðäèíàò ³ ÷àñó ìàº âèãëÿä 
 
2 2
2
2 2 2
1 1
( , , ).
u u u
a r f r t
r r rt r
              
  (7.33) 
Êðàéîâà óìîâà (7.28) òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè (7.29) çàïèñóþòüñÿ íàñòóï-
íèì ÷èíîì: 
 ( , , ) 0,u R t    (7.34) 
 0( , ,0) ( , ),u r u r    0( , ,0) ( , ).tu r v r     (7.35) 
Çâåðíåìî óâàãó, ùî ïðè 0r   ð³âíÿííÿ (7.33), à òîìó é øóêàíà 
ôóíêö³ÿ ( , , )u r t  ìîæóòü ìàòè ñèíãóëÿðí³ñòü óñåðåäèí³ äîñë³äæóâà-
íî¿ îáëàñò³ ,D  òîä³ ÿê âèõ³äíà ôóíêö³ÿ ( , , )u x y t  æîäíèõ îñîáëèâî-
ñòåé ó ö³é îáëàñò³ íå ìàëà. Öÿ îáñòàâèíà ïîÿñíþºòüñÿ òèì ôàêòîì, 
ùî ïåðåõ³ä â³ä äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò äî ïîëÿðíî¿ º âçàºìíî-
îäíîçíà÷íèì ëèøå çà óìîâè, ùî ÿêîá³àí (7.31) ïåðåòâîðåíü (7.30) â³ä-
ì³ííèé â³ä íóëÿ: 0.r   Ó òî÷ö³ 0,r   äå öÿ óìîâà ïîðóøóºòüñÿ, óêàçà-
íèé ïåðåõ³ä íå º âçàºìíî-îäíîçíà÷íèì, à òîìó ôóíêö³ÿ ( , , )u r t  ìîæå 
ìàòè ñèíãóëÿðí³ñòü. Îñòàííÿ ìàº ô³çè÷íèé çì³ñò ëèøå ó ñïåö³àëüíèõ 
âèïàäêàõ, êîëè òî÷êà 0r   ÿêîñü âèä³ëåíà, íàïðèêëàä, êîëè ñàìå â 
í³é çîñåðåäæåíî äæåðåëà êîëèâàíü (òåïëà, ÷àñòèíîê òîùî). Â ³íøèõ 
âèïàäêàõ ñèíãóëÿðí³ñòü ìàº áóòè óñóíåíà çà äîïîìîãîþ äîäàòêîâî¿ 
âèìîãè, ùîá ôóíêö³ÿ ( , , )u r t  çàëèøàëàñÿ íåïåðåðâíîþ â òî÷ö³ 0,r   
äå ÿêîá³àí (7.31) äîð³âíþº íóëþ. Óìîâó íåïåðåðâíîñò³ äîñòàòíüî çà-
ì³íèòè âèìîãîþ 
 (0, , ) .u t     (7.36) 
Àíàëîã³÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ âèíèêàþòü ³ ïðè âèêîðèñòàíí³ ³íøèõ 
êðèâîë³í³éíèõ êîîðäèíàò. Âîíè â³ä³ãðàþòü ðîëü äîäàòêîâèõ êðàéîâèõ 
óìîâ, íàêëàäåíèõ íà øóêàíó ôóíêö³þ ó â³äïîâ³äíèõ îñîáëèâèõ òî÷êàõ àáî 
íà â³äïîâ³äíèõ êðèâèõ. 
Ùîá çàâåðøèòè ïîñòàíîâêó çàäà÷³ ïðî â³äøóêàííÿ ôóíêö³¿ 
( , , ),u r t  çàëèøàºòüñÿ âçÿòè äî óâàãè ùå îäíó îáñòàâèíó. À ñàìå, òðåáà 
ÿâíî âðàõóâàòè, ùî ( , , )u r t  ÿê ôóíêö³ÿ çì³ííî¿   ïîâèííà, ç îäíîãî 
áîêó, îäíîçíà÷íî âèçíà÷àòèñÿ çíà÷åííÿìè   ç ïðîì³æêó [0,2 ),  à, 
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ç äðóãîãî, çàëèøàòèñÿ íåçì³ííîþ — ³íâàð³àíòíîþ — ïðè ïîâîðîòàõ 
ìåìáðàíè íàâêîëî ñâîº¿ îñ³ OZ  íà äîâ³ëüí³ êóòè, êðàòí³ 2 .  Äëÿ öüî-
ãî äîñòàòíüî íàêëàñòè íà ( , , )u r t  óìîâó ïåð³îäè÷íîñò³ 
 ( , , ) ( , 2 , ).u r t u r t       (7.37) 
Ïî÷íåìî âèâ÷åííÿ çàãàëüíî¿ çàäà÷³ (7.33)–(7.37) ç îêðåìîãî âè-
ïàäêó â³ëüíèõ ( ( , , ) 0)f r t   êîëèâàíü ìåìáðàíè, êîëè ïî÷àòêîâ³ óìî-
âè íå çàëåæàòü â³ä ïîëÿðíîãî êóòà .  Îñê³ëüêè ìåìáðàíà îäíîð³äíà, 
çîâí³øí³ ñèëè â³äñóòí³, à êðàéîâ³ òà, òåïåð, ïî÷àòêîâ³ óìîâè º ³íâà-
ð³àíòíèìè â³äíîñíî ïîâîðîò³â íàâêîëî îñ³ ìåìáðàíè ,OZ  òîáòî äëÿ 
áóäü-ÿêèõ äâîõ çíà÷åíü   ³     çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 ( , , ) ( , , )u r t u r t      , ( , ,0) ( , ,0)D Du r u r     , 
 ( , ,0) ( , ,0)t tD Du r u r     , 
òî íåìàº æîäíèõ ô³çè÷íèõ ïðè÷èí äëÿ òîãî, ùîá çàëåæí³ñòü çì³ùåí-
íÿ â³ä ,  ÿêà â³äñóòíÿ ïðè 0,t   óñå æ òàêè ïî÷àëà áè ïðîÿâëÿòèñÿ ç 
÷àñîì. Ðîáèìî âèñíîâîê, ùî çì³ííà   º, íà â³äì³íó â³ä ðåøòè çì³í-
íèõ, íåñóòòºâîþ â ðîçãëÿäóâàí³é çàäà÷³, à òîìó ìèòòºâ³ ïîïåðå÷í³ çì³-
ùåííÿ òî÷îê ìåìáðàíè îïèñóþòüñÿ ôóíêö³ºþ ëèøå r  ³ :t  ( , ).u u r t  
Òàê³ êîëèâàííÿ êðóãëî¿ ìåìáðàíè íàçèâàþòüñÿ â³ñåñèìåòðè÷íèìè. 
Ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó ìåìáðàíà, ÿêà ¿õ çä³éñíþº, ìàº ôîðìó ïî-
âåðõí³ îáåðòàííÿ. 
Îñê³ëüêè óìîâà ïåð³îäè÷íîñò³ (7.37) äëÿ â³ñåñèìåòðè÷íèõ êîëè-
âàíü ñïðàâäæóºòüñÿ àâòîìàòè÷íî, äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( , )u u r t  
ìàºìî íàñòóïíó êðàéîâó çàäà÷ó: 
 
2
2
2
1
,
u u
a r
r r rt
          0 ,r R   0,t    (7.38) 
 ( , ) 0,u R t   (0, ) ,u t     (7.39) 
 0( ,0) ( ),u r u r  0( ,0) ( ).tu r v r   (7.40) 
¯¿ àíàë³ç ïî÷íåìî ç ïîøóêó íåòðèâ³àëüíèõ ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â ó âè-
ãëÿä³ äîáóòêó ( , ) ( ) ( ).u r t r T t   
Â³äîêðåìèâøè ÷àñîâó ³ êîîðäèíàòíó ÷àñòèíè, äëÿ ïåðøî¿ ä³ñòàºìî 
ð³âíÿííÿ (7.6) òà éîãî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ (7.7), à äëÿ äðó-
ãî¿ — îäíîâèì³ðíó êðàéîâó çàäà÷ó 
 
1
0,
d d
r
r dr dr
        0 ,r R    (7.41) 
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 ( ) 0,R   (0) .     (7.42) 
ßêùî íåçàëåæíó çì³ííó r  ïåðåïîçíà÷èòè ÷åðåç ,x  à ¿¿ çíà÷åííÿ R  — 
÷åðåç ,l  òî â³äðàçó áà÷èìî, ùî ìàºìî ñïðàâó ç êðàéîâîþ çàäà÷åþ 
òèïó Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ íà â³äð³çêó [0, ],l  ó ÿê³é ( ) ,p x x  ( )x x   ³ 
( ) 0.q x   Î÷åâèäíî, ùî óìîâè ( ) 0p x   é ( ) 0,x   äëÿ ÿêèõ ÊÇØË äî-
ñë³äæóâàëàñÿ â ïîïåðåäí³õ ï³äðîçä³ëàõ, òåïåð ïîðóøóþòüñÿ ïðè 0.x   
Ïîêàæåìî, ùî öÿ îáñòàâèíà âåäå äî ïîÿâè ñèíãóëÿðíîãî âíåñêó â çà-
ãàëüíîìó ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (7.41), îäíàê äëÿ çàäà÷³ (7.41), (7.42) íå 
çì³íþº âñòàíîâëåí³ âèùå çàãàëüí³ âèñíîâêè ïðî íåâ³ä’ºìí³ñòü âëàñ-
íèõ çíà÷åíü ³ ïîïàðíó îðòîãîíàëüí³ñòü âëàñíèõ ôóíêö³é ÊÇØË. 
Çà äîïîìîãîþ ï³äñòàíîâêè r x   ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ (7.41) 
ÿê 
 
1
( ) ( ) ( ) 0x x x
x
         (7.43) 
³, äàë³, øóêàºìî éîãî ðîçâ’ÿçêè ó âèãëÿä³ ñòåïåíåâîãî ðÿäó 
 
0 0
( ) .s ss s
s s
x x a x a x
  
 
      (7.44) 
Ç óìîâè (0)    âèïëèâàº, ùî ïîêàçíèê   â (7.44) ìîæå áóòè ëèøå 
íåâ³ä’ºìíèì. 
Îñê³ëüêè 
 2
0
1
( ) ( ) ,ss
s
x a s x
x
 

    
 2
0
( ) ( )( 1) ,ss
s
x a s s x
 

       
òî ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè öèõ ðÿä³â ó ð³âíÿííÿ (7.43) ìàºìî: 
 2 2
0 0
( ) 0.s ss s
s s
a s x a x
  
 
       (7.45) 
Âèîêðåìèìî ç ïåðøîãî ðÿäó çë³âà ÷ëåíè ç 0s   ³ 1,s   à â ðåøò³ éîãî 
÷ëåí³â ïåðåéäåìî â³ä ³íäåêñó ï³äñóìîâóâàííÿ 2s   äî ³íäåêñó ï³äñó-
ìîâóâàííÿ 0p   çà ïðàâèëîì 2.s p   Ìàºìî: 
 2 2 2 2 2 1 20 1 2
0 0
( ) (1 ) ( 2 ) .s ps p
s p
a s x a x a x a p x
    

 
             
Ï³äñòàâèâøè öåé âèðàç ó ð³âí³ñòü (7.45), îäåðæóºìî: 
 2 2 2 1 20 1 2
0
(1 ) ( 2 ) 0.ss s
s
a x a x a s a x
  


             
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Îñòàííÿ ð³âí³ñòü ñïðàâäæóºòüñÿ ïðè äîâ³ëüíèõ x  ëèøå çà óìîâè, 
ùî äîð³âíþþòü íóëþ âñ³ êîåô³ö³ºíòè ñòåïåíåâîãî ðÿäó çë³âà. Çâ³äñè 
ä³ñòàºìî: 
 20 0,a    
 21(1 ) 0,a     
 22 ( 2 ) 0,s sa s a       0,1,2,....s   
Îñê³ëüêè 0,   òî ç äðóãîãî ð³âíÿííÿ âèïëèâàº, ùî 1 0.a   Â³äòàê ³ç 
òðåòüîãî ð³âíÿííÿ çíàõîäèìî çà ³íäóêö³ºþ, ùî âñ³ êîåô³ö³ºíòè ç íå-
ïàðíèìè íîìåðàìè äîð³âíþþòü íóëþ, 
 2 1 0,sa    
à êîåô³ö³ºíòè ç ïàðíèìè íîìåðàìè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç 0a  çà ôîðìóëàìè 
 2 02
1
,
(2 )
a a     4 02 2
1
,
(2 ) (4 )
a a      …, 
 2 02 2 2
( 1)
.
(2 ) (4 ) ...(2 )
s
sa as
        
Ïðè öüîìó ç ïåðøîãî ð³âíÿííÿ áà÷èìî, ùî íåòðèâ³àëüíèé îáìåæå-
íèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.43) ó âèãëÿä³ çá³æíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó 
(7.44) ³ñíóº ëèøå ïðè 0.   Îòæå, øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä 
 0 0( ) ( ),x a J x    (7.46) 
äå 0( )J x  — ôóíêö³ÿ, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ñòåïåíåâèì ðÿäîì 
 
2
0 2
0
( 1)
( ) .
2( !)
ss
s
x
J x
s


        (7.47) 
Äëÿ áóäü-ÿêîãî ä³éñíîãî àáî êîìïëåêñíîãî ,x  ùî çàäîâîëüíÿº 
óìîâó | | ,x M  ðÿä (7.47) ìàæîðóºòüñÿ ÷èñëîâèì ðÿäîì: 
   2 2
2 2 2 2
0 0
( 1) 1
.
2 ( !) 2 ( !)
s
s s
s s
s s
x M
s s
 
 
    
Îñòàíí³é, çã³äíî ç îçíàêîþ Ä’Àëàìáåðà, º çá³æíèì äëÿ áóäü-ÿêîãî äî-
äàòíîãî .M  Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ðÿä (7.47) çá³ãàºòüñÿ ð³âíîì³ðíî ïðè 
äîâ³ëüíèõ ,x  à éîãî ñóìà 0( )J x  º îäíîçíà÷íîþ àíàë³òè÷íîþ ôóíê-
ö³ºþ â áóäü-ÿê³é îáëàñò³ êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè, òîáòî ö³ëîþ ôóíêö³-
ºþ. Âîíà íàçèâàºòüñÿ ôóíêö³ºþ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó; ¿¿ ãðàô³ê äëÿ 
íåâ³ä’ºìíèõ ä³éñíèõ x  çîáðàæåíî íà ðèñ. 7.1. 
Îòæå, ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.41), ÿêèé çàäîâîëüíÿº 
äðóãó óìîâó (7.42), ìàº âèãëÿä 
  0 0( ) .r a J r     (7.48) 
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5 10 15
– 0.5 
0.5 
1.0 
0 
 x 
J0(x), N0(x) 
Ðèñ. 7.1. Ãðàô³êè ôóíêö³é Áåññåëÿ (ñóö³ëüíà ë³í³ÿ) òà Íåéìàíà (øòðèõîâà) 
íóëüîâîãî ïîðÿäêó äëÿ íåâ³ä’ºìíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó. Ïåðø³ òðè íóë³ öèõ 
ôóíêö³é äîð³âíþþòü â³äïîâ³äíî 2.405, 5.520, 8.654 òà 0.894, 3.958, 7.086 
Ïîêàæåìî, ùî ëèøå òàê³ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 
(7.42). 
Íåõàé íà ³íòåðâàë³ ( , ]a b  â³äîìî íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ( )u x  ð³â-
íÿííÿ 
 ( ( ) ) ( ) 0p x y k x y      (7.49) 
ç íåïåðåðâíèìè íà ( , ]a b  êîåô³ö³ºíòàìè ( ),p x  ( ),k x  ïðè öüîìó 
( ) 0p x   ³ ( ) 0u x   íà ( , ].a b  Òîä³, çã³äíî ³ç çàãàëüíîþ òåîð³ºþ ë³í³éíèõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³â-
íÿííÿ (7.49) íà ( , )a b  ìàº âèãëÿä1 
 0 1( ) ( ) ( ),y x a u x a v x    (7.50) 
äå 0,a  1a  — äîâ³ëüí³ ñòàë³, ( )u x  òà 
 
2
( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
b
x
v b dx
v x u x
u b p x u x
        (7.51) 
– ë³í³éíî íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (7.49), äëÿ ÿêèõ 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1.p x u x v x u x v x     (7.52) 
1 Ïîìíîæèìî ð³âíÿííÿ (7.49) íà u(x), àíàëîã³÷íå ð³âíÿííÿ äëÿ u(x) — íà y(x), òà â³ä-
í³ìåìî îòðèìàí³ ð³âíîñò³. Ä³ñòàºìî [ ( ) ] [ ( ) ] [ ( ) ( ) ] 0,u p x y y p x u p x uy p x u y           çâ³äêè 
1( ) ( ) ,p x uy p x u y a    äå ñòàëà 1 0a   (ó ïðîòèâíîìó ðàç³ y(x) òà u(x) â³äð³çíÿþòüñÿ ëèøå 
÷èñëîâèì ìíîæíèêîì). Ïîä³ëèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè îñòàííüîãî ð³âíÿííÿ íà 2( ) ( ),p x u x  
îòðèìóºìî 12 2 ,( ) ( )
ay u
y
u u p x u x
    òîáòî 1 2 ,( ) ( )
ad y
dx u p x u x
      à â³äòàê, ï³ñëÿ ³íòåãðóâàí-
íÿ, — ôîðìóëè (7.50)–(7.52). 
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Ð³âíÿííÿ (7.43), î÷åâèäíî, ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ (7.49) ç 
( ) ( ) .p x k x x   Îñê³ëüêè, çà îçíà÷åííÿì, 0(0) 1,J   âèáåðåìî â ÿêîñò³ 
( )u x  â îêîë³ òî÷êè 0x   ñàìå ôóíêö³þ 0( ).J x  Òîä³ äðóãèì ë³í³éíî íå-
çàëåæíèì ðîçâ’ÿçêîì (7.51) ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ 0 x b   âèñòóïàº 
ôóíêö³ÿ 
 
0 2
0 0
0 0 2
0 0
( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) 1
( ) ln ( ) 1 .
( ) ( )
b
x
b
x
v b dx
v x J x
J b x J x
v b x dx
J x J x
J b b xJ x
      
            

   (7.53) 
Îñê³ëüêè 0( )J x  º àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ºþ, òî â ñèëó óìîâè 0(0) 1J   
òàêîþ æ º é ôóíêö³ÿ 
 
2
0
1 1
1
( )J x x
   
, 
à òîìó ³ äðóãèé äîäàíîê ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ôîðìóëè (7.53). Ñêîðèñòàâ-
øèñü öèì ðåçóëüòàòîì òà ïîð³âíÿâøè ôîðìóëè (7.53) ³ (7.50), áà÷èìî, 
ùî â îêîë³ òî÷êè 0x   çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.43) äîïóñêàº 
çîáðàæåííÿ 
 ( ) ( ) ( )ln ,x x x x      (7.54) 
äå ( )x  ³ ( )x  — àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿1. Ïðè öüîìó ðîçâ’ÿçêè, ùî îá-
ìåæåí³ â îêîë³ íóëÿ ( ( ) 0),x   ìàþòü âèãëÿä (7.46). 
Âèìàãàþ÷è òåïåð, ùîá ðîçâ’ÿçîê (7.48) çàäîâîëüíÿâ ïåðøó êðàéî-
âó óìîâó (7.42), ä³ñòàºìî ð³âíÿííÿ 
  0 0 0.a J R    (7.55) 
Áà÷èìî, ùî íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (7.41), (7.42) ³ñíóþòü ëèøå 
ïðè òèõ (âëàñíèõ) çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ,k  äëÿ ÿêèõ ÷èñëà k k R    
1 Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ Áåññåëÿ 
1
( ) ( ) ( ) 0x x x
x
        
(x — áóäü-ÿêå ÷èñëî) ÷àñòî çàïèñóþòü ó âèãëÿä³ ë³í³éíî¿ êîìá³íàö³¿ 0 0( ) ( )x a J x  
0 0( ),b N x  äå 
2
0 0 2
1
2 2 ( 1) 1 1 1
( ) ( ) ln 1 ...
2 ( !) 2 2 3
ss
s
x x
N x J x
s s


                       
– ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Áåññåëÿ, ÿêèé íàçèâàºòüñÿ ôóíêö³ºþ Íåéìàíà íóëüî-
âîãî ïîðÿäêó, 
1 1 1
lim 1 ... ln 0,57722
2 3s
s
s
            — ñòàëà Åéëåðà. Ãðàô³ê ôóíêö³¿ 
0( )N x  äëÿ äîäàòíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó çîáðàæåíî íà ðèñ. 7.1.
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º íóëÿìè ôóíêö³¿ 0( ).J x  Äîâåäåìî, ùî âñ³ ö³ íóë³ ä³éñí³, à â³äïîâ³äí³ 
âëàñí³ çíà÷åííÿ k  — äîäàòí³. 
Ñïåðøó çãàäàºìî, ùî 0( )J x  — ö³ëà ôóíêö³ÿ êîìïëåêñíî¿ çì³í-
íî¿ .x  ßê óæå âêàçóâàëîñÿ (äèâ. ï³äðîçä³ë 1.5), òàêà ôóíêö³ÿ ìîæå 
ìàòè ëèøå ³çîëüîâàí³ íóë³, ùî óòâîðþþòü ïîñë³äîâí³ñòü òî÷îê  k  
ç ºäèíîþ òî÷êîþ ñêóï÷åííÿ íà íåñê³í÷åííîñò³. Íåõàé k k R    ³ 
n n R    — äâà äîâ³ëüí³ êîìïëåêñíîçíà÷í³ íóë³ 0( ).J x  Ìàºìî òàê³ 
ð³âíÿííÿ òà óìîâè: 
 
   0 01 0,k k kdJ rd r J rr dr dr
        
 0 ,r R    (7.56) 
 
   0 01 0,n n ndJ rd r J rr dr dr
        
 0 ,r R    (7.57) 
  0 0,kJ R    0 0.nJ R    (7.58) 
Ïîìíîæèìî ð³âíÿííÿ (7.56) íà ôóíêö³þ  0 ,nJ r  ð³âíÿííÿ (7.57) — 
íà ôóíêö³þ  0 ,kJ r  â³äí³ìåìî îòðèìàí³ ð³âíîñò³ òà ç³íòåãðóºìî 
ðåçóëüòàò ç âàãîþ r  çà çì³ííîþ r  ó ìåæàõ â³ä 0 äî .R  Ä³ñòàºìî: 
 
       
     
0 0
0 0
0
0 0
0
.
R
k n
n k
R
n k n k
dJ r dJ rd d
J r r J r r dr
dr dr dr dr
rJ r J r dr
                     
    


  
(7.59)
 
Îá÷èñëèâøè ïåðøèé ³íòåãðàë ÷àñòèíàìè òà ñêîðèñòàâøèñü óìîâàìè 
(7.58), ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî â³í äîð³âíþº íóëþ. Ìàºìî: 
      0 0
0
0,
R
n k n krJ r J r dr       (7.60) 
àáî, ïåðåéøîâøè äî n  ³ ,k  
  2 2 0 0
0
0.
R
kn
n k rJ r J r drR R
             (7.61) 
Ïðè k n  ôîðìóëè (7.60) ³ (7.61) äàþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ 
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 0 0
0
0,
R
knrJ r J r dr
R R
           ÿêùî .n k     (7.62) 
Ç ³íøîãî áîêó, óðàõîâóþ÷è, ùî çã³äíî ç îçíà÷åííÿì (7.47) 0( )J x 
0( ),J x  äëÿ äâîõ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ êîðåí³â k  ³ n k    ³ç ñï³â-
â³äíîøåííÿ (7.61) ä³ñòàºìî: 
     22 2 2 20 0 0
0 0
0.
R R
k k k
k k k krJ r J r dr r J r drR R R
                         
Çâ³äñè 
 2 2 0,k k    
òîáòî 
 k k    àáî .k k    
Áà÷èìî, ùî íóë³ ôóíêö³¿ 0( )J x  ìîæóòü áóòè ëèøå ä³éñíèìè àáî óÿâ-
íèìè. Îäíàê äëÿ óÿâíèõ ÷èñåë k ki     ðÿä 
    2 20 2 2 2 2
0 0
( 1) 1
2 ( !) 2 ( !)
s
s s
k k ks s
s s
J i i
s s
 
 
         
º ñóìîþ ëèøå äîäàòíèõ ÷èñåë, à òîìó íå äîð³âíþº íóëþ. Îòæå, óñ³ 
íóë³ ôóíêö³¿ 0( )J x  º ä³éñíèìè, à âñ³ âëàñí³ çíà÷åííÿ 
2 2 ,k k R    
1,2,3,...,k   çàäà÷³ (7.41), (7.42) — äîäàòíèìè. ¯ì â³äïîâ³äàþòü âëàñí³ 
ôóíêö³¿ (äèâ. (7.48)) 
 0 0( ) ,
k
k kr a J rR
       1,2,3,...,k    (7.63) 
äå â ñèëó ïàðíîñò³ ôóíêö³¿ 0( )J x  ï³ä k  ñë³ä ðîçóì³òè ëèøå ¿¿ äîäàòí³ 
íóë³, ðîçòàøîâàí³ â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ. 
Ùîá çíàéòè íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê 0 ,ka  ïîâåðí³ìîñÿ äî ôîðìó-
ëè (7.59). Ðîçãëÿäàþ÷è ïàðàìåòð n  ó í³é óæå íå ÿê âëàñíå çíà÷åííÿ, 
à ÿê äåÿêå ÷èñëî, ùî ïðÿìóº äî k  ³ äëÿ ÿêîãî  0 0,nJ R   ï³ñëÿ 
³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ¿¿ ë³âî¿ ÷àñòèíè ä³ñòàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
          0 0 0 0
0
,
R
k n k n k k nR J R J R rJ r J r dr          (7.64) 
äå øòðèõ îçíà÷àº ïîõ³äíó ôóíêö³¿ Áåññåëÿ çà àðãóìåíòîì. Øóêàíèé 
³íòåãðàë çíàõîäèìî ÿê ãðàíèöþ 
      2 0 00
0
lim .
n k
R
k n k
k
n k
R J R J R
r J r dr  
          
309
Ðîçêðèâàþ÷è íåâèçíà÷åí³ñòü òèïó 0/0 ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ çà ïðàâèëîì 
Ëîï³òàëÿ, ìàºìî: 
      2 22 2 20 0 0
0
( ) .
2 2
R
k k k
R R
r J r dr J R J              (7.65) 
Çâ³äñè òà ç óìîâè íîðìóâàííÿ 
  2
0
( ) 1
R
kr r dr    (7.66) 
çíàõîäèìî: 
 0
0
2
,
( )k k
a
R J
    1,2,3,....k    (7.67) 
Çàóâàæåííÿ 7.2.1. Ó âèðàç (7.63) äëÿ âëàñíèõ ôóíêö³é ( )k r  ìîæíà 
äëÿ çðó÷íîñò³ âíåñòè äîäàòêîâèé ìíîæíèê 1 2 .  Òîä³ óìîâà îðòî-
íîðìîâàíîñò³ äëÿ íîâèõ âëàñíèõ ôóíêö³é 
 
1
( ) ( )
2
k kr r     (7.68) 
çàïèñóºòüñÿ ÷åðåç ïîäâ³éíèé ³íòåãðàë ïî âñ³é îáëàñò³ ,D  çàéíÿò³é 
â³ëüíîþ ìåìáðàíîþ ó ñòàí³ ð³âíîâàãè: 
 
2
0 0
( ) ( ) ( ) ( ) .
R
k k k k kk
D
r r dS drr d r r

             (7.69) 
Ñêîðèñòàâøèñü çäîáóòèìè âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
(7.41), (7.42) òà çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì (7.7) äëÿ ÷àñîâî¿ ÷àñòèíè ( ),kT t  
çàïèñóºìî ÷àñòèíí³ ³ çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (7.38)–(7.40) ó âè-
ãëÿä³ 
  ( , ) cos sin ( ),k k k k k ku r t A t B t r       (7.70) 
  
1 1
( , ) ( ) ( ) cos sin ( ),k k k k k k k k
k k
u r t c T t r A t B t r
 
 
            (7.71) 
äå 
 ,kk
a
R
   1,2,3,...,k    (7.72) 
– ÷àñòîòè â³ñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü (ãàðìîí³ê (7.70)) ìåìáðàíè. 
Çàëèøàºòüñÿ çíàéòè êîåô³ö³ºíòè kA
  ³ kB  ó ôîðìóë³ (7.71). Ç ïî-
÷àòêîâèõ óìîâ (7.40) ìàºìî: 
 0
1
( ,0) ( ) ( ),k k
k
u r A r u r


     0
1
( ,0) ( ) ( ).t k k k
k
u r B r v r


      
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Çâ³äñè çà äîïîìîãîþ óìîâè îðòîíîðìîâàíîñò³ (7.69) ä³ñòàºìî: 
 
0 0
0
0 0
0 0
( ) ( ) 2 ( ) ( )
2
2 ( ) ,
( )
R
k k k
D
R
k
k
A u r r dS u r r rdr
u r J r rdr
R J R
     
       
 


 
 
0 0
0
0 0
0 0
1 2
( ) ( ) ( ) ( )
2 2
( ) .
( )
R
k k k
k kD
R
k
k k
B v r r dS v r r rdr
v r J r rdr
a J R
     
       
 


 
Îòæå, îñòàòî÷íî ìàºìî: 
  
0
1 0
0
0
0 02 2
1 00
0 0
0
( , ) ( ) ( ) cos
1
( ) ( ) sin ( )
2 1
( ) cos
( )
( )
R
k k
k
R
k k k
k
R
k k
k k
R
k
k
u r t u r r r dr t
v r r r dr t r
a
u r J r r dr t
R RR J
R
v r J r r dr
a R




         
            
                   
         
 

 
 0sin .k ka t J rR R
             
 
(7.73)
 
Çàâäàííÿ 7.2.1. Îïèø³òü âèìóøåí³ ìàë³ â³ñåñèìåòðè÷í³ êîëèâàííÿ 
îäíîð³äíî¿ êðóãëî¿ ìåìáðàíè ³ç çàêð³ïëåíèì êðàºì ï³ä ä³ºþ ïîïåðå÷-
íî¿ ñèëè ç ïîâåðõíåâîþ ãóñòèíîþ ( , ).F r t  
Âêàç³âêà. Â³äïîâ³äíà êðàéîâà çàäà÷à ñêëàäàºòüñÿ ç íåîäíîð³äíîãî 
ð³âíÿííÿ (  — ïîâåðõíåâà ãóñòèíà ìåìáðàíè) 
 
2
2
2
1 1
( , ),
u u
a r F r t
r r rt
           0 ,r R   0,t    (7.74) 
êðàéîâèõ óìîâ (7.39) òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ (7.40) ç 0( ) 0u r   ³ 0( ) 0.v r   
Ç îãëÿäó íà â³äîì³ âëàñí³ ôóíêö³¿ (7.63) òà ðîçâ’ÿçîê (7.73) ¿¿ ðîçâ’ÿçîê 
ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ àáî 
ïðèíöèïó Äþàìåëÿ (äèâ. ï³äðîçä³ë 4.10). 
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Â³äïîâ³äü: 
 
0 0
( , ) ( , ; ) ( , ),
t R
u r t d dr r G r r t F r           (7.75) 
äå 
  
1
0 02 2
1 0
sin1
( , ; ) ( ) ( )
sin2
( )
k
k k
k k
k k k
k k k
t
G r r t r r
t
J r J r
R RR J




     
               

   (7.76) 
– ôóíêö³ÿ Ãð³íà ð³âíÿííÿ ìàëèõ â³ñåñèìåòðè÷íèõ êîëèâàíü êðóãëî¿ 
ìåìáðàíè ³ç çàêð³ïëåíèì êðàºì. 
Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî òåõí³êà îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàë³â â³ä äîáóò-
êó ôóíêö³¿ Áåññåëÿ (Íåéìàíà) íóëüîâîãî ÷è íåíóëüîâèõ ïîðÿäê³â 
(îñòàíí³ îáãîâîðþþòüñÿ â íàñòóïíîìó ï³äðîçä³ë³) ç áàãàòüìà åëåìåí-
òàðíèìè ôóíêö³ÿìè äîáðå ðîçâèíóòà ³ ÷àñòî áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñ-
òàíí³ ñòåïåíåâèõ ðÿä³â, ÿêèìè ö³ ôóíêö³¿ çîáðàæóþòüñÿ. Íàïðèêëàä, 
ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ñóìà ðÿäó 
 
2 1
1
0
( 1)
( ) .
!( 1)! 2
ss
s
x
J x
s s


         (7.77) 
Áåçïîñåðåäí³ì äèôåðåíö³þâàííÿì ëåãêî ïåðåâ³ðèòè (äèâ. ôîðìóëè 
(7.47) ³ (7.77)), ùî ñïðàâäæóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 0 1( ) ( ),J x J x     (7.78) 
    1 0( ) ( )d xJ x xJ xdx    (7.79) 
³, îòæå, 
    0 1 1
0 0
( ) ( ) ( ). 
z z d
xJ x dx xJ x dx zJ z
dx
    (7.80) 
Çîêðåìà, 
  
2
0 0 12
0 0
( ) .
k
R
k k
kk
R R
r J r dr xJ x dx J
R R
                     (7.81) 
Çàâäàííÿ 7.2.2. Îïèø³òü ìàë³ ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ 
êðóãëî¿ ìåìáðàíè r R  ³ç çàêð³ïëåíèì êðàºì, âèêëèêàí³ óäàðíèì 
³ìïóëüñîì ,P  ïðèêëàäåíèì ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ¿¿ ïîâåðõí³ ³ ðîçïî-
ä³ëåíèì ð³âíîì³ðíî ïî ä³ëÿíö³ .r    
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Â³äïîâ³äü: 1 02 2
1 1
2 1
( , ) sin .
( )
k k k
k k k
aP
u r t J J r t
a R R RJ


                        
Çàâäàííÿ 7.2.3. Îïèø³òü ìàë³ ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ 
êðóãëî¿ ìåìáðàíè r R  ³ç çàêð³ïëåíèì êðàºì, âèêëèêàí³ ïåð³îäè÷-
íèìè êîëèâàííÿìè òèñêó 0 sin ,P P t   ïðèêëàäåíîãî äî îäíîãî áîêó 
ìåìáðàíè ³ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíîãî ïî ¿¿ ïîâåðõí³. ×àñòîòà êîëè-
âàíü òèñêó íå äîð³âíþº æîäí³é âëàñí³é ÷àñòîò³ ìåìáðàíè. 
Âêàç³âêè. Ñêîðèñòàéòåñÿ ðîçâ’ÿçêîì çàâäàííÿ 7.2.1, çàì³íèâøè â 
íüîìó ( , )F r t  íà 0 sin .P t  Òîä³ 
 
 
0
02 2
1 1
0
02 2
1 1
2 1 1
( , ) sin
( )
2 1 1
sin .
( )
k
k k k k
k
k
k k k k k
P
u r t J r t
J R
P
J r t
J R




           
           


 
Ïåðøèé äîäàíîê ó ö³é ôîðìóë³ îïèñóº âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ìåìáðà-
íè âèäó ( )sin ,A r t  äå àìïë³òóäà ( )A r  (ñóìà ïåðøîãî ðÿäó) çàäîâîëü-
íÿº ð³âíÿííÿ 
 2 2 0
1 1
,
d dA
A a r P
r dr dr
        0 ,r R   
òà óìîâè (0) ,A    ( ) 0.A R   Éîãî îáìåæåíèé çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê 
ìàº âèãëÿä 0 02( ) .
P r
A r CJ
a
         Îñòàòî÷íî ìàòèìåìî: 
 
 
0
0 02
3
0
02 2 2 2 2
1 1
( , ) 1 sin
2 1
sin .
( )
k k
k k k k
P
u r t J r J R t
a a
aP R
J r t
a R RJ R a


                 
                  
 
Ïîêàæ³òü, ùî äðóãèé äîäàíîê ó ö³é ôîðìóë³ º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ 
(7.38)–(7.40) ç ïî÷àòêîâèìè ôóíêö³ÿìè 0( ) 0u r   ³ 0( ) ( ).v r A r   
Ïðè îá÷èñëåííÿõ ñêîðèñòàéòåñÿ ôîðìóëàìè (7.64) òà (7.78)–
(7.81). 
Ïîâåä³íêó îòðèìàíèõ âèùå ðÿä³â ìîæíà äîñë³äèòè (ïðîïîíóºìî 
÷èòà÷åâ³ çðîáèòè öå ñàìîñò³éíî), ñêîðèñòàâøèñü àñèìïòîòè÷íèìè 
âëàñòèâîñòÿìè ôóíêö³¿ Áåññåëÿ òà ¿¿ íóë³â. 
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Çàâäàííÿ 7.2.4. Çä³éñíèâøè â ð³âíÿíí³ (7.43) ï³äñòàíîâêó ( )x 
1/2 ( ),x x   ïîêàæ³òü, ùî ôóíêö³ÿ ( )x  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
 
2
1
1 0,
4x
         
òîáòî àñèìïòîòè÷íî ôóíêö³¿ 0( )J x  òà 0( )N x  ïðè x   ìàþòü âèãëÿä 
ñïàäíèõ ãàðìîí³ê 
    3/2( ) sin ,Cx x O x
x
       (7.82) 
äå C  ³   — ñòàë³. 
Çà äîïîìîãîþ ìåòîä³â òåîð³¿ ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ àñèìï-
òîòèêè (7.82) ìîæíà óòî÷íèòè: 
  3/20 2( ) sin ,4xJ x x O xx          
  3/20 2( ) sin .4xN x x O xx           
(7.83) 
Ïåðøà ç íèõ â³äðàçó äàº àñèìïòîòè÷íó îö³íêó äëÿ äîäàòíèõ íóë³â 
ôóíêö³¿ 0( ) :J x  
 
3
( 1),
4k
k
      1.k    (7.84) 
Öÿ îö³íêà òèì òî÷í³øà, ÷èì á³ëüøèé íîìåð ,k  ³ âæå ïðè 7k   â³ä-
ð³çíÿºòüñÿ â³ä òî÷íîãî çíà÷åííÿ ìåíøå, í³æ íà 0,006. 
Óçàãàë³, ðÿä âèäó 
 0
1
( ) ,kk
k
f r c J r
R


      0 ,r R    (7.85) 
ç êîåô³ö³ºíòàìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ 
   022 00
2
( ) ,
( )
R
k
k
k
c r f r J r dr
RR J
         (7.86) 
íàçèâàºòüñÿ ðÿäîì Ôóð’º — Áåññåëÿ äëÿ ôóíêö³¿ ( )f r  çà ôóíêö³ÿìè 
Áåññåëÿ 0 .
kJ r
R
     Ìîæíà äîâåñòè, ùî äëÿ êóñêîâî-ãëàäêî¿ ( )f r  ðÿä 
(7.85), (7.86) çá³ãàºòüñÿ äî çíà÷åííÿ  12 ( 0) ( 0)f r f r    ó êîæí³é òî÷-
ö³ (0, ),r R  äîð³âíþº íóëþ ïðè r R  òà (ÿêùî 0r   — òî÷êà íåïå-
ðåðâíîñò³ ( ))f r  (0)f  ïðè 0.r   
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7.3. ÊÎËÈÂÀÍÍß ÊÐÓÃËÎ¯ ÌÅÌÁÐÀÍÈ. ÇÀÃÀËÜÍÈÉ ÂÈÏÀÄÎÊ 
Ïîâåðí³ìîñÿ äî çàãàëüíî¿ çàäà÷³ (7.33)–(7.37) ïðî ìàë³ ïîïåðå÷í³ 
êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ êðóãëî¿ ìåìáðàíè. Ó ñèëó ë³í³éíîñò³ çàäà÷³ ¿¿ 
çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ( , , )u u r t   äîð³âíþº ñóïåðïîçèö³¿ ðîçâ’ÿçêó çà-
äà÷³ ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ ìåìáðàíè ( ( , , ) 0)f r t   òà ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ 
ïðî âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ìåìáðàíè ( ( , , ) 0)f r t   ï³ä ä³ºþ ïîïåðå÷íî¿ 
ñèëè ³ ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ 0( ( , ) 0,u r    0( , ) 0).v r    
Ïî÷íåìî ç ðîçãëÿäó çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ. Êîðèñòó-
þ÷èñü ìåòîäîì â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ, íåòðèâ³àëüí³ ÷àñòèíí³ 
ðîçâ’ÿçêè îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (7.33) øóêàºìî ó âèãëÿä³ äîáóò-
êó ( , , ) ( ) ( , ).u r t T t r     Ï³äñòàâèâøè éîãî â îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ 
(7.33) òà ïîä³ëèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè çäîáóòîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ íà 
2 ( ) ( , ),a T t r   ä³ñòàºìî ð³âí³ñòü 
 
2
2 2 2
( ) 1 1 ( , ) 1 ( , )
,
( , )( )
T t r r
r
r r r ra T t r
                   
 
äå, ÿê çàâæäè, ìè âðàõóâàëè, ùî ôóíêö³¿ ð³çíèõ çì³ííèõ äîð³âíþþòü 
îäíà îäí³é ëèøå çà óìîâè, ùî âîíè äîð³âíþþòü äåÿê³é ñòàë³é .  
Áà÷èìî, ùî äëÿ ÷àñîâî¿ ÷àñòèíè ìàºìî ð³âíÿííÿ (7.6), çàãàëüíèé 
ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî äàºòüñÿ ôîðìóëîþ (7.7), à äëÿ êîîðäèíàòíî¿ ÷àñòè-
íè — ð³âíÿííÿ 
 
2
2 2
1 ( , ) 1 ( , )
( , ) 0,
r r
r r
r r r r
                 ( , ) .r D    (7.87) 
Ï³äñòàâèâøè äàë³ äîáóòîê ( , , ) ( ) ( , )u r t T t r     ó ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(7.34), (7.36) ³ (7.37), çíàõîäèìî, ùî ð³âíÿííÿ (7.87) òðåáà äîïîâíèòè 
êðàéîâèìè óìîâàìè 
 ( , ) 0,R    (0, )      (7.88) 
òà óìîâîþ ïåð³îäè÷íîñò³ 
 ( , ) ( , 2 ).r r        (7.89) 
Îòæå, äëÿ êîîðäèíàòíî¿ ÷àñòèíè ( , )r   ìàºìî êðàéîâó çàäà÷ó 
(7.87)–(7.89). ¯ ¿ íåòðèâ³àëüí³ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè øóêàºìî çíîâó ìåòî-
äîì â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ, òîáòî ó âèãëÿä³ äîáóòêó ( , ) ( ) ( ),r r       
ÿêèé ï³äñòàâëÿºìî ñïåðøó â ð³âíÿííÿ (7.87), à ïîò³ì — â óìîâè (7.88) 
³ (7.89). Çîêðåìà, ð³âíÿííÿ (7.87) íàáèðàº âèãëÿäó 
 
2
2 2
1 ( ) 1 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0.
d d r d
r r r
r dr r r d
                
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Ïîä³ëèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè öüîãî ð³âíÿííÿ íà ( ) ( ),r    îòðèìóºìî: 
 
2
2 2
1 ( ) 1 1 ( )
0.
( ) ( )
d d r d
r
r r dr r r d
               (7.90) 
Áà÷èìî, ùî äîäàíêè, ÿê³ çàëåæàòü â³ä çì³ííèõ r  ³ ,  ìîæíà â³äîêðå-
ìèòè îäèí â³ä îäíîãî, ÿêùî ïîêëàñòè 
 
2
2
1 ( )
,
( )
d
d
       
äå   — äåÿêà ñòàëà. Çâ³äñè òà ç óìîâè ïåð³îäè÷íîñò³ (7.89) ä³ñòàºìî 
çàäà÷ó äëÿ êóòîâî¿ ÷àñòèíè: 
 
2
2
0,
d
d
    0 2 ,      (7.91) 
 ( ) ( 2 ),         (7.92) 
à äàë³ — ç ð³âíîñò³ (7.90) òà êðàéîâèõ óìîâ (7.88) — êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ 
ðàä³àëüíî¿ ÷àñòèíè: 
 
2
1
0,
d d
r
r dr r r
                0 ,r R    (7.93) 
 ( ) 0,R   (0) .     (7.94) 
×àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (7.91) ìàþòü âèãëÿä 
  (1) ( ) cos ,A      (2)( ) sinB     
³, çã³äíî ç óìîâîþ ïåð³îäè÷íîñò³ (7.92), ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ 
    cos cos 2 ,          sin sin 2 .       
Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî   — ö³ëå ÷èñëî. Á³ëüøå òîãî, óðàõîâóþ÷è ïàð-
í³ñòü ôóíêö³¿ (1)  òà íåïàðí³ñòü ôóíêö³¿ (2),  ë³í³éíî íåçàëåæí³ âëàñí³ 
ôóíêö³¿ çàäà÷³ (7.91), (7.92) îòðèìàºìî, îáìåæèâøèñü íåâ³ä’ºìíèìè 
ö³ëèìè çíà÷åííÿìè .  Îòæå, âëàñí³ çíà÷åííÿ ö³º¿ çàäà÷³ 
 2,m m   0,1,2,....m    (7.95) 
¯ì â³äïîâ³äàþòü íîðìîâàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ 
 
(1)
0
1
, 0,
2
m  
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 (1) (2)1 1( ) cos , ( ) sin , 1,2,...,m mm m m         
  (7.96) 
äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóºòüñÿ óìîâà îðòîíîðìîâàíîñò³ 
 
2
( ) ( )
0
( ) ( ) ,
, 1,2, , 1, 1; , ; 1, 1;....
i i
m m ii mmd
i i m m i i i i i i


         
         

  (7.97) 
Âëàñí³ çíà÷åííÿ ³ íîðìîâàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ ðàä³àëüíî¿ çàäà÷³ 
(7.93), (7.94) øóêàºìî â òîé ñàìèé ñïîñ³á, ùî áóâ âèêîðèñòàíèé ïðè 
ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷³ (7.41), (7.42). Çàçíà÷èìî éîãî îñíîâí³ ìîìåíòè, 
óæå íå çóïèíÿþ÷èñü íà ïîäðîáèöÿõ îá÷èñëåíü. Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè 
r x   ð³âíÿííÿ (7.93) íàáèðàº âèãëÿäó 
 
2
2
1
( ) ( ) 1 ( ) 0.
m
x x x
x x
          
  (7.98) 
Áóäóþ÷è éîãî îáìåæåíèé ( (0) )    ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê ó ôîðì³ 
ñòåïåíåâîãî ðÿäó (7.44), çíàõîäèìî, ùî êîæíîìó çíà÷åííþ m  â³äïî-
â³äàº ðîçâ’ÿçîê 
 ( ) ( ),m m mx a J x    (7.99) 
äå 
 
2
0
( 1)
( )
!( )! 2
s ms
m
s
x
J x
s s m


         (7.100) 
– ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêó .m  Äëÿ ö³ëèõ m  âîíà âèçíà÷åíà ñêð³çü ó 
êîìïëåêñí³é ïëîùèí³, îäíîçíà÷íà òà ö³ëà, òîáòî ìàº ëèøå ³çîëüîâàí³ 
íóë³. Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç ( )mk  äîäàòí³ íóë³ ôóíêö³¿ ( )mJ x 1, ïðîíóìåðî-
âàí³ â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ, òà âðàõóâàâøè ïåðøó êðàéîâó óìîâó (7.94), 
çíàõîäèìî íåòðèâ³àëüí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ òà íîðìîâàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ 
êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.93), (7.94) ( 0,1,2,...,m   1,2,3,...) :k   
 
 2( )
2
,
m
k
mk R
    (7.101) 
 
( )
( ) ,
m
k
mk mk mr a J rR
     
  (7.102) 
äå íîðìóâàëüíèé ìíîæíèê 
1 Ó ïîïåðåäíüîìó ï³äðîçä³ë³ äîäàòí³ íóë³ (0)k  ôóíêö³¿ 0( )J x  ïîçíà÷àëèñÿ ÿê .k
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  ( )
2
mk m
m k
a
R J
     (7.103) 
³ âëàñí³ ôóíêö³¿ (7.102) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó îðòîíîðìîâàíîñò³ 
 
( ) ( )
0
.
R m m
k k
m m kkr r r drR R


                (7.104) 
Çàâäàííÿ 7.3.1. Íåõàé ( )mk  — êîðåí³ ð³âíÿííÿ ( ) ( ) 0,m mJ hJ      
0.h   Äîâåä³òü ñï³ââ³äíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñò³ 
 
( ) ( )
0
0,
R m m
k k
m mrJ r J r drR R
             ÿêùî ,k k    (7.105) 
òà îá÷èñë³òü íîðìó 
    ( ) 2 22 22 ( ) ( )( )2
0
1 .
2
R m
m mk
m m k m km
k
R m
rJ r dr J J
R
                            (7.106) 
ßê íàñë³äêè, îòðèìàéòå ôîðìóëè (7.103) ³ (7.104). 
Çàâäàííÿ 7.3.2. Âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ (7.100), äîâåä³òü ñï³ââ³äíî-
øåííÿ 
 1( ) ( ),
m m
m m
d
x J x x J x
dx 
     1( ) ( ).m mm m
d
x J x x J x
dx
 
       (7.107) 
Íà ¿õ îñíîâ³ çíàéä³òü ðåêóðåíòí³ ôîðìóëè 
 1 1
2
( ) ( ) ( ),m m m
m
J x J x J x
x 
    1( ) ( ) ( )m m mmJ x J x J xx      (7.108) 
òà íåâèçíà÷åí³ ³íòåãðàëè 
 1( ) ( ) ,
m m
m mx J x dx x J x C    1( ) ( ) ,m mm mx J x dx x J x C       (7.109) 
   1 0 0( ) ( ) ( ) ,xJ x dx xJ x J x dx C       (7.110) 
  2 22 1 0 0( ) ( ) 3 ( ) 3 ( ) ,x J x dx x J x xJ x J x dx C        (7.111) 
 3 0 1
4
( ) ( ) ( ) ,J x dx J x J x C
x
     (7.112) 
äå C  — äîâ³ëüíà ñòàëà. 
Âêàç³âêà. Ïðè îá÷èñëåíí³ ³íòåãðàë³â (7.110) ³ (7.111) ñêîðèñòàéòå-
ñÿ ³íòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè òà ³íòåãðàëàìè (7.109), ÿê³ âèïëèâàþòü ³ç 
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ñï³ââ³äíîøåíü (7.107). ²íòåãðàë (7.112) çíàõîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñï³â-
â³äíîøåíü (7.108) é ³íòåãðàë³â (7.109). ²íòåãðàë 0
0
( )
w
J x dx  íå âèðàæà-
ºòüñÿ â çàìêíåí³é ôîðì³, îäíàê éîãî çíà÷åííÿ äîáðå ïðîòàáóëüîâàí³. 
Çàâäàííÿ 7.3.3. Äîâåä³òü, ùî äðóãèé ë³í³éíî íåçàëåæíèé ðîçâ’ÿçîê1 
ð³âíÿííÿ Áåññåëÿ (7.98) ïðè 1m   ìàº â òî÷ö³ 0x   ñèíãóëÿðí³ñòü 
âèäó 1 .mx  
Çàâäàííÿ 7.3.4. Äîâåä³òü, ùî ïðè x   ôóíêö³¿ Áåññåëÿ ( )mJ x  ³ 
Íåéìàíà ( )mN x  âåäóòü ñåáå ÿê ñïàäí³ ãàðìîí³êè âèäó (7.82)
2. 
Ç îãëÿäó íà ðåçóëüòàòè (7.95)–(7.97) ³ (7.101)–(7.104) ìîæåìî 
ñòâåðäæóâàòè, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ mk  ( 0,1,2,...,m   1,2,3,...)k   êðà-
éîâî¿ çàäà÷³ (7.87)–(7.89) äàþòüñÿ ôîðìóëîþ (7.101), ³ ¿ì â³äïîâ³äàþòü 
íîðìîâàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ 
 
 
 
 
(0)
(1) (1)
0 0 0 0(0)
0
(1) (1)
( )
( )
(2) (2)
( )
( )
1
( ) ( ) ,
( , ) ( ) ( )
2
cos , 1,   
( , ) ( ) ( )
2
sin , 1,
k
k k
k
mk mk m
m
k
mm
m k
mk mk m
m
k
mm
m k
r r J r
RR J
r r
J r m m
RR J
r r
J r m m
RR J
          
      
       
      
       
  (7.113) 
ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó îðòîíîðìîâàíîñò³ 
2
( ) ( ) ( ) ( )
0 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
R
i i i i
mk m k mk m k ii mm kk
D
r r dS drr d r r

 
                      (7.114) 
1 Â³í ïðîïîðö³îíàëüíèé ôóíêö³¿ Íåéìàíà ïîðÿäêó m, ÿêà äëÿ ö³ëèõ m îçíà-
÷àºòüñÿ ÿê ãðàíèöÿ ( ) lim ( ),m m
N x N x  äå 
( )cos ( )
( )
sin
J x J x
N x  
    òà ( )J x 
2
0
( 1)
( 1) ( 1) 2
ss
s
x
s s


           — ôóíêö³¿ Íåéìàíà òà Áåññåëÿ, äîîçíà÷åí³ íà äîâ³ëüíå 
íåö³ëå ÷èñëî , ( )x  — ãàììà-ôóíêö³ÿ Åéëåðà. 
2 Á³ëüø äîêëàäí³ âèðàçè äëÿ àñèìïòîòèê ìàþòü âèãëÿä:
 3/22( ) cos ,
4 2m x
J x x m O x
x


          
 3/22( ) sin .
4 2m x
N x x m O x
x


          
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Ñêîðèñòàâøèñü äàë³ âèðàçîì (7.7) äëÿ ÷àñîâî¿ ÷àñòèíè ( ),mkT t  çà-
ãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.33)–(7.37) ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ 
êðóãëî¿ ìåìáðàíè ³ç çàêð³ïëåíèì êðàºì ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 
 
 
 
(1) (1) (1)
0 0 0 0 0
1
2
( ) ( ) ( )
1 1 1
( , , ) cos sin ( )
cos sin ( , ),
k k k k k
k
i i i
mk mk mk mk mk
i m k
u r t A t B t r
A t B t r


 
  
      
     


  (7.115) 
äå 
 
( )m
k
mk
a
R
    (7.116) 
– ÷àñòîòè êîëèâàíü ìåìáðàíè. Êîåô³ö³ºíòè ( )imkA  ³ 
( )i
mkB  âèçíà÷àºìî ç 
ïî÷àòêîâèõ óìîâ (7.35): 
 
2
(1) (1) ( ) ( )
0 0 0
1 1 1 1
( ) ( , ) ( , ),i ik k mk mk
k i m k
A r A r u r
  
   
         (7.117) 
 
2
(1) (1) ( ) ( )
0 0 0 0
1 1 1 1
( ) ( , ) ( , ),i ik k k mk mk mk
k i m k
B r B r v r
  
   
           (7.118) 
çâ³äêè, ó ñèëó óìîâè îðòîíîðìîâàíîñò³ (7.114), 
 (1) (1) (1) (1)0 0 0 0 0 0
0
1
( , ) ( ) , ( , ) ( ) , 1,k k k k
kD D
A u r r dS B v r r dS k          (7.119) 
 
( ) ( )
0
( ) ( )
0
( , ) ( , ) ,
1
( , ) ( , ) , 1,2, , 1.
i i
mk mk
D
i i
mk mk
mk D
A u r r dS
B v r r dS i m k
   
     

   
(7.120) 
Çíàéäåí³ êîåô³ö³ºíòè º ôàêòè÷íî êîåô³ö³ºíòàìè ðÿä³â Ôóð’º — 
Áåññåëÿ çà ôóíêö³ÿìè Áåññåëÿ 
( )
,
m
k
mJ rR
   
 òîáòî ðÿä³â âèäó 
 
( )
1
( ) ,
m
k
k m
k
f r c J r
R


      0 ,r R    (7.121) 
ç êîåô³ö³ºíòàìè 
  
( )
2
2 ( )
0
2
( ) .
R m
k
k m
m
m k
c r f r J r dr
RR J
        
   (7.122) 
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(Ó öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ïîìíîæèâøè îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíîñòåé 
(7.117) ³ (7.118) íà cosm  ÷è sin m  òà ç³íòåãðóâàâøè íîâ³ ð³âíîñò³ çà 
  â ìåæàõ â³ä 0 äî 2 .)  Äëÿ êîæíî¿ êóñêîâî-ãëàäêî¿ ôóíêö³¿ ( )f r  ðÿäè 
(7.121), (7.122) ç 0m   çá³ãàþòüñÿ äî çíà÷åííÿ  12 ( 0) ( 0)f r f r    ó 
êîæí³é òî÷ö³ (0, )r R  òà äîð³âíþþòü íóëþ ïðè r R  ³ 0.r   
Çàóâàæèìî, ùî ïåðøà ñóìà â ðîçâ’ÿçêó (7.115) îïèñóº â³ñåñèìå-
òðè÷í³ êîëèâàííÿ ìåìáðàíè ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ (7.35). ßêùî ö³ 
óìîâè íå çàëåæàòü ÿâíî â³ä êóòà ,  òî âñ³ êîåô³ö³ºíòè (7.120) äîð³â-
íþþòü íóëþ, à âêàçàíà ñóìà çá³ãàºòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêîì (7.73). 
Çàâäàííÿ 7.3.5. Îïèø³òü ìàë³ êîëèâàííÿ îäíîð³äíî¿ êðóãëî¿ ìåì-
áðàíè ³ç çàêð³ïëåíèì êðàºì ï³ä ä³ºþ ïîïåðå÷íî¿ ñèëè ç ïîâåðõíåâîþ 
ãóñòèíîþ ( , , )F r t  ³ ïðè íóëüîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ. 
Â³äïîâ³äü: 
0
( , , ) ( , , , ; ) ( , , ),
t
D
u r t d dS G r r t F r               
äå 
 
(1) (1)0
0 0
1 0
2
( ) ( )
1 1 1
sin1
( , , , ; ) ( ) ( )
sin1
( , ) ( , )
k
k k
k k
i imk
mk mk
i m k mk
t
G r r t r r
t
r r


 
  
        
       


 
– ôóíêö³ÿ Ãð³íà ð³âíÿííÿ ìàëèõ ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü êðóãëî¿ ìåì-
áðàíè ³ç çàêð³ïëåíèì êðàºì. 
7.4. ÊÐÀÉÎÂ² ÇÀÄÀ×² ÄËß ÖÈË²ÍÄÐÈ×ÍÈÕ ÎÁËÀÑÒÅÉ 
Ôóíêö³¿ Áåññåëÿ, Íåéìàíà òà ¿õ ë³í³éí³ êîìá³íàö³¿ òàêîæ íà-
çèâàþòü öèë³íäðè÷íèìè, îñê³ëüêè ¿õ ïîÿâà º òèïîâîþ ïðè 
ðîçâ’ÿçóâàíí³ êðàéîâèõ çàäà÷, ïîñòàâëåíèõ äëÿ ò³ë ÷è îáëàñòåé ³ç 
öèë³íäðè÷íîþ ãåîìåòð³ºþ. Ïðî³ëþñòðóºìî ñêàçàíå ê³ëüêîìà ïðî-
ñòèìè ïðèêëàäàìè. 
Ïî÷íåìî ³ç çàäà÷³ ïðî îñòèãàííÿ îäíîð³äíîãî êðóãëîãî ñòåðæíÿ 
ðàä³óñîì R  ³ âèñîòîþ ,H  ïî÷àòêîâà òåìïåðàòóðà ÿêîãî îïèñóºòüñÿ 
ðàä³àëüíèì ðîçïîä³ëîì 0( );T r  ñòåðæåíü îñòèãàº ç ìîìåíòó ÷àñó 0,t   
ç ÿêîãî éîãî ïîâåðõíÿ ï³äòðèìóºòüñÿ ïðè íóëüîâ³é òåìïåðàòóð³. 
Íåõàé ïî÷àòîê äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò çíàõîäèòüñÿ â öåíòð³ 
ñòåðæíÿ, êîîðäèíàòíà â³ñü OZ  íàïðÿìëåíà ïî îñ³ ñèìåòð³¿ ñòåðæíÿ, 
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à äâ³ ³íø³ êîîðäèíàòí³ îñ³ OX  ³ OY  ëåæàòü ó ïëîùèí³ éîãî ïîïåðå÷-
íîãî ïåðåð³çó. Óðàõîâóþ÷è ãåîìåòðè÷íó ñèìåòð³þ ñòåðæíÿ, ïåðåéäå-
ìî äî öèë³íäðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì ó öåíòð³ ñòåðæíÿ 
³ ïîëÿðíîþ â³ññþ, íàïðÿìëåíîþ ïî éîãî îñ³. Ôîðìóëè ïåðåõîäó â³ä 
äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò ( , , )x y z  äî öèë³íäðè÷íèõ ( , , )r z  ìàþòü âèãëÿä 
 cos ,x r   sin ,y r   ,z z   (7.123) 
ïðè öüîìó òî÷êàì ïðîñòîðîâî¿ îáëàñò³ ,C  çàéíÿòî¿ ñòåðæíåì, â³äïî-
â³äàþòü çíà÷åííÿ êîîðäèíàò, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåð³âíîñò³ 
 0 ,r R   0 2 ,     2 2;H z H     (7.124) 
ÿêîá³àí öüîãî ïåðåõîäó 
 
cos sin 0
( , , )
sin cos 0 .
( , , )
0 0 1
x x x
r z r
D x y z y y y
r r
D r z r z
z z z
r z
  
              
  
  
  (7.125) 
Ó öèë³íäðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò îïåðàòîð Ëàïëàñà 
 
2 2
2 2 2
1 1
,r
r r r r z
              
òîìó ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ îäíîð³äíîãî ñåðåäîâèùà ìàº âè-
ãëÿä 
 
2 2
2
2 2 2
1 1
( , , , ),
u u u u
a r f r z t
t r r r r z
                  
  (7.126) 
äå ( , , , )u u r z t   — òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ ÿê ôóíêö³ÿ êîîðäèíàò ³ ÷àñó, 
( , , , )f r z t  — ôóíêö³ÿ òåïëîâèõ äæåðåë ³ ñòîê³â (ó íàøîìó âèïàäêó 
âîíà äîð³âíþº íóëþ). 
Ó òî÷êàõ 0,r   äå ÿêîá³àí ïåðåõîäó (7.125) îáåðòàºòüñÿ â íóëü, ïî-
ðóøóºòüñÿ âçàºìíà îäíîçíà÷í³ñòü ì³æ äåêàðòîâèìè ³ öèë³íäðè÷íèìè 
êîîðäèíàòàìè, à òîìó ôîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.126) ìîæå 
ìàòè íåô³çè÷íó ñèíãóëÿðí³ñòü. ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, ¿¿ ìîæíà óñóíóòè, 
íàêëàâøè âèìîãó, ùîá ôóíêö³ÿ ( , , , )u r z t  áóëà îáìåæåíîþ ïðè 0 :r   
 (0, , , ) .u z t     (7.127) 
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Êð³ì òîãî, íà ïîâåðõí³ ñòåðæíÿ   (éîãî îñíîâàõ òà á³÷í³é ïîâåðõí³) 
ôóíêö³ÿ ( , , , )u r z t  ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè êðàéîâ³ óìîâè 
 ( , , , ) 0,u r z t     (7.128) 
àáî, äîêëàäí³øå, 
 ( , , 2, ) 0,u r H t    ( , , 2, ) 0,u r H t   ( , , , ) 0,u R z t    (7.128à) 
à â óñ³õ âíóòð³øí³õ òî÷êàõ D  ñòåðæíÿ — ïî÷àòêîâó óìîâó 
 0( , , ,0) ( ).Du r z T r    (7.129) 
², íàðåøò³, ïîâèííà ñïðàâäæóâàòèñÿ óìîâà ïåð³îäè÷íîñò³ 
 ( , , , ) ( , 2 , , ).u r z t u r z t       (7.130) 
Â³çüìåìî òåïåð äî óâàãè, ùî ñòåðæåíü îäíîð³äíèé, êðàéîâ³ òà ïî-
÷àòêîâ³ óìîâè àêñ³àëüíî ñèìåòðè÷í³ (íå çàëåæàòü ÿâíî â³ä êóòà ),  à 
òåïëîâ³ äæåðåëà â³äñóòí³. Òîìó íåìàº æîäíèõ ô³çè÷íèõ ïðè÷èí, ÿê³ 
á ç ÷àñîì ïîðóøóâàëè ïî÷àòêîâó ³íâàð³àíòí³ñòü çàäà÷³ â³äíîñíî ïî-
âîðîò³â íàâêîëî ïîëÿðíî¿ îñ³ .OZ  Ñë³ä î÷³êóâàòè, ùî â êîæíèé ô³ê-
ñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó t  òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ º ôóíêö³ºþ ëèøå r  ³ :z  
( , , ).u u r z t  Äëÿ ¿¿ âèçíà÷åííÿ ä³ñòàºìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó: 
 
2
2
2
1
,
u u u
a r
t r r r z
             
 0 ,r R   2 2,H z H    0,t    (7.131) 
 ( , , ) 0,u R z t   ( , 2, ) 0,u r H t   ( , 2, ) 0,u r H t   (0, , ) ,u z t     (7.132) 
 0( , ,0) ( ).u r z T r   (7.133) 
Øóêàºìî íåòðèâ³àëüí³ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (7.131)–(7.133) ó 
âèãëÿä³ äîáóòêó ( , ) ( ).r z T t  Â³äîêðåìèâøè ÷àñîâó ³ êîîðäèíàòíó ÷àñ-
òèíè, ä³ñòàºìî ð³âíÿííÿ 
 2( ) ( ) 0,T t a T t     0,t    (7.134) 
 
2
2
1
0,r
r r r z
              0 ,r R   2 2,H z H     (7.135) 
òà êðàéîâ³ óìîâè äëÿ ôóíêö³¿ ( , ) :r z  
 ( , ) 0,R z   (0, ) ,z   ( , 2) 0,r H    ( , 2) 0.r H    (7.136) 
Êðàéîâó çàäà÷ó (7.135), (7.136) ðîçâ’ÿçóºìî, çíîâó ñêîðèñòàâøèñü 
ìåòîäîì â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ. Øóêàþ÷è ¿¿ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ó 
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âèãëÿä³ ( , ) ( ) ( ),r z r Z z    äëÿ ôóíêö³é ( )r  ³ ( )Z z ä³ñòàºìî äâ³ îäíî-
âèì³ðí³ êðàéîâ³ çàäà÷³: 
 
1
0,
d d
r
r dr dr
        0 ,r R    (7.137) 
 ( ) 0,R   (0) ,     (7.138) 
 
2
2
0,
d Z
Z
dz
    2 2,H z H     (7.139) 
 ( 2) 0,Z H   ( 2) 0,Z H    (7.140) 
ïðè öüîìó 
 .       (7.141) 
Âëàñí³ çíà÷åííÿ n  òà íîðìîâàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ ( )nZ z  çàäà÷³ 
(7.139), (7.140) çíàõîäèìî, ï³äñòàâèâøè çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê 
    ( ) cos sinZ z A z B z     
ð³âíÿííÿ (7.139) ó êðàéîâ³ óìîâè (7.140) òà ïðîàíàë³çóâàâøè óìîâè 
³ñíóâàííÿ íåòðèâ³àëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè îäíîð³äíèõ ë³í³éíèõ ð³â-
íÿíü, îòðèìóâàíèõ äëÿ êîåô³ö³ºíò³â A  ³ .B  Ï³ñëÿ íîðìóâàííÿ çíà-
éäåíèõ âëàñíèõ ôóíêö³é ä³ñòàºìî: 
2 2
2
cos , ÿêùî 1,3,5,...,
2
, 1,2,..., ( )
sin , ÿêùî 2,4,6,....
n n
nz
n
n Hn Z z
H H nz
n
H
        
 (7.142) 
Çàäà÷à (7.137), (7.138) óæå àíàë³çóâàëàñÿ ïðè ðîçãëÿä³ â³ñåñèìå-
òðè÷íèõ êîëèâàíü êðóãëî¿ ìåìáðàíè ³ç çàêð³ïëåíèì êðàºì — äèâ. çà-
äà÷ó (7.41), (7.42), ó ÿê³é   òðåáà çàì³íèòè íà .  ¯¿ âëàñí³ çíà÷åííÿ ³ 
íîðìîâàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ äàþòüñÿ ôîðìóëàìè 
 
2
2
,kk R
   0
0
2
( ) ,
( )
k
k
k
r J r
R J R
         1,2,3,...,k    (7.143) 
äå k  — äîäàòí³ íóë³ ôóíêö³¿ 0( ),J x  ðîçòàøîâàí³ â ïîðÿäêó çðîñ-
òàííÿ. 
Íà îñíîâ³ ôîðìóë (7.142) ³ (7.143) ìîæåìî âæå âèïèñàòè âëàñ-
í³ çíà÷åííÿ kn  òà âëàñí³ ôóíêö³¿ ( , )kn r z  êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.135), 
(7.136): 
 ,kn k n      1( , ) ( ) ( ),
2
kn k nr z r Z z    , 1,2,3,....k n    (7.144) 
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Çàóâàæèìî, ùî ìíîæíèê 1 2  ó âèðàç³ (7.144) äëÿ ( , )kn r z  íå 
îáîâ’ÿçêîâèé — éîãî çðó÷íî ââåñòè äëÿ òîãî, ùîá óìîâà îðòîíîðìî-
âàíîñò³ öèõ ôóíêö³é çàïèñóâàëàñÿ ÷åðåç îá’ºìíèé ³íòåãðàë ïî âñ³é 
öèë³íäðè÷í³é îáëàñò³ ,C  çàéíÿò³é ñòåðæíåì: 
22
0 0 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
HR
kn k n kn k n kk nn
C H
r z r z dV drr d dz r z r z

     

             (7.145) 
Ç îãëÿäó íà ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (7.134) ÷àñòèíí³ òà çàãàëüíèé 
ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (7.131)–(7.133) ìàþòü âèãëÿä 
 
2
( , , ) ( , ),kna tkn kn knu r z t A e r z
   
 
2
1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , ).kna tkn kn kn kn
k n k n
u r z t c u r z t a e r z
    
   
      (7.146) 
Çàëèøàºòüñÿ çíàéòè êîåô³ö³ºíòè kna  â îñòàíí³é ôîðìóë³. Ç ïî÷àòêî-
âî¿ óìîâè (7.133) ìàºìî: 
 0
1 1
( , ,0) ( , ) ( ).kn kn
k n
u r z a r z T r
 
 
    
Çâ³äñè, ñêîðèñòàâøèñü óìîâîþ îðòîíîðìîâàíîñò³ (7.145), ä³ñòàºìî: 
 
22
0 0
0 0 2
2
0
0 2
1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( )
2
2 ( ) ( ) ( ).
HR
kn kn k n
C H
HR
k n
H
a T r r z dV drrT r d dz r Z z
drrT r r dz Z z



     
  
   
 
 
Äëÿ ôóíêö³é (7.142) äàë³ ìàºìî 
 
2 2
2 2
2 2
( ) cos 2 sin , 1,3,5,...,
2
H H
n
H H
nz n
Z z dz dz H n
H H n 
      
 
2 2
2 2
2
( ) sin 0, 2,4,6,...,
H H
n
H H
nz
Z z dz dz n
H H 
     
òîáòî â³äì³ííèìè â³ä íóëÿ º êîåô³ö³ºíòè kna  ç íåïàðíèìè çíà÷åííÿ-
ìè 2 1,n p   äå 0,1,2,... :p   
 0 0
0 0
2 2
2 ( ) 2 ( 1) ,
( ) (2 1)
R
pk
kp
k
a rT r J r dr H
R J R p
             
 1,2,...,k   0,1,2,....p   
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Ó ï³äñóìêó ðÿä (7.146) íàáèðàº âèãëÿäó 
 
 
2 2 2
2
2 2
0 02 2
1 0 00
(2 1)
0
8 ( 1)
( , , ) ( )
(2 1) ( )
(2 1)
cos .
k
Rp
k
k p k
p
a t
R H k
u r z t r T r J r dr
R Rp J
p z
e J r
R H
 
 
       
               
      
 
  (7.147) 
Çîêðåìà, óðàõîâóþ÷è, ùî 
 
0
( 1)
,
(2 1) 4
p
p p


   
ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó H   çíàõîäèìî: 
  
2
2
2
0 0 02 2
1 00
2 1
( , ) ( ) .
( )
kR a t
k kR
k k
u r t r T r J r dr e J r
R RR J
 

                       (7.148) 
Öåé ïåðåõ³ä â³äïîâ³äàº ñèòóàö³¿, êîëè êðà¿ ñòåðæíÿ çíàõîäÿòüñÿ íà-
ñò³ëüêè äàëåêî â³ä òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ, ùî ¿õ âïëèâîì ìîæíà çíå-
õòóâàòè. Ó ñèñòåì³ ç’ÿâëÿºòüñÿ ùå îäèí åëåìåíò ñèìåòð³¿ — îäíîð³ä-
í³ñòü óçäîâæ îñ³ ñòåðæíÿ, òîáòî íåìîæëèâ³ñòü çíàéòè â³äì³ííîñò³ ì³æ 
ô³çè÷íèìè óìîâàìè â òî÷êàõ, ùî â³äð³çíÿþòüñÿ ëèøå çíà÷åííÿìè 
êîîðäèíàòè .z  ßê ðåçóëüòàò, çàëåæí³ñòü â³ä ö³º¿ êîîðäèíàòè çíèêàº. 
ßêùî ñòåðæåíü ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó áóâ íàãð³òèé ð³âíîì³ð-
íî, 0 0( ) ,T r T  òî ³íòåãðàë ó ðÿäàõ (7.147) ³ (7.148) çâîäèòüñÿ äî ³íòåãðà-
ëà (7.81), ³ ö³ ðÿäè íàáèðàþòü ïðîñò³øîãî âèãëÿäó. Óðàõîâóþ÷è ùå é 
ñï³ââ³äíîøåííÿ (7.78), â³äïîâ³äíî ìàºìî: 
2 2 2
2
2 2
(2 1)
0
0
1 0 1
8 ( 1) (2 1)
( , , ) cos ,
(2 1) ( )
k pp a t
R H k
k p k k
T p z
u r z t e J r
p J R H
         
 
            
 
2
2
2
0 0
1 1
1
( , ) 2 .
( )
k a t
kR
k k k
u r t T e J r
J R
 

        
Çà àíàëîã³÷íîþ ñõåìîþ ðîçâ’ÿçóþòüñÿ é ³íø³ çàäà÷³ ç àêñ³àëüíîþ 
ñèìåòð³ºþ äëÿ öèë³íäðè÷íèõ îáëàñòåé. 
Çàâäàííÿ 7.4.1. Óçàãàëüí³òü ïîïåðåäíþ çàäà÷ó òà ¿¿ ðîçâ’ÿçîê íà âè-
ïàäîê, êîëè ïî÷àòêîâà òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ 
0( , ).T r z  
Çàâäàííÿ 7.4.2. Çíàéä³òü âëàñí³ ÷àñòîòè ðàä³àëüíèõ êîëèâàíü ãàçó â 
äîâãîìó ïîðîæíèñòîìó öèë³íäð³ ðàä³óñîì .R  
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Âêàç³âêà. Êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ïîòåíö³àëó øâèäêîñò³ ( , )u u r t  ãàçó 
âêëþ÷àº ð³âíÿííÿ 
 
2
2
2
1
,
u u
a r
r r rt
          0 ,r R   0,t   
êðàéîâ³ óìîâè 
 
( , )
0,
r R
u r t
r 
   (0, )u t    
òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè 
 0( ,0) ( ),u r u r  0
0
( , )
( ).
t
u r t
v r
t 
   
Â³äïîâ³äü: ,k ka R    äå k  — ïîñë³äîâí³ äîäàòí³ êîðåí³ ð³âíÿí-
íÿ 0( ) 0J     (äîäàòí³ íóë³ ôóíêö³¿ Áåññåëÿ 1( )).J x  Çâåðíåìî óâàãó, ùî 
âêàçàíà êðàéîâà çàäà÷à âêëþ÷àº é íóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ, äëÿ ÿêîãî 
â³äïîâ³äíèé ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê A Bt  îïèñóº ñòàí ñïîêîþ ãàçó ïðè 
ïåâíîìó òèñêó. 
Çàâäàííÿ 7.4.3. Çíàéä³òü çàêîí îñòèãàííÿ äîâãî¿ îäíîð³äíî¿ öèë³í-
äðè÷íî¿ òðóáè, íàãð³òî¿ äî òåìïåðàòóðè 0( ),T r  ÿêùî ç ìîìåíòó ÷àñó 
0t   íà ¿¿ âíóòð³øí³é (ðàä³óñîì 
 1R ) ³ çîâí³øí³é (ðàä³óñîì  2R ) ïî-
âåðõíÿõ ï³äòðèìóºòüñÿ íóëüîâà òåìïåðàòóðà. 
Âêàç³âêè. Êðàéîâà çàäà÷à äëÿ âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè òðóáè 
( , )u u r t  â äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó ìàº âèãëÿä 
 2
1
,
u u
a r
t r r r
            1 2,R r R   0,t   
 
 1( , ) 0,u R t    2( , ) 0,u R t   
 0( ,0) ( ).u r T r  
Çàóâàæèìî, ùî óìîâà (0, )u t    òóò íå âèêîðèñòîâóºòüñÿ, îñê³ëüêè 
â³ñü òðóáè 0r   ëåæèòü ïîçà ìåæàìè äîñë³äæóâàíî¿ îáëàñò³. 
Äëÿ ðàä³àëüíî¿ ÷àñòèíè ( )r  ÷àñòèííîãî ðîçâ’ÿçêó ( , ) ( ) ( )u r t r T t   
ä³ñòàºìî îäíîâèì³ðíó êðàéîâó çàäà÷ó 
 
1
0,
d d
r
r dr dr
          1 2,R r R    (7.149) 
 
 1( ) 0,R    2( ) 0.R    (7.150) 
Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.149) 
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    0 0( )r AJ r BN r      
( A  ³ B – ñòàë³), òîìó êðàéîâ³ óìîâè (7.150) äàþòü îäíîð³äíó àëãåáðà-
¿÷íó ñèñòåìó 
 
   
   
  
  
0 1 0 1
0 2 0 2
0,
0.
AJ R BN R
AJ R BN R
   
   
 
Çâ³äñè 
 
 
       
 
         
  
 
  
 
0
0 1 0 0 1 0
0 1
0 2 0 0 2 0
0 2
( )
,
k k k
k k k k k
k
k k k k k
k
r C F r
C J R N r N R J r
J R
C J R N r N R J r
J R
   
        
        
 (7.151) 
äå kC  — íîâ³ ñòàë³,  
2 2
2k k R    ( 1,2,...),k   k  — ïîñë³äîâí³ äîäàòí³ 
êîðåí³ ð³âíÿííÿ 
   
  
1 1
0 0 0 0
2 2
( ) ( ) 0.
R R
J N N J
R R
              
 
Ñêîðèñòàâøèñü ð³âíÿííÿì (7.149), êðàéîâèìè óìîâàìè (7.150) òà 
çíà÷åííÿì âðîíñê³àíà1 
 0 0 0 0 0 0
2
[ ( ), ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ,W J x N x J x N x J x N x
x
      
1 Íåõàé 1  ³ 2  — äâà ë³í³éíî íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Áåññåëÿ 
1
( ) ( ) ( ) 0,x x x
x
          1 21 2 1 2 2 1
1 2
, ( )W x
               — ¿õ âðîíñê³àí. 
Êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè äåòåðì³íàíò³â òà ð³âíÿííÿìè äëÿ 1  ³ 2,  çíàõîäèìî 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ  1 2, :W    
 
 
1 2
1 2 1 2 1 21 2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2
1 2 1 2
1 2
1 2 1 2
,
1 1
1 1
, .
dW
dx
x x
W
x x
                                
             
Çâ³äñè  1 2, ( ) ,CW x x    äå 0C   — ñòàëà. Ôàêòè÷íî ìè îòðèìàëè ôîðìóëó (7.52). 
Ñòàëó C îá÷èñëþºìî, íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþ àñèìïòîòèê (7.83).
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ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî ôóíêö³¿ (7.151) ïîïàðíî îðòîãîíàëüí³ ç âàãîþ r  òà 
çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ 
           2
1
2 22 22 2 2 1
0 2 0 1( ) ,2 2
R
k k k k
R
R R
r r dr C F R F R
                
òîáòî ïðè 
 
   
 
  
2
2
0 22
2 2
0 1 0 2
2
k k
k
k k
J R
C
J R J R
      âîíè îðòîíîðìîâàí³ ç âà-ãîþ :r  
 
2
1
( ) ( ) .
R
n k nk
R
r r r dr     
Â³äïîâ³äü:  
       
 
  
2
2
1
2
2
0 2
0 0 02 2
1 0 1 0 2
( , ) ( ) ,
2
k
R
k k a t
k k
k Rk k
J R
u r t r T r F r dr e F r
J R J R
 

               
 
äå            0 0 1 0 0 1 0 .k k k k kF r J R N r N R J r        
ßê ïðèêëàä çàäà÷³, ïîñòàâëåíî¿ äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ îáëàñò³, àëå ç ïî-
ðóøåíîþ àêñ³àëüíîþ ñèìåòð³ºþ, ðîçãëÿíåìî îñòèãàííÿ äîâãîãî îä-
íîð³äíîãî ñòåðæíÿ ç ïî÷àòêîâîþ òåìïåðàòóðîþ 0( , ).T r   Óâàæàþ÷è, 
ÿê ³ ðàí³øå, ùî ïîâåðõíÿ ñòåðæíÿ ï³äòðèìóºòüñÿ ïðè íóëüîâ³é òåìïå-
ðàòóð³, à â³ñü ñòåðæíÿ çá³ãàºòüñÿ ç ïîëÿðíîþ â³ññþ ,OZ  äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ éîãî òåìïåðàòóðè ( , , )u u r t   ìàºìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó: 
 
2
2
2 2
1 1
,
u u u
a r
t r r r r
             
 0 ,r R   0 2 ,     0,t    (7.152) 
 ( , , ) 0,u R t   (0, , ) ,u t     (7.153) 
 0( , ,0) ( , ),u r T r     (7.154) 
 ( , , ) ( , 2 , ).u r t u r t       (7.155) 
Øóêàºìî íåòðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (7.152) ó âèãëÿä³ äîáóò-
êó ( , , ) ( ) ( , ).u r t T t r     Â³äîêðåìèâøè ÷àñîâó ³ êîîðäèíàòí³ çì³íí³, 
äëÿ ôóíêö³¿ ( )T t  ä³ñòàºìî ð³âíÿííÿ (7.134), à äëÿ ôóíêö³¿ ( , )r   — 
êðàéîâó çàäà÷ó (7.87)–(7.89). Ç îãëÿäó íà ðåçóëüòàòè ï³äðîçä³ëó 7.3 
â³äðàçó ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çà-
äà÷³ (7.152)–(7.155) äàºòüñÿ ðÿäîì 
 
2 2
0
2
(1) (1) ( ) ( )
0 0
1 1 1 1
( , , ) ( ) ( , ),k mka t a ti ik k mk mk
k i m k
u r t A e r A e r
   
   
         (7.156) 
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äå (äèâ. ôîðìóëó (7.101)) âëàñí³ çíà÷åííÿ  2( ) 2 ,mmk k R    ( )mk  — äî-
äàòí³ íóë³ ôóíêö³¿ ( ),mJ x  ðîçòàøîâàí³ â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ, ³ âëàñí³ 
ôóíêö³¿ ( ) ( , )imk r   äàþòüñÿ ôîðìóëîþ (7.113). Êîåô³ö³ºíòè â öèõ ðÿäàõ 
çíàõîäèìî ç ïî÷àòêîâî¿ óìîâè 
 
2
(1) (1) ( ) ( )
0 0 0
1 1 1 1
( ) ( , ) ( , ),i ik k mk mk
k i m k
A r A r T r
  
   
        
ñêîðèñòàâøèñü óìîâîþ îðòîíîðìîâàíîñò³ (7.114) äëÿ ôóíêö³é 
( ) ( , ) :imk r   
 (1) (1)0 0 0( , ) ( ) ,  1,k k
D
A T r r dS k     
 ( ) ( )0( , ) ( , ) ,  1,2, , 1.
i i
mk mk
D
A T r r dS i m k       
Ðîçïèñàâøè ö³ êîåô³ö³ºíòè äîêëàäíî çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (7.113), 
ï³ñëÿ íåçíà÷íèõ ïåðåòâîðåíü ðÿä (7.156) ìîæåìî ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 
 
2
0
2
(0)
0
1
( )
1 1
( , , )
cos sin ,
k
mk
a t k
k
k
m
a t k
mk mk m
m k
u r t B e J r
R
C m D m e J r
R
 

  
 
     
       


  (7.157) 
äå 
  
2 (0)
0 02
2 (0)
0 0
0
1
( , ) , 1,
R
k
k
k
B drr d T r J r k
RR J
           
   
  
2 ( )
02
2 ( )
0 0
2
( , ) cos , , 1,
R m
k
mk m
m
m k
C drr d T r m J r m k
RR J
            
   
  
2 ( )
02
2 ( )
0 0
2
( , ) sin , , 1.
R m
k
mk m
m
m k
D drr d T r m J r m k
RR J
            
   
ßêùî ïî÷àòêîâà òåìïåðàòóðà íå çàëåæèòü â³ä êóòà ,  òî mkC 
0,mkD   ³ ìè â³ä (7.157) ïîâåðòàºìîñÿ äî ðîçâ’ÿçêó (7.148). 
Çàâäàííÿ 7.4.4. Çíàéä³òü çàêîí îñòèãàííÿ äîâãîãî îäíîð³äíîãî 
áðóñà ç íàï³âêðóãëèì ïîïåðå÷íèì ïåðåð³çîì  : 0 , 0 ,D r R       
ÿêùî ç ìîìåíòó 0,t   êîëè éîãî òåìïåðàòóðà äîð³âíþº 0( , ),T r   ïî-
âåðõíÿ áðóñà ï³äòðèìóºòüñÿ ïðè íóëüîâ³é òåìïåðàòóð³. 
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Âêàç³âêà. Êðàéîâ³ óìîâè (7.153) òðåáà äîïîâíèòè óìîâàìè 
( ,0, ) ( , , ) 0.u r t u r t    
Â³äïîâ³äü: 
2
( )
1 1
( , , ) sin ,mk
m
a t k
mk m
m k
u r t D e m J r
R
  
 
        
äå  2( ) 2 ,mmk k R    ( )mk  — ïîñë³äîâí³ äîäàòí³ íóë³ ôóíêö³¿ ( ),mJ x  
  
( )
02
2 ( )
0 0
4
( , ) sin .
R m
k
mk m
m
m k
D drr d T r m J r
RR J
            
   
7.5. ÇÀÄÀ×² Ç² ÑÔÅÐÈ×ÍÎÞ ÑÈÌÅÒÐ²ªÞ 
Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó êðàéîâèõ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ³ êî-
ëèâàíü, ùî õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñôåðè÷íîþ ñèìåòð³ºþ. ßê ïðèêëàä, 
ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî îñòèãàííÿ îäíîð³äíî¿ êóë³ ðàä³óñîì R  ³ ç 
ðàä³àëüíî-ñèìåòðè÷íèì ïî÷àòêîâèì ðîçïîä³ëîì òåìïåðàòóðè 0( ),T r  
ÿêå â³äáóâàºòüñÿ âíàñë³äîê òîãî, ùî ç ìîìåíòó ÷àñó 0t   ïîâåðõíÿ 
êóë³ ï³äòðèìóºòüñÿ ïðè íóëüîâ³é òåìïåðàòóð³. ßêùî êîðèñòóâàòèñÿ 
òðèâèì³ðíîþ äåêàðòîâîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò, òî êðàéîâà çàäà÷à äëÿ 
ìèòòºâî¿ òåìïåðàòóðè ( , , , )u x y z t  òî÷îê êóë³ ñêëàäàºòüñÿ ç îäíîð³äíîãî 
ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ 
 2 ,tu a u    (7.158) 
çàäàíîãî ó ïðîñòîðîâ³é îáëàñò³  2 2 2 2:S x y z R    ïðè 0,t   êðàéî-
âî¿ óìîâè 
 0u     (7.159) 
íà ïîâåðõí³ êóë³  2 2 2 2: x y z R     òà ïî÷àòêîâî¿ óìîâè 
  2 2 20( , , ,0) .u x y z T x y z     (7.160) 
Ó ð³âíÿíí³ (7.158) 
2 2 2
2 2 2x y z
         — îïåðàòîð Ëàïëàñà ó òðèâè-
ì³ðí³é äåêàðòîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò. 
Î÷åâèäíî, ùî êðàéîâà óìîâà (7.159) íå äîçâîëÿº ðîçä³ëèòè äåêàð-
òîâ³ êîîðäèíàòè ,x  y  òà z  áåçïîñåðåäíüî. Òîìó, ç îãëÿäó íà ñèìåòð³þ 
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êóë³, ïåðåéäåìî äî ñôåðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì ó öåíòð³ 
êóë³. Ïåðåõ³ä çä³éñíþºòüñÿ çà ôîðìóëàìè 
 sin cos ,x r    sin sin ,y r    cos ,z r   
 0 ,r R   0 ,     0 2 ,      (7.161) 
éîãî ÿêîá³àí 
 
2
( , , )
( , , )
sin cos cos cos sin sin
sin sin cos sin sin cos sin .
cos sin 0
x x x
r
D x y z y y y
D r r
z z z
r
r r
r r r
r
  
  
       
  
  
      
        
  
  
(7.162) 
Îïåðàòîð   íàáèðàº âèãëÿäó 
 
2
1
,r r 
       (7.163) 
äå éîãî ðàä³àëüíà r  òà êóòîâà   ÷àñòèíè äàþòüñÿ âèðàçàìè 
 2
2
1
,r rr rr
          (7.164) 
 
2
2 2
1 1
sin .
sin sin
               (7.165) 
Îòæå, ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³ (7.158) ìàº âèãëÿä 
 
2
2
2 2 2 2
2
2
1 1 1
sin ,
sin sin
u u u u
a r
t r r r rr
                          
  (7.166) 
äå ( , , , )u u r t    — òåìïåðàòóðà êóë³ ÿê ôóíêö³ÿ öèõ êîîðäèíàò ³ ÷àñó. 
Êðàéîâà óìîâà (7.159) òà ïî÷àòêîâà óìîâà (7.160) çàïèñóþòüñÿ â öèõ 
êîîðäèíàòàõ íàñòóïíèì ÷èíîì: 
 ( , , , ) 0,u R t     (7.167) 
 0( , , ,0) ( ).u r T r     (7.168) 
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Â³çüìåìî òåïåð äî óâàãè òîé ôàêò, ùî â òî÷êàõ, äå 0r   ³ (àáî) 
0, ,    ÿêîá³àí (7.162) ïåðåòâîðåíü (7.161) äîð³âíþº íóëþ, òîáòî ïî-
ðóøóºòüñÿ âçàºìíî-îäíîçíà÷íà â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ äåêàðòîâîþ òà ñôå-
ðè÷íîþ ñèñòåìàìè êîîðäèíàò, à òîìó øóêàíà ôóíêö³ÿ ( , , , )u r t   ìîæå 
ìàòè ñèíãóëÿðíîñò³. Ðàí³øå âæå çàçíà÷àëîñÿ (äèâ. ï³äðîçä³ë 7.2), ùî 
ÿêùî òàê³ òî÷êè ô³çè÷íî í³ÿê íå âèä³ëåí³ (ó íèõ íå çîñåðåäæóþòüñÿ 
äæåðåëà òåïëà, ÷àñòèíîê àáî êîëèâàíü), òî ôóíêö³ÿ ( , , , )u r t   ìàº çà-
ëèøàòèñÿ â íèõ íåïåðåðâíîþ, ³ ùîá äîáèòèñÿ âèêîíàííÿ ö³º¿ óìîâè, 
äîñòàòíüî âèìàãàòè, ùîá ó öèõ òî÷êàõ ( , , , )u r t   áóëà îáìåæåíîþ: 
 (0, , , ) ,u t     ( ,0, , ) ,u r t    ( , , , ) .u r t      (7.169) 
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêîæ ïîâèííà ñïðàâäæóâàòèñÿ óìîâà ïåð³-
îäè÷íîñò³ 
 ( , , , ) ( , , 2 , ).u r t u r t         (7.170) 
Ïåðåéäåìî äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.166)–(7.170). Ïî-
áóäîâà ðîçâ’ÿçêó ñóòòºâî ñïðîùóºòüñÿ, ÿêùî òåïåð óçÿòè äî óâàãè ñè-
ìåòð³þ êðàéîâî¿ òà ïî÷àòêîâî¿ óìîâ. Îñê³ëüêè îñòàíí³, ÿê ³ ñàìà êóëÿ, 
³çîòðîïí³ (íå çàëåæàòü â³ä êóòîâèõ çì³ííèõ), äæåðåëà òåïëà â³äñóòí³, 
òî íåìàº æîäíèõ ô³çè÷íèõ ïðè÷èí, ÿê³ á ïîðóøóâàëè ïî÷àòêîâó ³çî-
òðîïí³ñòü çàäà÷³. Ïðèðîäíî âèñíóâàòè, ùî êóòîâ³ çì³íí³ â ðîçãëÿäó-
âàí³é çàäà÷³ º íåñóòòºâèìè, à øóêàíà òåìïåðàòóðà çàëåæèòü ëèøå â³ä 
ðàä³àëüíî¿ çì³ííî¿ r  òà ÷àñó :t  ( , ).u u r t  Ó öüîìó âèïàäêó 0u   ³ 
äëÿ ôóíêö³¿ ( , )u r t  ä³ñòàºìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó íà â³äð³çêó: 
 2 2
2
1
,
u u
a r
t r rr
          0 ,r R   0,t    (7.171) 
 ( , ) 0,u R t   (0, ) ,u t     (7.172) 
 0( ,0) ( ).u r T r   (7.173) 
Øóêàºìî íåòðèâ³àëüí³ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè îòðèìàíî¿ çàäà÷³ ó âè-
ãëÿä³ ( , ) ( ) ( ).u r t r T t   Ùîá â³äîêðåìèòè çì³íí³, ï³äñòàâëÿºìî öåé äî-
áóòîê ó ð³âíÿííÿ (7.171) òà ä³ëèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè îäåðæóâàíî¿ ð³âíî-
ñò³ íà 2 ( ) ( ).a r T t  Ïðèõîäèìî äî ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 
2
2
2
( ) 1 ( )
,
( ) ( )
T t d d r
r
dr dra T t r r
         
çâ³äêè ä³ñòàºìî äâà ð³âíÿííÿ äëÿ ÷àñîâî¿ òà êîîðäèíàòíî¿ ÷àñòèí: 
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 2( ) ( ) 0,T t a T t      (7.174) 
 
2
21 ( ) ( ) 0.
d d r
r r
dr drr
         (7.175) 
Äàë³ ç óìîâ (7.172) çíàõîäèìî êðàéîâ³ óìîâè äëÿ ôóíêö³¿ ( ) :r  
 ( ) 0,R   (0) .    (7.176) 
Ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.175), (7.176) ëåãêî çíàéòè, ÿêùî ñêî-
ðèñòàòèñÿ ï³äñòàíîâêîþ 
 
( )
( ) ,
r
r
r
    (7.177) 
äå ( )r  — íîâà øóêàíà ôóíêö³ÿ. Îñê³ëüêè 
 
2
( ) ( ) ( )
,
d r r r
dr r r
     
  2 ( ) ( ) ( ) ( ),d d r dr r r r r r
dr dr dr
           
òî ç ð³âíÿííÿ (7.175) òà ôîðìóëè (7.177) çíàõîäèìî ð³âíÿííÿ äëÿ ( ) :r  
 ( ) ( ) 0.r r      (7.178) 
Ç óìîâè îáìåæåíîñò³ ôóíêö³¿ ( )r  ó íóë³ âèïëèâàº (äèâ. äðóãó 
ôîðìóëó (7.176) òà ôîðìóëó (7.177)), ùî ( ) 0r   ïðè 0.r   Áåðó-
÷è òàêîæ äî óâàãè ïåðøó ôîðìóëó (7.176), äëÿ ôóíêö³¿ ( )r  ä³ñòàºìî 
êðàéîâ³ óìîâè 
 (0) 0,   ( ) 0.R    (7.179) 
Ç òî÷í³ñòþ äî ïîçíà÷åíü çàäà÷à (7.178), (7.179) ïîâí³ñòþ çá³ãàºòüñÿ 
ç êðàéîâîþ çàäà÷åþ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ äëÿ çàêð³ïëåíî¿ îäíîð³äíî¿ 
ñòðóíè äîâæèíîþ R  (äèâ. çàâäàííÿ 4.10.2). Â³äðàçó ìîæåìî ñòâåð-
äæóâàòè, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ çàäà÷³ (7.178), (7.179) íåâèðîäæåí³ òà 
äàþòüñÿ ôîðìóëîþ 
 
2 2
2
,k
k
R
   1,2,....k    (7.180) 
¯ì â³äïîâ³äàþòü âëàñí³ ôóíêö³¿ 
 ( ) sin ,k k
kr
r C
R
    (7.181) 
äå kC  — ñòàë³. 
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Ïîâåðòàþ÷èñü äî êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.175), (7.176), áà÷èìî, ùî ¿¿ 
âëàñí³ çíà÷åííÿ òåæ äàþòüñÿ ôîðìóëîþ (7.180), à â³äïîâ³äí³ âëàñí³ 
ôóíêö³¿ ìàþòü âèãëÿä 
 ( ) sin .kk
C kr
r
r R
    (7.182) 
Íîðìóºìî ö³ ôóíêö³¿ óìîâîþ 
 2 ( ) 1,k
S
r dV    (7.183) 
äå ³íòåãðàë áåðåòüñÿ ïî âñ³é äîñë³äæóâàí³é îáëàñò³ .S  Ìàºìî: 
 
2 2
2 2 2 2 2
2
0 0 0 0
sin sin 4 sin 2 1,
R R
k
k k
C kr kr
drr d d C dr RC
R Rr
               
òîáòî 
 
1
.
2
kC
R
    (7.184) 
Î÷åâèäíî, ùî âëàñí³ ôóíêö³¿ (7.182), (7.184) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 
îðòîíîðìîâàíîñò³ 
 ( ) ( )n k nk
S
r r dV      (7.185) 
òà óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ôóíêö³é. 
Ç ð³âíÿííÿ (7.174) ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëèõ êîåô³ö³ºíò³â kA  çíàõîäè-
ìî ÷àñîâ³ ôóíêö³¿: 
 
2 2 2
2
( ) ,
k a
t
R
k kT t A e
  1,2,....k    (7.186) 
Îòæå, ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (7.171), ùî 
çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâ³ óìîâè (7.172), îïèñóþòüñÿ âèðàçàìè 
 
2 2 2
2 1
( , ) ( ) ( ) sin .
2
k a
t
k R
k k k
A kr
u r t T t r e
r RR
       (7.187) 
Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (7.171)–(7.173) ïðî îñòèãàííÿ ðàä³àëüíî-ñèìåòðè÷íî 
íàãð³òî¿ êóë³ áóäóºìî ó âèãëÿä³ ¿õ ë³í³éíî¿ ñóïåðïîçèö³¿: 
 
2 2 2
2
1 1
( , ) ( ) ( ) ( ).
k a
t
R
k k k k k
k k
u r t c T t r a e r
  
 
       (7.188) 
Êîåô³ö³ºíòè ka  ó ö³é ôîðìóë³ çíàõîäèìî ç ïî÷àòêîâî¿ óìîâè (7.173). 
Ìàºìî: 
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 0
1
( ,0) ( ) ( ),k k
k
u r a r T r


    
çâ³äêè, ç îãëÿäó íà óìîâó îðòîíîðìîâàíîñò³ (7.185), 
 
2
2
0 0
0 0 0
0
0
1
( ) ( ) ( ) sin sin
2
4
( )sin .
2
R
k k
S
R
kr
a T r r dV drr T r d d
Rr R
kr
drrT r
RR
        
  
   

 
Ï³äñòàâèâøè êîåô³ö³ºíòè ka  ó ôîðìóëó (7.188), ñêîðèñòàâøèñü 
ÿâíèì âèãëÿäîì (7.182), (7.184) ôóíêö³é ( )k r  òà âèêîíàâøè íåîá-
õ³äí³ ñêîðî÷åííÿ, îñòàòî÷íî çíàõîäèìî: 
 
2 2 2
2
0
1 0
2
( , ) ( )sin sin .
k aR t
R
k
kr kr
u r t dr r T r e
rR R R
 

           (7.189) 
Çîêðåìà, ÿêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó êóëÿ áóëà íàãð³òà ð³âíî-
ì³ðíî, 0 0( ) ,T r T  òî 
 
2
1
0 0
0
4 4
sin ( 1)
2 2
R
k
k
kr R
a T drr T
R kR R
       
³, â³äïîâ³äíî, 
 
2 2 2
2
1
0
1
2 ( 1)
( , ) sin .
k ak t
R
k
T R kr
u r t e
r k R
 

     
Ïðè ä³¿ âñåðåäèí³ êóë³ òåïëîâèõ äæåðåë ç³ ñôåðè÷íî ñèìåòðè÷íîþ 
ãóñòèíîþ ïîòóæíîñò³ ( , )F r t  ïðèðîäíî âèíèêàº êðàéîâà çàäà÷à äëÿ 
íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ( ( , ) ( , ) ( ))f r t F r t c   
 2 2
2
1
( , ),
u u
a r f r t
t r rr
          0 ,r R   0,t    (7.190) 
ïðè êðàéîâèõ óìîâàõ (7.172) òà, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñò³, íóëüîâ³é 
ïî÷àòêîâ³é óìîâ³ ( ,0) 0.u r   Ðîçâ’ÿçóºìî ¿¿ ìåòîäîì â³äîêðåìëåííÿ 
çì³ííèõ çà ñõåìîþ, ïîâí³ñòþ àíàëîã³÷íîþ ñõåì³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåîä-
íîð³äíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ â îäíîâèì³ðíîìó âèïàäêó: ïîäàºìî øóêà-
íèé ðîçâ’ÿçîê òà íåîäíîð³äíèé ÷ëåí ( , )f r t  ó âèãëÿä³ ðÿä³â Ôóð’º 
 
1
( , ) ( ) ( ),k k
k
u r t t r


    
 
1
( , ) ( ) ( ),k k
k
f r t f t r


   2
0
( ) ( , ) ( ) 4 ( , ) ( ) ,
R
k k k
S
f t f r t r dV f r t r r dr       
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çà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè ( )k r  êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.175), (7.176), ï³ä-
ñòàâëÿºìî ö³ ðÿäè â ð³âíÿííÿ (7.190) ³ (íóëüîâó) ïî÷àòêîâó óìîâó, 
îòðèìóºìî äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ( )k t  çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿí-
íÿ (6.127) òà ïî÷àòêîâó óìîâó (6.128), à çâ³äñè ³ ÿâí³ âèðàçè (6.129) äëÿ 
öèõ êîåô³ö³ºíò³â. 
Íàâåäåíèé âèùå àíàë³ç êðàéîâèõ çàäà÷ ïðî òåïëîïðîâ³äí³ñòü (äè-
ôóç³þ) ó ñèñòåìàõ ç³ ñôåðè÷íîþ ñèìåòð³ºþ ëåãêî óçàãàëüíþºòüñÿ ³ íà 
êðàéîâ³ çàäà÷³ ïðî ðàä³àëüí³ êîëèâàííÿ ãàç³â (ð³äèí) óñåðåäèí³ ïî-
ðîæíèñòèõ ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íèõ îá’ºì³â. Ç ìàòåìàòè÷íîãî ïîãëÿäó 
ðîçâ’ÿçêè öèõ çàäà÷ â³äð³çíÿþòüñÿ ëèøå ñòðóêòóðîþ ÷àñîâèõ ÷àñòèí. 
Çàâäàííÿ 7.5.1. Çíàéä³òü âëàñí³ ÷àñòîòè, âëàñí³ ôóíêö³¿ ³ çàãàëüíèé 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî ðàä³àëüí³ êîëèâàííÿ ãàçó âñåðåäèí³ ïîðîæíèñòî¿ 
ñôåðè ç òâåðäîþ îáîëîíêîþ. 
Âêàç³âêà. Íåõàé ( , )u r t  — ïîòåíö³àë ðàä³àëüíî¿ øâèäêîñò³ ãàçó â 
ìîìåíò ÷àñó t  â òî÷êàõ, ðîçòàøîâàíèõ íà â³äñòàí³ r  â³ä öåíòðà ñôåðè 
ðàä³óñîì .R  Êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ôóíêö³¿ ( , )u r t  ìàº âèãëÿä 
 
2
2
2
2
2
1
,
u u
a r
r rt r
          0 ,r R   0,t   
 
( , )
0,
r R
u r t
r 
   (0, ) ,u t    
 0( ,0) ( ),u r u r  0
0
( , )
( ),
t
u r t
v r
t 
   
äå 0( )u r  ³ 0( )v r  — ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ ïîòåíö³àëó òà éîãî ÷àñîâî¿ ïî-
õ³äíî¿. 
Â³äïîâ³äü. Âëàñí³ ÷àñòîòè ,k k ka a R      äå 2 2k k R    — 
âëàñí³ çíà÷åííÿ, k  — ïîñë³äîâí³ äîäàòí³ êîðåí³ ð³âíÿí-
íÿ tg ;    ïðè 1k   .
2k
k
     Íîðìîâàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ 
211 1
( ) sin .
2
k k
k
k
r
r
r RR
      Ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
 
02
1 0
0
0
2 1
( , ) 1 ( )sin cos
( )sin sin sin
R
k k
k k
R
k k k
k
r a t
u r t r u r dr
rR R R
r a t rR
r v r dr
a R R R


              
          
 

 
(÷ëåí âèäó A Bt  îïóùåíî). 
337
Çàâäàííÿ 7.5.2. Çíàéä³òü âëàñí³ ÷àñòîòè ðàä³àëüíèõ êîëèâàíü ãàçó 
ì³æ òâåðäèìè êîíöåíòðè÷íèìè ñôåðè÷íèìè îáîëîíêàìè, ÿêùî çî-
âí³øí³é ðàä³óñ ìåíøî¿ îáîëîíêè ñòàíîâèòü 
 1,R  à âíóòð³øí³é ðàä³óñ 
á³ëüøî¿ —
 2.R  
Âêàç³âêà. Êðàéîâ³ óìîâè äëÿ ïîòåíö³àëó øâèäêîñò³ ìàþòü âèãëÿä 
 
1
( , )
0,
r R
u r t
r 
   
2
( , )
0.
r R
u r t
r 
   
Â³äïîâ³äü: 
  2 1( ),k ka R R     äå k  — ïîñë³äîâí³ äîäàòí³ êîðåí³ 
ð³âíÿííÿ   
  
21 2
2
2 1
1 sin cos .
( )
R R
R R
        
 
Çàâäàííÿ 7.5.3. Îäíîð³äíà êóëÿ ðàä³óñîì R  ìàº â óñ³õ òî÷êàõ îäíà-
êîâó òåìïåðàòóðó 0.T  Çíàéä³òü çàêîí îñòèãàííÿ êóë³, ÿêùî ç ìîìåíòó 
÷àñó 0t   íà ïîâåðõí³ êóë³ â³äáóâàºòüñÿ òåïëîîáì³í çà çàêîíîì Íüþ-
òîíà ç íàâêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì, ÿêå ìàº íóëüîâó òåìïåðàòóðó. 
Âêàç³âêè. Êðàéîâà óìîâà íà ïîâåðõí³ êóë³: 
( , )
( , ) 0.
r R
u r t
hu r t
r 
      
Âëàñí³ çíà÷åííÿ 2 2 ,k k R    äå k  — ïîñë³äîâí³ äîäàòí³ êî-
ðåí³ ð³âíÿííÿ cos ( 1)sin 0.hR       Âëàñí³ ôóíêö³¿ ( )k r 
1/22 2
2
( 1)1 1
sin .
( 1)2
k k
k
hR r
r RhR hRR
          
 
Â³äïîâ³äü: 
 
2
2
2
2 22
10
2
1
( 1)2
( , ) ( 1) sin .
[ ( 1) ]
k a t
kk kR
k k k
hR rT hR
u r t e
r RhR hR
 

          
Çàâäàííÿ 7.5.4. Óñåðåäèí³ îäíîð³äíî¿ êóë³ ç ðàä³óñîì R  òà íóëüî-
âîþ ïî÷àòêîâîþ òåìïåðàòóðîþ ä³þòü äæåðåëà òåïëà, ùî ìàþòü ñòàëó 
ãóñòèíó ïîòóæíîñò³ q. Çíàéä³òü òåìïåðàòóðó êóë³ â äîâ³ëüíèé ìîìåíò 
÷àñó, ÿêùî íà ïîâåðõí³ êóë³: à) ï³äòðèìóºòüñÿ íóëüîâà òåìïåðàòóðà; 
á) â³äáóâàºòüñÿ òåïëîîáì³í çà çàêîíîì Íüþòîíà ç íàâêîëèøí³ì ñå-
ðåäîâèùåì, ÿêå ìàº íóëüîâó òåìïåðàòóðó. ßêà òåìïåðàòóðà âñòàíîâ-
ëþºòüñÿ âñåðåäèí³ êóë³ ç ÷àñîì? 
Âêàç³âêè: 
à) 
2
1 4( ) ( 1) ,
2
k
k
qR
f t
kc R
     
2 2 2
2
4
1
2 3
4
( ) ( 1) 1 ,
2
k a
t
k R
k
qR
t e
k R
           
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äå 2a c    — êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³ ðå÷îâèíè êóë³. Òåìïåðàòó-
ðà êóë³ â äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó 
 
2 2 2
2
3 1
3 3
1
2 ( 1)
( , ) 1 sin .
k ak t
R
k
qR kr
u r t e
Rr k
 

        
  
Îñê³ëüêè ïðè 0 x    
1
2 2
3
1
( 1)
sin ( ),
12
k
k
x
kx x
k


     òî ñòàö³îíàðíà 
òåìïåðàòóðà êóë³ ïðè t   
 
3 1 2 2
3 3 2
1
2 ( 1)
( ) sin 1 .
6
k
k
qR kr qR r
u r
Rr k R


          
Öþ òåìïåðàòóðó ìîæíà çíàéòè ³ ÿê ðîçâ’ÿçîê ñòàö³îíàðíî¿ çàäà÷³ 
( ) 0,r u r q    | (0) | ,u    ( ) 0.u R   
Â³äïîâ³äü: 
á) 
2
2
2
2 24
1
3 2
1
( 1)2
( , ) ( 1) 1 sin
[ ( 1) ]
k a t
kk kR
k k k
hR rqhR
u r t e
r hR hR R
 

              
  
(äèâ. k  ó çàâäàíí³ 7.5.3). Ñòàö³îíàðíà òåìïåðàòóðà ( )u r 
2 2
2
1 .
6 3
qR r qR
hR
      
 
7.6. ÊÐÀÉÎÂ² ÇÀÄÀ×² ÄËß ÑÔÅÐÈ×ÍÈÕ ÎÁËÀÑÒÅÉ. 
ÏÎË²ÍÎÌÈ ËÅÆÀÍÄÐÀ, ÑÔÅÐÈ×Í² ÔÓÍÊÖ²¯ ÁÅÑÑÅËß, 
ÏÐÈªÄÍÀÍ² ÔÓÍÊÖ²¯ ËÅÆÀÍÄÐÀ 
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî â çàäà÷³ ïðî îñòèãàííÿ êóë³ ïî÷àòêîâó óìî-
âó (7.168) çàì³íåíî óìîâîþ á³ëüø çàãàëüíîãî âèäó 0( , , ,0) ( , ),u r T r     
äå 0( , )T r   — êóñêîâî-íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ ó ñôåðè÷í³é îáëàñò³  : 0 , 0 , 0 2 .S r R           Ïðè òàê³é ïî÷àòêîâ³é óìîâ³ ðîçïîä³ë 
òåìïåðàòóðè â êóë³ â áóäü-ÿêèé ï³çí³øèé ìîìåíò ÷àñó 0t   õàðàêòå-
ðèçóºòüñÿ âæå íå ñôåðè÷íîþ ñèìåòð³ºþ, à àêñ³àëüíîþ, òîáòî îïèñó-
ºòüñÿ ôóíêö³ºþ ( , , ).u u r t   Îñòàííþ çíàõîäèìî ÿê íåïåðåðâíèé ïðè 
0t   ðîçâ’ÿçîê íàñòóïíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³, ïîñòàâëåíî¿ äëÿ îáëàñò³ :S  
 2
2
2
2
1 1
sin ,
sin
u u u
a r
t r r rr
                        
0,t    (7.191) 
 ( , , ) 0,u R t   (0, , ) ,u t     (7.192) 
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 ( ,0, ) ,u r t    ( , , ) ,u r t     (7.193) 
 0( , ,0) ( , ).u r T r     (7.194) 
Áóäóºìî íåòðèâ³àëüí³ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (7.191)–(7.194) ó 
âèãëÿä³ äîáóòêó ( , ) ( ) ( , ).u r t T t r    Ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì â³äîêðå-
ìèâøè ÷àñîâó ³ ïðîñòîðîâ³ çì³íí³, äëÿ ôóíêö³¿ ( , )r   ä³ñòàºìî êðà-
éîâó çàäà÷ó 
2
2
2
1 1
sin 0,
sin
r
r r rr
                     0 ,r R   0 ,     (7.195) 
 ( , ) 0,R    (0, ) ,      (7.196) 
 ( ,0) ,r   ( , ) ,r      (7.197) 
äå   — íåâ³äîìà ñòàëà. Ïîäàâøè â ð³âíÿíí³ (7.195) ( , )r   ó âèãëÿä³ 
äîáóòêó ( , ) ( ) ( )r r       òà ïîä³ëèâøè îòðèìàíó ð³âí³ñòü íà öåé äî-
áóòîê, äàë³ ä³ñòàºìî: 
 2
2 2
1 ( ) 1 ( )
sin 0.
( ) ( )sin
d d r d d
r
dr dr d dr r r
                      (7.198) 
Çì³íí³ r  ³   ëåãêî â³äîêðåìèòè, ÿêùî ïîêëàñòè 
 
1 ( )
sin ,
( )sin
d d
d d
            
  — íîâà ñòàëà. Çâ³äñè òà ç êðàéîâèõ óìîâ (7.197) äëÿ êóòîâî¿ ÷àñòèíè 
( )   ä³ñòàºìî êðàéîâó çàäà÷ó 
 
1 ( )
sin ( ) 0,
sin
d d
d d
            0 ,      (7.199) 
 (0) ,    ( ) ,      (7.200) 
à ç ð³âíîñò³ (7.198) ³ êðàéîâèõ óìîâ (7.196) — êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ðàä³-
àëüíî¿ ÷àñòèíè ( ) :r  
 2
2 2
1
0,
d d
r
dr rr r
                0 ,r R    (7.201) 
 ( ) 0,R   (0) .     (7.202) 
Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè cos ,x    1 ,
sin
d d
dx d
     çàäà÷à (7.199), (7.200) íàáèðàº âèãëÿäó 
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 2
( )
(1 ) ( ) 0,
d d x
x x
dx dx
        1 1,x     (7.203) 
 ( 1) ,     (1) ,     (7.204) 
òîáòî çâîäèòüñÿ äî â³äøóêàííÿ íåòðèâ³àëüíî¿ ôóíêö³¿, ùî º íåïå-
ðåðâíîþ â ³íòåðâàë³ ( 1, 1),  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³óâ³ë-
ëÿ (7.203) ç 2( ) 1 ,p x x   ( ) 1,x   ( ) 0q x   (öå ð³âíÿííÿ òàêîæ íàçèâà-
þòü ð³âíÿííÿì Ëåæàíäðà), òà º îáìåæåíîþ íà ê³íöÿõ öüîãî ³íòåðâàëó, 
äå ( ) 0,p x   à òîìó îáìåæåíîþ íà âñüîìó â³äð³çêó [ 1, 1].  Ñèòóàö³ÿ àíà-
ëîã³÷íà äî òî¿, ç ÿêîþ ìè çóñòð³ëèñÿ ïðè àíàë³ç³ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.41), 
(7.42), òîæ ìîæíà î÷³êóâàòè, ùî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.203) 
âêëþ÷àº âíåñîê, ñèíãóëÿðíèé ó òî÷êàõ 1,x    âëàñí³ çíà÷åííÿ çàäà÷³ 
(7.203), (7.204) º íåâ³ä’ºìíèìè, à â³äïîâ³äí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ — ïîïàðíî 
îðòîãîíàëüíèìè. 
Øóêàºìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (7.203), (7.204) ó âèãëÿä³ ñòåïåíåâîãî 
ðÿäó 
 
0
( ) .ss
s
x a x


    (7.205) 
Ï³äñòàâèâøè éîãî â ð³âíÿííÿ (7.203), ä³ñòàºìî ð³âí³ñòü 
  2
2 0
( 1) ( 1) 0,s ss s
s s
a s s x a s s x
 
 
         
àáî, ï³ñëÿ ïåðåõîäó â ïåðø³é ñóì³ äî íîâîãî ³íäåêñó ï³äñóìîâóâàííÿ 
çà ïðàâèëîì 2,s s   
   2
0
( 1)( 2) ( 1) 0.ss s
s
a s s a s s x



         
Î÷åâèäíî, ùî âñ³ êîåô³ö³ºíòè ñòåïåíåâîãî ðÿäó çë³âà ïîâèíí³ äîð³â-
íþâàòè íóëþ. Çâ³äñè ä³ñòàºìî ðåêóðåíòíå ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ êîåô³-
ö³ºíòàìè ðÿäó (7.205): 
 2
( 1)
,
( 1)( 2)s s
s s
a a
s s
       0,1,2,....s    (7.206) 
ßêùî ïðè áóäü-ÿêîìó çíà÷åíí³ s  ÷èñåëüíèê ó ôîðìóë³ (7.206) â³ä-
ì³ííèé â³ä íóëÿ, òî äëÿ äîâ³ëüíîãî îáìåæåíîãî ÷èñëà   ³ñíóº òàêèé 
³íäåêñ 0,s  ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî âñ³ êîåô³ö³ºíòè sa  ìàþòü îäíàêîâèé 
çíàê, à çà ìîäóëåì íàáëèæàþòüñÿ ïðè s   äî ìîäóëÿ ïåðøîãî íå-
íóëüîâîãî êîåô³ö³ºíòà ðÿäó (7.205). Òàêèé ðÿä º ðîçá³æíèì ïðè 1,x   
òîìó çàëèøàºòüñÿ ïðèïóñòèòè, ùî ïðè äåÿêîìó íåâ³ä’ºìíîìó ö³ëîìó 
s n  ðÿä (7.205) îáðèâàºòüñÿ (êîåô³ö³ºíò 2 0),na    òîáòî çâîäèòüñÿ 
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äî ïîë³íîìà ñòåïåíÿ .n  Ç ðåêóðåíòíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ (7.206) äàë³ 
âèïëèâàº, ùî ÿêùî n  — ïàðíå ÷èñëî, òî â³äì³ííèìè â³ä íóëÿ â öüî-
ìó ïîë³íîì³ º ëèøå êîåô³ö³ºíòè ç ïàðíèìè íîìåðàìè ( 0, 2, ..., ),s n  
à ÿêùî íåïàðíå — òî ëèøå êîåô³ö³ºíòè ç íåïàðíèìè íîìåðàìè 
( 1, 3, ..., ).s n  ²ñíóº, î÷åâèäíî, íåñê³í÷åííà ñóêóïí³ñòü òàêèõ ïîë³íî-
ì³â. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñò³ ïåðø³ íåíóëüîâ³ êîåô³ö³ºíòè â íèõ 
ìîæíà áóëî áè ïðèð³âíÿòè äî îäèíèö³. Îäíàê çà òðàäèö³ºþ çíà÷åííÿ 
öèõ êîåô³ö³ºíò³â ô³êñóþòüñÿ óìîâîþ, ùîá ó òî÷ö³ 1x   óñ³ ö³ ïîë³íî-
ìè äîð³âíþâàëè îäèíèö³. 
Òàêèì ÷èíîì, êðàéîâà çàäà÷à (7.203), (7.204) ìàº íåòðèâ³àëüí³ íå-
ïåðåðâí³ ³, îòæå, îáìåæåí³ ðîçâ’ÿçêè íà [ 1, 1]  ëèøå çà óìîâè, ùî   
íàáóâàº çíà÷åíü 
 ( 1),n n n    0, 1, 2,....n    (7.207) 
Öèì âëàñíèì çíà÷åííÿì â³äïîâ³äàþòü âëàñí³ ôóíêö³¿ 
 ( ) ( ),n n nx c P x    (7.208) 
äå nc  — ñòàë³, 
  
2
2
2
0
2
2 1
2 1
0
, ÿêùî ïàðíå, —  
( )
, ÿêùî  —  íåïàðíå,
n
s
s
s
n n
s
s
s
a x n
P x
a x n




 


  (7.209) 
– ïîë³íîìè ñòåïåí³â 0n  1 ç êîåô³ö³ºíòàìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ñï³â-
â³äíîøåííÿìè 
 0 0,a   1 0,a   2 ( 1) ( 1) ,( 1)( 2)s s
n n s s
a a
s s
       0 2,s n     (7.210) 
òà íîðìîâàí³ óìîâîþ 
 (1) 1.nP    (7.211) 
Ö³ ïîë³íîìè íàçèâàþòüñÿ ïîë³íîìàìè Ëåæàíäðà. Ãðàô³êè ê³ëüêîõ ³ç 
íèõ çîáðàæåíî íà ðèñ. 7.2. 
Ç ôîðìóë (7.209)–(7.211) âèïëèâàº, ùî ïîë³íîìè Ëåæàíäðà ç ïàð-
íèìè òà íåïàðíèìè íîìåðàìè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ( 0, 1, 2, ...)n   
 22 2 1
0
( 1) ( 1) (2 2 1)!
( ) ,
(2 )!( 1)!( )!2
n sn
s
n n
s
n s
P x x
s n s n s 
         (7.212) 
 2 12 1 2
0
( 1) ( 1) (2 2 1)!
( ) .
(2 1)!( )!( )!2
n sn
s
n n
s
n s
P x x
s n s n s



         (7.213) 
1 Íàãàäàºìî, ùî ñèìâîë [n/2] ïîçíà÷àº ö³ëó ÷àñòèíó ÷èñëà n/2.
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–1.0 
–0.5 0.5
1.0 
–1.0
–0.5
0.5
 1.0
0  x 
 Pn(x) 
 n = 0 
 1 
 2 
 3 
 4 
Ðèñ. 7.2. Ãðàô³êè ïîë³íîì³â Ëåæàíäðà P
n
(x) (n = 0  4) íà â³äð³çêó [–1,1] 
Ö³ äâ³ ôîðìóëè ìîæíà îá’ºäíàòè: 
 
 2
2
0
1 ( 1) (2 2 )!
( ) .
!( )!( 2 )!2
n s
n s
n n
s
n s
P x x
s n s n s


      (7.214) 
Çàâäàííÿ 7.6.1. Ïîêàæ³òü, ùî ïåðø³ ø³ñòü ïîë³íîì³â ( )nP x  îïèñó-
þòüñÿ âèðàçàìè 
 
2 3
0 1 2 3
4 2 5 3
4 5
1 1
( ) 1, ( ) , ( ) (3 1), ( ) (5 3 ),
2 2
1 1
( ) (35 30 3), ( ) (63 70 15 ).
8 8
P x P x x P x x P x x x
P x x x P x x x x
     
     
  (7.215) 
Çàâäàííÿ 7.6.2. Çäèôåðåíö³þâàâøè n  ðàç³â á³íîìíèé ðîçêëàä 
2 2 2
0
( 1) !
( 1)
!( )!
sn
n n s
s
n
x x
s n s


    òà ïîð³âíÿâøè ðåçóëüòàò ç ôîðìóëîþ 
(7.214), äîâåä³òü ôîðìóëó Ðîäð³ãà 
 2
1
( ) ( 1) ,
2 !
n
n
n n n
d
P x x
n dx
     0, 1, 2, ....n    (7.216) 
Çàâäàííÿ 7.6.3. Äîâåä³òü ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ( 1,2,3, ...)n   
 1 1
2 1
( ) ( ) ( ),
1 1n n n
n n
P x xP x P x
n n 
     (7.217) 
343
  1 11( ) ( ) ( ) .2 1n n nP x P x P xn       (7.218) 
Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ ôîðìóëàìè (7.212) ³ (7.213), àáî ôîðìó-
ëîþ (7.216). 
Çàâäàííÿ 7.6.4. Êîðèñòóþ÷èñü ð³âíÿííÿì (7.203), äîâåä³òü ïîïàð-
íó îðòîãîíàëüí³ñòü ïîë³íîì³â Ëåæàíäðà íà â³äð³çêó [ 1, 1]:  
 
1
1
( ) ( ) 0,k nP x P x dx

  ÿêùî .k n   (7.219) 
Çàâäàííÿ 7.6.5. Äîâåä³òü, ùî êâàäðàò íîðìè ïîë³íîì³â Ëåæàíäðà 
  1 22
1
2
( ) ( ) ,
2 1n n
P x P x dx
n
    0, 1, 2, ....n    (7.220) 
Âêàç³âêà. Ç ðåêóðåíòíî¿ ôîðìóëè (7.217) ïðè 1n k   òà ñï³â-
â³äíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñò³ (7.219) âèïëèâàº, ùî 
2
( )kP x 
1
1
1
2 1
( ) ( ) .k k
k
xP x P x dx
k 
   Âèðàçèâøè ( )kxP x  çíîâó ç ôîðìóëè (7.217), 
çàïèñàíî¿ òåïåð äëÿ ,n k  äëÿ êâàäðàò³â íîðìè ïîë³íîì³â Ëåæàí-
äðà âèâåä³òü ðåêóðåíòíå ñï³ââ³äíîøåííÿ 
2 2
1
2 1
( ) ( ) ,
2 1k k
k
P x P x
k 
   
2, 3, 4, ....k   Áåçïîñåðåäíüî îá÷èñëèâøè 20( ) 2P x   òà 21 2( ) ,3P x   äàë³ çà ³íäóêö³ºþ äîâåä³òü (7.220). 
Ìîæíà òàêîæ â ³íòåãðàë³ (7.220) çàì³íèòè ( )nP x  âèðàçîì 
(7.216) òà çàñòîñóâàòè ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè n  ðàç³â. Òîä³: 
1
2 2
2 2
0
2(2 )! 2
( ) (1 ) .
2 12 ( !)
n
n n
n
P x x dx
nn
     
Çàóâàæåííÿ 7.6.1. Äëÿ ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåíü ³ç âèêîðèñòàííÿì 
ñôåðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ñï³ââ³äíîøåííÿ (7.219) ³ (7.220) çðó÷íî 
îá’ºäíàòè òà çàïèñàòè ÿê 
 
0
2
(cos ) (cos )sin .
2 1k n kn
P P d
n

        (7.221) 
Ãîâîðÿ÷è ïðî ³íø³ âëàñòèâîñò³ ïîë³íîì³â Ëåæàíäðà, çàçíà÷èìî, 
ùî âñ³ íóë³ ïîë³íîì³â ( )nP x  (ç 1)n   òà ¿õ ïîõ³äíèõ ( )m mnd P x dx  (ïðè 
)m n  ëåæàòü óñåðåäèí³ â³äð³çêà [ 1, 1]  òà º ïðîñòèìè é ä³éñíèìè. 
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Ñóêóïí³ñòü ïîë³íîì³â ( )nP x  óòâîðþº ïîâíó ñèñòåìó ôóíêö³é, òîáòî 
áóäü-ÿêà ³íøà íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ, ÿêà âèçíà÷åíà íà [ 1, 1]  é îðòîãî-
íàëüíà âñ³ì ( )nP x  ( 0, 1, 2, ...),n   òîòîæíî äîð³âíþº íóëþ. ², íàðåøò³, 
äîâ³ëüí³é ôóíêö³¿ ( ),f x  âèçíà÷åí³é ùîíàéìåíøå íà â³äð³çêó [ 1, 1],  
ìîæíà ïîñòàâèòè ó â³äïîâ³äí³ñòü ðÿä 
 
0
( ) ( ),n n
n
f x c P x


  1 1,x     (7.222) 
ç êîåô³ö³ºíòàìè 
 
1
1
2 1
( ) ( ) ,
2n n
n
c f x P x dx

    (7.223) 
ÿêèé íàçèâàºòüñÿ ðÿäîì Ëåæàíäðà äëÿ ôóíêö³¿ ( )f x  ³ º îêðåìèì ïðè-
êëàäîì óçàãàëüíåíèõ ðÿä³â Ôóð’º. ßêùî ( )f x  — êóñêîâî-ãëàäêà, òî â 
³íòåðâàë³ ( 1, 1)  ¿¿ ðÿä Ëåæàíäðà çá³ãàºòüñÿ äî ( )f x  ó êîæí³é òî÷ö³ íå-
ïåðåðâíîñò³ ( )f x  òà äî  12 ( 0) ( 0)f x f x    ó òî÷êàõ ðîçðèâó ( ),f x  à 
íà êðàÿõ öüîãî ³íòåðâàëó — äî çíà÷åíü ( 1 0)f    ïðè 1x    òà (1 0)f   
ïðè 1.x   
Ïîë³íîìàìè Ëåæàíäðà ( )nP x  âè÷åðïóºòüñÿ ìíîæèíà íåïåðåðâ-
íèõ òà îáìåæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.203), (7.204). Ñàìå æ 
ð³âíÿííÿ Ëåæàíäðà (7.203) ïðè ( 1)n n    ìàº, çã³äíî ³ç çàãàëüíîþ 
òåîð³ºþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, ùå îäíó ìíîæèíó 
ðîçâ’ÿçê³â ( ) ( ),n n nx c Q x    ë³í³éíî íåçàëåæíèõ â³ä ( ).nP x  Çà äîïîìî-
ãîþ ôîðìóë (7.51), (7.52) òà ÿâíèõ âèðàç³â (7.215) äëÿ ( )nP x  ëåãêî çíà-
õîäèìî ê³ëüêà ïåðøèõ ôóíêö³é ( ) :nQ x  
 
 
 
0
1 0 1 0
2
2
1 0 2 0
1 1
( ) ln ,
2 1
1 1
( ) ln 1 ( ) 1 ( ) ( ) 1,
2 1
1 1 3
( ) (3 1)ln
4 1 2
3 1 3
( ) ( ) ( ) ( ) .
2 2 2
x
Q x
x
x
Q x x xQ x P x Q x
x
x
Q x x x
x
xQ x Q x P x Q x x
 
     
   
   
  (7.224) 
Óçàãàëüíþþ÷è ö³ ðåçóëüòàòè, ìîæíà äîâåñòè, ùî â³äïîâ³äíèì ÷èíîì 
íîðìîâàí³ ôóíêö³¿ ( )nQ x  çàäîâîëüíÿþòü òàê³ ñàì³ ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ, ùî é ôóíêö³¿ ( ),nP x  çîêðåìà 
  1 1
2 1
( ) ( ) ( ),
1 1n n n
n n
Q x xQ x Q x
n n 
     (7.225) 
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³ ùî äëÿ âñ³õ òàêèõ ( )nQ x  ( 1, 2, ...)n   ñïðàâäæóºòüñÿ ôîðìóëà 
 
 ( 1) 2
0 2 1
0
(2 4 1)
( ) ( ) ( ) ( ),
(2 1)( )
n
n n n s
s
n s
Q x P x Q x P x
s n s

 

      | | 1.x    (7.226) 
Ôóíêö³¿ ( )nQ x  íàçèâàþòüñÿ ôóíêö³ÿìè Ëåæàíäðà äðóãîãî ðîäó. Óñ³ 
âîíè ìàþòü ëîãàðèôì³÷í³ ðîçá³æíîñò³ ïðè 1x   1. 
Çàâäàííÿ 7.6.6. Äîâåä³òü ôîðìóëè (7.224). 
Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðîçãëÿäó êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.201), (7.202) äëÿ 
ðàä³àëüíî¿ ôóíêö³¿ ( ),r  äå äîäàòêîâî âðàõóºìî, ùî ( 1).n n    Çà 
äîïîìîãîþ ï³äñòàíîâêè 1 2( ) ( )r r r    âîíà çâîäèòüñÿ äî êðàéîâî¿ çà-
äà÷³ 
 
2
2
1 ( 1 2)
( ) ( ) ( ) 0,
n
r r r
r r
           
 0 ,r R    (7.227) 
 ( ) 0,R   (0) 0.    (7.228) 
Ð³âíÿííÿ (7.227) º óçàãàëüíåííÿì ð³âíÿííÿ Áåññåëÿ (7.93) íà âè-
ïàäîê íåö³ëèõ çíà÷åíü ÷èñåëüíèêà äðîáó, ùî ñòî¿òü óñåðåäèí³ êâà-
äðàòíèõ äóæîê, ³ àíàë³çóºòüñÿ ìåòîäàìè, ðîçãëÿíóòèìè â ï³äðîçä³-
ëàõ 7.2, 7.3. Ï³ñëÿ çàì³íè çì³ííî¿ x r   âîíî íàáèðàº âèãëÿäó 
 
2
2
1
( ) ( ) 1 ( ) 0,x x x
x x
          
  (7.229) 
äå â íàøîìó âèïàäêó  22 1 2 .n    Äëÿ äîâ³ëüíîãî ä³éñíîãî ÷èñëà 
0   çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.229) ìàº âèãëÿä 
 ( ) ( ) ( ),x aJ x bN x       (7.230) 
äå a  ³ b  — ñòàë³, ( )J x  ³ ( )N x  — ôóíêö³¿ Áåññåëÿ ³ Íåéìàíà ïîðÿä-
êó   (äèâ. ¿õ ÿâí³ âèðàçè ó âèíîñö³ äî çàâäàííÿ 7.3.3). Öåé ðîçâ’ÿçîê 
º îáìåæåíèì (³, çîêðåìà, äîð³âíþº íóëþ) ïðè 0x   ëèøå çà óìîâè 
0.b   Óðàõîâóþ÷è ùå é ïåðøó êðàéîâó óìîâó (7.228), ðîáèìî âèñíî-
âîê, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ ³ âëàñí³ ôóíêö³¿ çàäà÷³ (7.201), (7.202) ïðè 
( 1)n n    äàþòüñÿ ôîðìóëàìè ( 0,1,2,...,n   1,2,3,...)k   
 
2( 1 2)
2
,
n
k
nk R
      (7.231) 
1 Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ôóíêö³¿ ( ),nQ x  ÿê ³ ïîë³íîìè ( ),nP x  ìîæíà ïðîäîâæèòè íà 
³íòåðâàë 1,x   äå âîíè, íà â³äì³íó â³ä ( ),nP x  ñïàäàþòü äî íóëÿ ïðè .x 
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( 1 2)
1
2
( ) ,
n
nk k
nk
n
a
r J r
Rr


     
  (7.232) 
äå ( 1 2)nk
  — äîäàòí³ íóë³ ôóíêö³¿ Áåññåëÿ 1 2 ( ),nJ x  ðîçòàøîâàí³ â ïî-
ðÿäêó çðîñòàííÿ. 
Ôóíêö³¿ âèäó (7.232) ïðèéíÿòî çàïèñóâàòè â òåðì³íàõ òàê çâàíèõ 
ñôåðè÷íèõ ôóíêö³é Áåññåëÿ ( )nj x  ³ Íåéìàíà ( ).ny x  Îñòàíí³ îçíà÷àþòü-
ñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè 
 1
2
( ) ( ),
2n n
j x J x
x 
  1
2
( ) ( ).
2n n
y x Y x
x 
   (7.233) 
Â³äïîâ³äíî, çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.201) ïðè ( 1),n n    
0,1,2,...,n   çàïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ 
    ( ) ,n n nr aj r by r       (7.234) 
à âëàñí³ ôóíêö³¿ (7.232) êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.201), (7.202), ÿê³ â³äïîâ³äà-
þòü âëàñíèì çíà÷åííÿì (7.231), — ó âèãëÿä³ (ç ³íøèìè ñòàëèìè )nka  
 
( 1 2)
( ) ,
n
k
nk nk nr a j rR
     
 0,1,2,...,n   1,2,3,....k    (7.235) 
Çàâäàííÿ 7.6.7. Âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ (7.233) òà ñòåïåíåâèõ ðÿä³â 
äëÿ 1 2( )J x  ³ 1 2 ( ),N x  ïîêàæ³òü, ùî ñôåðè÷í³ ôóíêö³¿ 0( )j x  ³ 0( )y x  âè-
ðàæàþòüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðí³ ôóíêö³¿: 
 0
sin
( ) ,
x
j x
x
  0 cos( ) .xy x x   
Âêàç³âêà. Äëÿ äîâ³ëüíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë z  ñïðàâäæóþòüñÿ ð³âíî-
ñò³ 1 2
1
( ) 2 (2 ),
2
zz z z         ( 1) ( ).z z z     
Çàâäàííÿ 7.6.8. Äîâåä³òü ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 1 1 1( ) ( ),
n n
n n
d
x j x x j x
dx
 
     1( ) ( ),n nn n
d
x j x x j x
dx
 
      
 1 1
2 1
( ) ( ) ( ),n n n
n
j x j x j x
x 
    1( ) ( ) ( )n n nnj x j x j xx     
òà òàê³ ñàì³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ( ).ny x  Çà ¿õ äîïîìîãîþ ïîêàæ³òü, ùî 
 1 2
sin cos
( ) ,
x x
j x
xx
   2 3 23 1 3( ) sin cos ,j x x xxx x
       
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 1 2
cos sin
( ) ,
x x
y x
xx
    2 3 23 1 3( ) cos sin .y x x xxx x
        
Çàâäàííÿ 7.6.9. Äîâåä³òü ñï³ââ³äíîøåííÿ 
   2( 1 2) ( 1 2) 32 ( 1 2)1( 1 2)
0 2
.
4
R n n
nk k
n n kk kn n
k
R
j r j r r dr J
R R
 

  
                      (7.236) 
Òåïåð ìè ñïðîìîæí³ âèïèñàòè ïîâíó ñèñòåìó íîðìîâàíèõ âëàñíèõ 
ôóíêö³é êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.195)–(7.197): 
  
1 2( 1 2) ( 1 2)
3 2 ( 1 2)
1 2
(2 1)
( , ) (cos ),
n n
k k
nk n nn
n k
n
r j r P
RR J
 


            
 
 0,1,2,...,n   1,2,3,....k    (7.237) 
Ö³ ôóíêö³¿ â³äïîâ³äàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì (7.231) òà çàäîâîëüíÿþòü 
ñï³ââ³äíîøåííÿ 
 ( , ) ( , ) .nk n k nn kk
S
r r dV            (7.238) 
Çà äîïîìîãîþ ôóíêö³é (7.237) áóäóºìî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³â-
íÿííÿ (7.191), ÿêèé çàäîâîëüíÿº êðàéîâ³ óìîâè (7.192) ³ (7.193): 
 
2
0 1
( , , ) ( , ).nk a tnk nk
n k
u r t c e r
  
 
      (7.239) 
Êîåô³ö³ºíòè nkc  ó öüîìó ðÿä³ â³äíîâëþºìî, ñêîðèñòàâøèñü ïî÷àòêî-
âîþ óìîâîþ (7.194) òà óìîâîþ îðòîíîðìîâàíîñò³ (7.238): 
 0( , ) ( , ) .nk nk
S
c T r r dV      (7.240) 
Ï³ñëÿ íåçíà÷íèõ îá÷èñëåíü ³ ñïðîùåíü äëÿ ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
(7.191)–(7.194) îñòàòî÷íî ìàºìî: 
 
2
( 1 2)
0 1
( , , ) (cos ),nk
n
a t k
nk n n
n k
u r t A e j r P
R
  
 
        (7.241) 
äå 
 
 
( 1 2)
2
3 ( 1 2)
1 2
( 1 2)
2
0
0 0
2(2 1)
sin ( , ) (cos ).
n
k
nk
n
n k
R n
k
n n
n
A
R J
dr r d T r j r P
R



 
  
   
                  (7.242) 
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Çàâäàííÿ 7.6.10. Ïîêàæ³òü, ùî äëÿ ðàä³àëüíî-ñèìåòðè÷íîãî ðîç-
ïîä³ëó ïî÷àòêîâî¿ òåìïåðàòóðè ôîðìóëè (7.241) ³ (7.242) çâîäÿòüñÿ äî 
ôîðìóëè (7.189). 
Çàâäàííÿ 7.6.11. Çíàéä³òü ñòàö³îíàðíèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè 
âñåðåäèí³ êóë³ ðàä³óñîì ,R  ïîâåðõíÿ ÿêî¿ ï³äòðèìóºòüñÿ ïðè çàäàí³é 
òåìïåðàòóð³ ( ).T   
Âêàç³âêè. Â îáëàñò³ 0 ,r R   0      òðåáà çíàéòè ðîçâ’ÿçîê 
( , )u u r   ð³âíÿííÿ 
 
2
2
2
1 1
sin 0,
sin
u u
r
r r rr
                    (7.243) 
ÿêèé çàäîâîëüíÿº êðàéîâ³ óìîâè 
 ( , ) ( ),u R T    (0, ) ,u     ( ,0) ,u r    ( , ) .u r     
Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ( , ) ( ) ( )u r r      ³ â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ êóòîâà 
÷àñòèíà ( )   çíàõîäèòüñÿ ÿê ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.199), (7.200), 
à ðàä³àëüíà ( )r  — ÿê ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 2 ( ) ( 1) ( ) 0,d d rr n n r
dr dr
         
îáìåæåíèé ïðè 0.r   Ë³í³éíî íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè öüîãî ð³âíÿí-
íÿ øóêàþòüñÿ ó âèãëÿä³ ( )r Ar    ( ,A    — ñòàë³) ³ äîð³âíþþòü 
 1 1( ) ,
nr A r   
 
( 1)
2 2( ) ,
nr A r     à òîìó íàéá³ëüø çàãàëüíèé âèðàç äëÿ 
ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (7.243), ïðèäàòíèé ³ äëÿ çîâí³øíüî¿ îáëàñò³ ,r R  
0 ,     ìàº ñòðóêòóðó 
1
0
( , ) (cos ).n nn nn
n
b
u r a r P
r



        
Â³äïîâ³äü:  
0
( , ) (cos ),
n
n n
n
r
u r a P
R


       
äå 
0
1
( ) (cos )sin .
2n n
a n T P d
              
Íà çàâåðøåííÿ ïðîàíàë³çóºìî ñòèñëî ñèòóàö³þ, êîëè âíàñë³-
äîê ð³çíèõ ïðè÷èí (àñèìåòð³¿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ, êðàéîâèõ óìîâ, ÷è 
òåïëîâèõ äæåðåë) ó çàäà÷³ ïðî îñòèãàííÿ êóë³ â³äñóòí³ áóäü-ÿê³ åëå-
ìåíòè ñèìåòð³¿. Òîä³ ìèòòºâèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè âñåðåäèí³ êóë³ 
îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ, ùî çàëåæèòü â³ä óñ³õ ïðîñòîðîâèõ çì³ííèõ: 
( , , , ).u u r t    Ïðèðîäíî âèíèêàº ïèòàííÿ ïðî ïîáóäîâó âëàñíèõ 
ôóíêö³é â³äïîâ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³, äëÿ ÷îãî ñïåðøó òðåáà çíàéòè 
÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (7.166), ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè îáìå-
æåíîñò³ (7.169) òà óìîâó ïåð³îäè÷íîñò³ (7.170). Çíîâó ïîäàþ÷è øóêàí³ 
ðîçâ’ÿçêè ó âèãëÿä³ äîáóòêó ( , ) ( ) ( , , )u r t T t r     ³ çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä 
349
â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ, äëÿ êîîðäèíàòíî¿ ÷àñòèíè ä³ñòàºìî ð³âíÿííÿ 
(0 ,r R   0 ,     0 2 )     
 
2
2 2 2 2
2
2
1 1 1
sin 0,
sin sin
r
r r r rr
                           (7.244) 
óìîâè îáìåæåíîñò³1 
 (0, , ) ,      ( ,0, ) ,r    ( , , )r       (7.245) 
òà óìîâó ïåð³îäè÷íîñò³ 
 ( , , ) ( , , 2 ),r r          (7.246) 
äå   — ñòàëà (äëÿ íåçàëåæíèõ â³ä ÷àñó ðîçâ’ÿçê³â 0).   Øóêàþ÷è ÷àñ-
òèíí³ ðîçâ’ÿçêè ö³º¿ çàäà÷³ ó âèãëÿä³ äîáóòêó ( , , ) ( ) ( ) ( )r r          
òà â³äîêðåìëþþ÷è çì³íí³, ä³ñòàºìî òðè çâè÷àéí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³â-
íÿííÿ ç â³äïîâ³äíèìè äîäàòêîâèìè óìîâàìè: 
 
2
2
0,
d
d
    0 2 ,      (7.247) 
 ( ) ( 2 );         (7.248) 
 
2
1 ( )
sin ( ) 0,
sin sin
d d
d d
                      0 ,      (7.249) 
 (0) ,    ( ) ;      (7.250) 
 2
2 2
1
0,
d d
r
dr rr r
                0 ,r R    (7.251) 
 (0) .     (7.252) 
Âëàñí³ çíà÷åííÿ òà íîðìîâàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ çàäà÷³ (7.247), (7.248) 
áóëè çíàéäåí³ â ï³äðîçä³ë³ 7.3 ³ äàþòüñÿ ôîðìóëàìè 
 2,m m   0,1,2,...,m    (7.95) 
 
(1)
0
(1) (2)
1
, 0,
2
1 1
( ) cos , ( ) sin , 1,2,....m m
m
m m m
  
         
  (7.96) 
1 Ïðè ïîñòàíîâö³ çîâí³øí³õ êðàéîâèõ çàäà÷ (r > R) ïåðøà óìîâà (7.245), çðîçóì³ëî, 
çàì³íþºòüñÿ â³äïîâ³äíîþ óìîâîþ íà ïîâåðõí³ r = R. 
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Ñòàíäàðòíîþ çàì³íîþ çì³ííî¿ cosx    çàäà÷à (7.249), (7.250) çâî-
äèòüñÿ äî âèãëÿäó 
 
2
2
2
( )
(1 ) ( ) 0,
1
d d x m
x x
dx dx x
             
 1 1,x     (7.253) 
 ( 1) ,     (1) .     (7.254) 
Ð³âíÿííÿ (7.253) óçàãàëüíþº ð³âíÿííÿ Ëåæàíäðà (7.203) íà âèïà-
äîê 0m   ³ íàçèâàºòüñÿ ïðèºäíàíèì ð³âíÿííÿì Ëåæàíäðà. Óðàõîâóþ-
÷è, ùî ïîõ³äí³ ( ) ( )m mnd P x dx w x  ïîë³íîì³â ( )nP x  çàäîâîëüíÿþòü 
ð³âíÿííÿ 
  
2
2
2
( ) ( )
(1 ) 2( 1)
( 1) ( 1) ( ) 0,
d w x dw x
x m x
dxdx
n n m m w x
   
    
  (7.255) 
áåçïîñåðåäíüîþ ï³äñòàíîâêîþ 2 2( ) (1 ) ( )mx x w x    äàë³ ïåðåêîíó-
ºìîñÿ, ùî ð³âíÿííÿ (7.253) ïåðåòâîðþºòüñÿ íà òîòîæí³ñòü çà óìîâè, 
ùî   ïðîá³ãàº çíà÷åííÿ (7.207): 
 ( 1),n n n    0, 1, 2,....n    (7.207) 
Â³äïîâ³äí³ ë³í³éíî íåçàëåæí³ ðîçâ’ÿçêè öüîãî ð³âíÿííÿ ç òî÷í³ñòþ äî 
ñòàëî¿ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ôóíêö³¿ 
 2 2
( )
( ) (1 ) ,
m
m m n
n m
d P x
P x x
dx
   
 2 2
( )
( ) (1 ) ,
m
m m n
n m
d Q x
Q x x
dx
   0, 1, 2,..., ,m n   
(7.256) 
ÿê³ íàçèâàþòüñÿ ïðèºäíàíèìè ôóíêö³ÿìè Ëåæàíäðà ïåðøîãî òà äðóãîãî 
ðîä³â. 
Îáìåæåí³ íà â³äð³çêó [ 1,1]  ðîçâ’ÿçêè êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.253), 
(7.254), ùî â³äïîâ³äàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì (7.207), º íåïåðåðâíèìè 
íà öüîìó â³äð³çêó ³ äàþòüñÿ ôîðìóëîþ 
 ( ) ( ),m mn nm nx c P x   0, 1, 2,...,n   0, 1, 2,..., ,m n   (7.257) 
äå nmc  — ñòàë³. 
Çàâäàííÿ 7.6.12. Äîâåä³òü ð³âíÿííÿ (7.255) òà ïîäàëüø³ òâåðäæåí-
íÿ äî ôîðìóëè (7.257) âêëþ÷íî. 
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Çàâäàííÿ 7.6.13. Ïîêàæ³òü, ùî 0( ) ( ),n nP x P x  à ê³ëüêà ïåðøèõ 
ôóíêö³é ( )mnP x  ç 0m  1 ìàþòü âèãëÿä: 
 
1 2 1 2 1 2 1 2 2 2
1 2 2
1 2 2 1 2 2 2 3 2 3 2
3 3 3
( ) (1 ) , ( ) 3 (1 ) , ( ) 3(1 ),
3
( ) (5 1)(1 ) , ( ) 15 (1 ), ( ) 15(1 ) .
2
P x x P x x x P x x
P x x x P x x x P x x
     
        
Çàâäàííÿ 7.6.14. Äîâåä³òü ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: 
 1 1
2 1
( ) ( ) ( ),
1 1
m m m
n n n
n n m
P x xP x P x
n m n m 
       
  1 2 1 2 1( ) 2 (1 ) ( ) ( 1) ( 1) ( ).m m mn n nP x mx x P x n n m m P x         
Çàâäàííÿ 7.6.15. Îá÷èñë³òü ³íòåãðàëè: 
 
1
1
2( )!
( ) ( ) ,
(2 1)( )!
m m
k n kn
n m
P x P x dx
n n m
     
 
0
2( )!
(cos ) (cos )sin ,
(2 1)( )!
m m
k n kn
n m
P P d
n n m
           (7.258) 
 
1
2 1
1
( )!
(1 ) ( ) ( ) .
( )!
k m
n n km
n m
x P x P x dx
m n m


     
Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàäà÷³ (7.249), (7.250) òà áåðó÷è äî óâàãè ðåçóëü-
òàòè (7.207), (7.256)–(7.258), ìîæåìî âèáðàòè çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â 
nmc  òàêèì ÷èíîì, ùîá ¿¿ âëàñí³ ôóíêö³¿ (ÿê³ â³äïîâ³äàþòü âëàñíèì 
çíà÷åííÿì (7.207)) áóëè íîðìîâàí³ íà îäèíèöþ: 
(2 1)( )!
( ) (cos ),
2( )!
m m
n n
n n m
P
n m
      0, 1, 2,...,n   0, 1, 2,..., .m n   (7.259) 
Çàëèøàºòüñÿ çãàäàòè, ùî ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (7.251), (7.252) ïðè 
( 1),n n    n  — íåâ³ä’ºìíå ö³ëå ÷èñëî, òà 0   áóëè çíàéäåí³ ïðè 
ðîçâ’ÿçóâàíí³ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.201), (7.202) ³ ìàþòü âèãëÿä 
  ( ) ,n n nr a j r    0, 1, 2,....n    (7.260) 
1 Ôóíêö³¿ ( )mnP x  ìîæíà ïðîäîâæèòè ³ íà â³ä’ºìí³ ö³ë³ , 1,..., 1.m n n      Ïðîäîâ-
æåí³ ôóíêö³¿ ëåãêî â³äíîâèòè ÷åðåç ( )mnP x  ç 0,m   ñêîðèñòàâøèñü ñï³ââ³äíîøåííÿì 
( | |)!
( ) ( 1) ( ).
( | |)!
m m m
n n
n m
P x P x
n m
   
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Îòæå, óñ³ ë³í³éíî íåçàëåæí³ îáìåæåí³ (ôàêòè÷íî — íåïåðåðâí³) 
ïåð³îäè÷í³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà 
 0,     0,    (7.244à) 
äëÿ ñôåðè÷íî¿ îáëàñò³ S  âè÷åðïóþòüñÿ ôóíêö³ÿìè ( ) ( , , )inm r   
( )( ) ( ) ( ),m in n mr       1,2.i   Ó á³ëüø äîêëàäí³é ôîðì³ ( 0, 1, 2,...) :n   
 
 
 
 
(1)
0 0
(1)
(2)
( , ) (cos ), 0,
( , , ) (cos )cos , 1,2,..., ,
( , , ) (cos )sin , 1,2,..., ,
n n n n
m
nm nm n n
m
nm nm n n
r A j r P m
r A j r P m m n
r B j r P m m n
     
       
       
  (7.261) 
äå nmA  ³ nmB  — ñòàë³. 
Çãàäàâøè ðåçóëüòàòè çàâäàííÿ 7.6.11, ìîæåìî òàêîæ âèïèñàòè 
ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (7.251), (7.252) ïðè ( 1),n n    n  — íåâ³ä’ºìíå ö³ëå 
÷èñëî, òà 0 :   
 ( ) ,nn nr a r   0, 1, 2,....n    (7.262) 
Â³äïîâ³äíî, óñ³ ë³í³éíî íåçàëåæí³ îáìåæåí³ (íåïåðåðâí³) ïåð³îäè÷í³ 
ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà 
 0    (7.244á) 
äëÿ ñôåðè÷íî¿ îáëàñò³ S  äàþòüñÿ ôóíêö³ÿìè ( 0, 1, 2,...)n   
 
(1)
0 0
(1)
(2)
( , ) (cos ), 0,
( , , ) (cos )cos , 1,2,..., ,
( , , ) (cos )sin , 1,2,..., ,
n
n n n
n m
nm nm n
n m
nm nm n
r A r P m
r A r P m m n
r B r P m m n
    
      
      
  (7.263) 
nmA  ³ nmB  — ñòàë³. 
Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ( , , , )u u r t    çàäà÷³ ïðî îñòèãàííÿ êóë³ ïðè 
àñèìåòðè÷íîìó ðîçïîä³ë³ ïî÷àòêîâî¿ òåìïåðàòóðè (ÿê ³ ³íøèõ ïîä³á-
íèõ ë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ð³âíÿíü òåïëîïðîâ³äíîñò³ ³ êîëèâàíü 
ó ñôåðè÷íî¿ îáëàñò³ )S  áóäóºòüñÿ ÿê ë³í³éíà êîìá³íàö³ÿ ôóíêö³é 
(7.261). Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà   òà ÷èñëîâèõ êîåô³ö³ºíò³â ó ö³é êîìá³-
íàö³¿ âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ êðàéîâèõ òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ïðè 
â³äøóêàíí³ íåçàëåæíèõ â³ä ÷àñó ðîçâ’ÿçê³â ( , , )u u r    çàäà÷ äëÿ îá-
ëàñò³ S  âèêîðèñòîâóºòüñÿ ñèñòåìà ôóíêö³é (7.263), à ÷èñëîâ³ êîåô³ö³-
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ºíòè ó â³äïîâ³äíèõ ë³í³éíèõ êîìá³íàö³ÿõ âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ 
êðàéîâèõ óìîâ. 
Çàâäàííÿ 7.6.16. Ïîáóäóéòå âñ³ ë³í³éíî íåçàëåæí³ îáìåæåí³ ïå-
ð³îäè÷í³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü Ãåëüìãîëüöà é Ëàïëàñà äëÿ îáëàñò³ 
 : , 0 , 0 2 ,S r R          ùî ñïàäàþòü äî íóëÿ ïðè .r   
Â³äïîâ³äü. Ó ôîðìóëàõ (7.261)  nm nA j r  òðåáà çàì³íèòè íà ë³-
í³éíó êîìá³íàö³þ    ,nm n mn nA j r C y r    à ó ôîðìóëàõ (7.263) 
n
nmA r  — íà 
( 1).nnmA r
   Àíàëîã³÷íî äëÿ  nm nB j r  ³ .nnmB r  
Çàâäàííÿ 7.6.17. Ó ìîìåíò ÷àñó 0t   òåìïåðàòóðà îäíîð³äíî¿ êóë³ 
ðàä³óñîì R  îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ 0( , , ).T r    Çíàéä³òü òåìïåðàòóðó 
êóë³ â äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó 0,t   ÿêùî: à) ïîâåðõíÿ êóë³ ï³äòðè-
ìóºòüñÿ ïðè íóëüîâ³é òåìïåðàòóð³; á) ïîâåðõíÿ êóë³ òåïëî³çîëüîâàíà; 
â) íà ïîâåðõí³ êóë³ â³äáóâàºòüñÿ òåïëîîáì³í çà çàêîíîì Íüþòîíà ç íà-
âêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì, ÿêå ìàº íóëüîâó òåìïåðàòóðó. 
Çàâäàííÿ 7.6.18. Çíàéä³òü ñòàö³îíàðíèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè âñå-
ðåäèí³ îäíîð³äíî¿ êóë³ ðàä³óñîì ,R  ïîâåðõíÿ ÿêî¿ ï³äòðèìóºòüñÿ ïðè 
òåìïåðàòóð³ ( , ).T    
Çàâäàííÿ 7.6.19. Îö³í³òü êðèòè÷íèé ðàä³óñ ñôåðè÷íîãî ðåàêòîðà ç 
ïîãëèíàþ÷îþ ïîâåðõíåþ. 
Â³äïîâ³äü: c ,R D    D  — êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ íåéòðîí³â,   — 
ñòàëà øâèäêîñò³ íàðîäæåííÿ íåéòðîí³â. 
Çàóâàæåííÿ 7.6.2. Âçàºìíî îðòîãîíàëüí³ ôóíêö³¿ 
 
(1)
(2)
( , ) (cos )cos , 0,1,2,..., ,
( , ) (cos )sin , 1,2,..., ,
m
nm n
m
nm n
Y P m m n
Y P m m n
     
        (7.264) 
íàçèâàþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíèìè ñôåðè÷íèìè ôóíêö³ÿìè n-ãî ïîðÿäêó. 
Çã³äíî ç ïîïåðåäí³ìè ðåçóëüòàòàìè, âîíè âèçíà÷àþòü (ç òî÷í³ñòþ äî 
ñòàëî¿) óñ³ ä³éñí³, îáìåæåí³ (íåïåðåðâí³) òà ïåð³îäè÷í³ ðîçâ’ÿçêè ð³â-
íÿííÿ 
 0,Y Y     0 ,     0 2 ,      (7.265) 
ÿê³ â³äïîâ³äàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì ( 1),n n n    0, 1, 2,....n   Ö³ 
âëàñí³ çíà÷åííÿ âèðîäæåí³ ç êðàòí³ñòþ 2 1,n  òîáòî çàãàëüíà ê³ëü-
ê³ñòü âëàñíèõ ôóíêö³é (7.264), ùî â³äïîâ³äàþòü çàäàíîìó ,n  äîð³â-
íþº 2 1.n  
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Ó êâàíòîâ³é ìåõàí³ö³ ïðèðîäíî âèíèêàº çàäà÷à ïðî â³äøóêàííÿ îá-
ìåæåíèõ òà ïåð³îäè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (7.265) íà ìíîæèí³ êîì-
ïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêö³é. Äîâåä³òü ñàìîñò³éíî, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ 
ö³º¿ óçàãàëüíåíî¿ çàäà÷³ òåæ îïèñóþòüñÿ ôîðìóëîþ ( 1)n n n    ³ âèðî-
äæåí³ ç êðàòí³ñòþ 2 1,n  à â³äïîâ³äíèìè âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè, íîðìî-
âàíèìè íà îäèíè÷í³é ñôåð³, âèñòóïàþòü òàê çâàí³ ñôåðè÷í³ ãàðìîí³êè 
 
2 1 ( )!
( , ) (cos ) ,
4 ( )!
m m im
n n
n n m
Y P e
n m
       
 0, 1, 2,...,n   , 1,..., ,m n n n      (7.266) 
 
2
0 0
sin ( , ) ( , ) ,m mn n nn mmd d Y Y
 

               (7.267) 
äå ðèñêà îçíà÷àº êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ñôåðè÷í³ 
ôóíêö³¿ (7.264) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êîìïîíåíòè ñôåðè÷íèõ ãàðìî-
í³ê (7.266). 
7.7. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÈÉ ÐÎÇÏÎÄ²Ë ÂËÀÑÍÈÕ ÇÍÀ×ÅÍÜ 
Ó êðàéîâèõ çàäà÷àõ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ äëÿ ð³âíÿííÿ Øòóðìà — 
Ë³óâ³ëëÿ íà ñê³í÷åííèõ ³íòåðâàëàõ àáî ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà â îá-
ìåæåíèõ îáëàñòÿõ íà ïëîùèí³ ÷è ó òðèâèì³ðíîìó ïðîñòîð³, ÿê³ ðîç-
ãëÿäàëèñÿ â ïîïåðåäí³õ ï³äðîçä³ëàõ, ïîñë³äîâí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ  n  
óòâîðþâàëè îáìåæåí³ çíèçó ( n     ) äèñêðåòí³ ìíîæèíè òî÷îê 
íà ä³éñí³é îñ³, ÿê³ ñêóï÷óâàëèñÿ ëèøå íà .  Äëÿ ïîä³áíèõ çàäà÷ óâî-
äÿòü íåñïàäíó ôóíêö³þ ( )N  íà ä³éñí³é îñ³, îçíà÷åíó ÿê ñóìó êðàò-
íîñòåé nm  óñ³õ âëàñíèõ çíà÷åíü :n    
 
 
( ) .
n
nm
  
  N   (7.268) 
Ôóíêö³ÿ ( )N  íàçèâàºòüñÿ ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó âëàñíèõ çíà÷åíü. Çà 
îçíà÷åííÿì (7.268) âîíà: 
1) òîòîæíî äîð³âíþº íóëþ ïðè ;    
2) º ñòàëîþ ó ïðîì³æêàõ ì³æ ïîñë³äîâíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè; 
3) ìàº â òî÷êàõ n  ñòðèáêè âåëè÷èíîþ .nm  
Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî äëÿ ðîçãëÿíóòèõ íàìè êðàéîâèõ çàäà÷ ( 0)   ¿¿ 
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
 
0
( ) ( ) ,d

     N   (7.269) 
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äå 
 ( ) ( )n n
n
m        (7.270) 
– òàê çâàíà ñïåêòðàëüíà ãóñòèíà. 
Îñê³ëüêè âêàçàí³ êðàéîâ³ çàäà÷³ ìàþòü íåîáìåæåíó ê³ëüê³ñòü âëàñ-
íèõ çíà÷åíü ³ç ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ,  òî äëÿ íèõ ( ) N  ïðè 
.  Äëÿ íèçêè âàæëèâèõ çàäà÷ òåîðåòè÷íî¿ ô³çèêè òðåáà çíàòè, 
ÿê ñàìå øâèäêî çðîñòàº ( )N  ç .  Äîñë³äæåííþ àñèìïòîòè÷íî¿ ïî-
âåä³íêè ( )N  íà íåñê³í÷åííîñò³ ³ ïðèñâÿ÷åíî öåé ï³äðîçä³ë. 
Ïî÷íåìî ç ðîçãëÿäó âëàñíèõ çíà÷åíü êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïðî êîëèâàí-
íÿ êâàäðàòíî¿ ìåìáðàíè ç â³ëüíèìè êðàÿìè. Íàãàäàºìî, ùî ñóêóï-
í³ñòü öèõ âëàñíèõ çíà÷åíü îïèñóºòüñÿ ôîðìóëîþ1 
 
2 2
2 2
2
( ),jk
a
j k
l
     (7.271) 
äå l  — äîâæèíà ñòîðîíè ìåìáðàíè, j  ³ k  — áóäü-ÿê³ íåâ³ä’ºìí³ 
ö³ë³ ÷èñëà. Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêö³ÿ â( ) ( )  N N  äîð³âíþº, çã³ä-
íî ç ôîðìóëîþ (7.271), ê³ëüêîñò³ ð³çíèõ ïàð íåâ³ä’ºìíèõ ö³ëèõ ÷èñåë 
( , ),j k  ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 
 
2
2 2
2 2
.
l
j k
a
    
Ãåîìåòðè÷íà ìíîæèíà òî÷îê íà ïëîùèí³ ç êîîðäèíàòàìè ( , ),x y  òà-
êèìè, ùî 
 
2
2 2
2 2
,
l
x y
a
    
óòâîðþº êðóã ³ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò ³ ðàä³óñîì ( ).l a   
Òîìó â ( )N  çá³ãàºòüñÿ ç ê³ëüê³ñòþ òî÷îê, ÿê³ ëåæàòü ó ÷âåðò³ öüîãî 
êðóãà, ðîçòàøîâàí³é ó ïåðøîìó êâàäðàíò³ äåêàðòîâî¿ ïëîùèíè, òà ìà-
þòü ö³ëî÷èñëîâ³, âêëþ÷àþ÷è é íóëüîâ³, êîîðäèíàòè. 
Ïðîâåäåìî ÷åðåç óñ³ òî÷êè äåêàðòîâî¿ ïëîùèíè ç ö³ëî÷èñëîâèìè 
êîîðäèíàòàìè ïðÿì³, ïàðàëåëüí³ êîîðäèíàòíèì îñÿì (äèâ. ðèñ. 7.3). 
Òîä³ ïëîùèíà ïîêðèºòüñÿ ñ³òêîþ, åëåìåíòàðíèìè êîì³ðêàìè ÿêî¿ º 
êâàäðàòèêè ç îäèíè÷íîþ ñòîðîíîþ é, â³äïîâ³äíî, îäèíè÷íîþ ïëî-
ùåþ. Îñê³ëüêè êîæíèé îêðåìèé âóçîë ñ³òêè º âåðøèíîþ äëÿ ÷îòè-
1 Ó öüîìó ï³äðîçä³ë³ ïàðàìåòð a2 âêëþ÷åíî ó âëàñí³ çíà÷åííÿ 
jk
. Îñòàíí³, òàêèì 
÷èíîì, íàáóâàþòü çì³ñòó êâàäðàò³â âëàñíèõ ÷àñòîò êîëèâàíü ìåìáðàíè.
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ðüîõ ð³çíèõ åëåìåíòàðíèõ êîì³ðîê, à âåðøèíàìè êîæíî¿ åëåìåíòàð-
íî¿ êîì³ðêè º ÷îòèðè ð³çí³ âóçëè ñ³òêè, òî ìîæíà êîæíîìó âóçëó ñ³òêè 
ïîñòàâèòè ó âçàºìíî-îäíîçíà÷íó â³äïîâ³äí³ñòü îäíó åëåìåíòàðíó êî-
ì³ðêó, ïîêðèâøè âñ³ìà êîì³ðêàìè âñþ ïëîùèíó. Çðîçóì³ëî, ùî ïðè 
öüîìó ì³í³ìàëüíà ñóìà ïëîù åëåìåíòàðíèõ êîì³ðîê, ÿê³ ö³ëêîì ïî-
êðèâàþòü äîâ³ëüíó îáëàñòü   ïëîùèíè, º íå ìåíøîþ çà ê³ëüê³ñòü òî-
÷îê ³ç ö³ëî÷èñëîâèìè êîîðäèíàòàìè â îáëàñò³  .  Çâ³äñè ðîáèìî âè-
ñíîâîê, ùî ÷èñëî â ( )N  º íå ìåíøèì çà ïëîùó ÷âåðò³ êðóãà ðàä³óñîì 
( ),l a   òîáòî 
 
2
â2
( ).
4
l
a
   N   (7.272) 
  R+  2 
  
 
R 
3 
2   
  
 0        1             3       j 
1  
  2  4    5        6  
k 
6   
4  
5  
Ðèñ. 7.3. Äî îö³íêè ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó âëàñíèõ çíà÷åíü êâàäðàòíî¿ ìåìáðàíè 
Ç ³íøîãî áîêó, ç åëåìåíòàðíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ì³ðêóâàíü âèïëèâàº, 
ùî ÿêùî êîîðäèíàòè ( , )j k  õî÷à á îäí³º¿ ç âåðøèí ÿêî¿ñü åëåìåí-
òàðíî¿ êîì³ðêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 2 2 2,j k R   òî äëÿ êîîðäèíàò 
( , )j k   áóäü-ÿêî¿ ç òðüîõ ¿¿ ³íøèõ âåðøèí ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  22 2 2 .j k R     Îòæå, óñ³ êîì³ðêè, ó ÿêèõ õî÷à á îäíà ç âåð-
øèí ëåæèòü ó ÷âåðò³ êðóãà 2 2 2,x y R   ö³ëêîì ëåæàòü ó ÷âåðò³ êðóãà  22 2 2x y R    ( , 0).x y   Ìàºìî íåð³âí³ñòü 
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2
2
â 2
( ) 2 .
4 24 2
l l l
a a a
              
N   (7.273) 
Ïîð³âíþþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (7.272) ³ (7.273), çíàõîäèìî: 
  2â 2( ) .4l Oa    N   (7.274) 
Àíàëîã³÷íèìè àðãóìåíòàìè ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ äëÿ îá÷èñëåí-
íÿ àñèìïòîòèêè ôóíêö³¿ ç( ) ( )  N N  äëÿ çàäà÷³ ïðî êîëèâàííÿ 
êâàäðàòíî¿ ìåìáðàíè ç æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè êðàÿìè. Âëàñí³ çíà-
÷åííÿ ö³º¿ çàäà÷³ òåæ îïèñóþòüñÿ ôîðìóëîþ (7.271), îäíàê òåïåð j  ³ 
k  — ëèøå íàòóðàëüí³ ÷èñëà (íóëüîâ³ çíà÷åííÿ âèêëþ÷àþòüñÿ). Çâî-
äÿ÷è, ÿê ³ ðàí³øå, â³äøóêàííÿ ç( )N  äî îá÷èñëåííÿ ê³ëüêîñò³ òî÷îê 
³ç ö³ëî÷èñëîâèìè êîîðäèíàòàìè â çàìêíåí³é ÷âåðò³ êðóãà ðàä³óñîì 
( ),l a   ìàºìî íå âðàõîâóâàòè ò³ ç íèõ, ÿê³ ëåæàòü íà êîîðäèíàòíèõ 
îñÿõ. Ê³ëüê³ñòü öèõ òî÷îê, çâàæàþ÷è íà òå, ùî äîâæèíè â³äð³çê³â, íà 
ÿêèõ âîíè ëåæàòü, çá³ãàþòüñÿ ç ðàä³óñîì óêàçàíîãî êðóãà, äîð³âíþº 
2 ( ) 1,l a      äå [ ]x  — ö³ëà ÷àñòèíà ÷èñëà .x  Òîìó ç( )N  ó ïîð³â-
íÿíí³ ç â ( )N  º ìåíøîþ íà âåëè÷èíó 2 ( ) 1:l a      
 ç â( ) ( ) 2 1,
l
a
        N N  îòæå 
    2ç â 2( ) ( ) .4lO Oa        N N   (7.275) 
Ð³âí³ñòü ãîëîâíèõ ÷ëåí³â àñèìïòîòèê (7.274) ³ (7.275) íàâîäèòü íà 
äóìêó, ùî ãîëîâíèé ÷ëåí àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó ( )N  ïðè   
íå çàëåæèòü, ïðèíàéìí³ â çàäà÷àõ ïðî êîëèâàííÿ êâàäðàòíî¿ ìåì-
áðàíè, â³ä âèäó êðàéîâèõ óìîâ. Á³ëüøå òîãî, çàðàç ìè ïîêàæåìî, ùî 
äëÿ îáìåæåíî¿ ìåìáðàíè â³í íå çàëåæèòü ³ â³ä ¿¿ (äîñòàòíüî äîâ³ëüíî¿) 
ôîðìè, à âèçíà÷àºòüñÿ ëèøå ïëîùåþ ìåìáðàíè :S  
 2( ) ( ).4
S
o
a
   N
1
  (7.276) 
Íåõàé   — îáìåæåíà îáëàñòü íà ïëîùèí³ ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ìå-
æåþ   ³ ïëîùåþ .S  Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 2( )L   ìíîæèíó (ë³í³éíèé ïðî-
ñò³ð) ôóíêö³é ( , ) ( ),f x y f r  êâàäðàòè÷íî ³íòåãðîâíèõ íà ,  
1 Öå òâåðäæåííÿ âïåðøå ñôîðìóëþâàâ Ã. À. Ëîðåíö (1908 ð.) ³ çãîäîì äîâ³â Ã. Âåéëü 
(1911 ð.). Íàâåäåíå íèæ÷å äîâåäåííÿ çàïðîïîíóâàâ Ì. Êàö — äèâ.: The American 
Mathe matical Monthly, Vol. 73. No 4, Part 2: Papers in Analysis (1966), pp. 1–23.
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2 2 2
( , ) ( ) ,f f x y dxdy f d
 
     r r  
à ÷åðåç D  — ï³äìíîæèíó ôóíêö³é, äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâ-
íèõ óñåðåäèí³   òà íåïåðåðâíèõ ó çàìêíåí³é îáëàñò³ .    Äëÿ 
áóäü-ÿêî¿ ïàðè ôóíêö³é 2, ( )f g L   ôóíêö³îíàë 
 | ( ) ( )f g f g d

  r r r  
íàçèâàòèìåìî, ÿê ³ ðàí³øå, ¿õ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, à ñàì³ ôóíêö³¿ 
f  ³ g  — îðòîãîíàëüíèìè â 2( )L  , ÿêùî | 0.f g   Ïîñë³äîâí³ñòü    ç 2( )L   íàçèâàòèìåìî ïîâíîþ, ÿêùî îðòîãîíàëüí³ñòü ôóíêö³¿ 
2( )f L   äî âñ³õ ôóíêö³é   ñïðàâäæóºòüñÿ òîä³ é ëèøå òîä³, êîëè 
0.f   
Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó íà â³äøóêàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ³ âëàñ-
íèõ ôóíêö³é ç ï³äìíîæèíè D  äëÿ îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè 
 
2 ,
0,
a
n 
   
     
  (7.277) 
äå n   — ñêëàäîâà ãðàä³ºíòà   â íàïðÿì³ çîâí³øíüî¿ íîðìàë³ äî 
ìåæ³ ,  à   — íåâ³ä’ºìíà ôóíêö³ÿ íà .  Óâàæàòèìåìî, ùî   ìîæå 
íàáóâàòè é çíà÷åííÿ   íà êóñêîâî-ãëàäê³é ÷àñòèí³   ìåæ³ ,  ³ íà 
ö³é ÷àñòèí³   êðàéîâà óìîâà â (7.277) çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó 0;   íà 
äðóã³é ÷àñòèí³   ôóíêö³ÿ   íåïåðåðâíà. 
Çàâäàííÿ 7.7.1. Äîâåä³òü, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ   êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
(7.277) íåâ³ä’ºìí³, à âëàñí³ ôóíêö³¿ ( ) r  ³ ( ) r  ç ,D  ÿê³ â³äïîâ³äà-
þòü ð³çíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì   é ,  îðòîãîíàëüí³ â 2 ( ).L   
Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàéòåñÿ òåîðåìîþ Îñòðîãðàäñüêîãî — Ãàóññà òà 
òèìè æ ñàìèìè ïðèéîìàìè, ùî áóëè çàñòîñîâàí³ ïðè äîâåäåíí³ àíà-
ëîã³÷íèõ ðåçóëüòàò³â äëÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ. 
Ïðè âêàçàíèõ âèùå óìîâàõ ñïðàâäæóºòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà, äî-
âåäåííÿ ÿêî¿ äîñèòü ñêëàäíå é òóò íå íàâîäèòüñÿ. 
Òåîðåìà 7.7.1. Ìíîæèíà âëàñíèõ çíà÷åíü êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.277) 
óòâîðþº ïîñë³äîâí³ñòü òî÷îê ï³âîñ³ [0, )  ç ºäèíîþ ãðàíè÷íîþ òî÷-
êîþ ,  ïðè öüîìó êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàº ñê³í÷åííó êðàòí³ñòü. 
Âëàñí³ ôóíêö³¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.277) óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó 
ôóíêö³é â 2 ( ).L   
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Ðîçòàøóºìî âëàñí³ çíà÷åííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.277) ó ïîðÿäêó 
çðîñòàííÿ, 
 1 20 ... ...,n         ,n   ,n   (7.278) 
ïîâòîðþþ÷è â ö³é ïîñë³äîâíîñò³ êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ ñò³ëüêè ðà-
ç³â, ÿê ³ éîãî êðàòí³ñòü. Êîæíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ k  ïîñë³äîâ-
íîñò³ (7.278) ìîæíà ïîñòàâèòè ó â³äïîâ³äí³ñòü âëàñíó ôóíêö³þ ( )k r  
çàäà÷³ (7.277) òàêèì ÷èíîì1, ùîáè ôóíêö³¿ ïîñë³äîâíîñò³  k  áóëè 
ä³éñíèìè é óòâîðþâàëè îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó â 2 ( ) :L   
 | ( ) ( ) .k l k l kld

       r r r  
Ç ïîâíîòè ñèñòåìè âëàñíèõ ôóíêö³é çàäà÷³ (7.277) âèïëèâàº, ùî 
êîæíó ôóíêö³þ ( )f r  ³ç 2( )L   ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º 
 
1
( ) | ( )k k
k
f f


  r r  
çà îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ  ,k  ÿêèé çá³ãàºòüñÿ â ñåðåäíüîìó 
êâàäðàòè÷íîìó. 
Íà ï³äñòàâ³ íàâåäåíèõ ôàêò³â çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
 
2
2
, 0,
0,
( ,0) ( ), ( ),
T
a T t
t
T
u
n
T f f L

   
     
  r r
  (7.279) 
äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ â îáëàñò³   ìîæåìî çàïèñàòè ó âè-
ãëÿä³ ðÿäó 
 
1
( , ) | ( )k t k k
k
T t e f
 

  r r  
1 Âàæëèâî ï³äêðåñëèòè, ùî äîâ³ëüíî âçÿò³ íåçàëåæí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ ( ), r  ÿê³ 
â³äïîâ³äàþòü îäíîìó é òîìó ñàìîìó âèðîäæåíîìó (ç êðàòí³ñòþ m) âëàñíîìó çíà÷åí-
íþ êðàéîâî¿ çàäà÷³, óçàãàë³ êàæó÷è, íå áóäóòü îðòîãîíàëüíèìè ì³æ ñîáîþ. Îäíàê â³ä 
ôóíêö³é ( ) r  çàâæäè ìîæíà ïåðåéòè äî m ¿õ ë³í³éíèõ êîìá³íàö³é ( ), r  ÿê³ òåæ º 
âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè, ùî â³äïîâ³äàþòü çàäàíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ, àëå âæå âçàºìíî 
îðòîãîíàëüíèìè. Òàêèé ïåðåõ³ä â³ä ñèñòåìè ôóíêö³é ( ) r  äî ñèñòåìè ôóíêö³é ( ) r  
íàçèâàºòüñÿ îðòîãîíàë³çàö³ºþ ³ ìîæå áóòè çä³éñíåíèé ð³çíèìè ñïîñîáàìè. Çàçíà÷èìî 
òàêîæ, ùî ÿê ôóíêö³¿ ( ), r  òàê ³ ôóíêö³¿ ( ) r  º îðòîãîíàëüíèìè äî âñ³õ âëàñíèõ 
ôóíêö³é, ùî â³äïîâ³äàþòü ³íøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì ðîçãëÿäóâàíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³.
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³, äàë³, ó âèãëÿä³ ³íòåãðàëà 
 ( , ) ( , ; ) ( ) ,T t G t f d

   r r r r r  
äå 
 
1
( , ; ) ( ) ( )k t k k
k
G t e
 

   r r r r  
– ôóíêö³ÿ Ãð³íà çàäà÷³ (7.279). 
Íåõàé r  — âíóòð³øíÿ òî÷êà îáëàñò³ .  Ðîçãëÿíåìî çíà÷åííÿ 
ôóíêö³¿ 
 2
1
( , ; ) ( )k t k
k
G t e
 

 r r r   (7.280) 
ïðè 0.t   Íàãàäàºìî, ùî ç ô³çè÷íîãî ïîãëÿäó ôóíêö³ÿ (7.280) ìàº 
çì³ñò ãóñòèíè òåïëîâî¿ åíåðã³¿ ñåðåäîâèùà â òî÷ö³ r  ó ìîìåíò ÷àñó 
0t   çà óìîâ, ùî â ìîìåíò ÷àñó 0t   ó öþ æ ñàìó òî÷êó áóëî ââåäåíî 
îäèíèöþ ê³ëüêîñò³ òåïëà, äî öüîãî ìîìåíòó òåìïåðàòóðà ñåðåäîâèùà 
ñêð³çü äîð³âíþâàëà íóëþ, ³ â çàìêíåí³é îáëàñò³   íå áóëî é íåìàº 
äæåðåë òåïëà. Ç îãëÿäó íà ïðèðîäó ÿâèùà òåïëîïðîâ³äíîñò³ ÿê ðåçóëü-
òàòó áàãàòüîõ ì³æ÷àñòèíêîâèõ ç³òêíåíü çðîçóì³ëî, ùî íàÿâí³ñòü äåñü 
ìåæ³ îáëàñò³   òà óìîâè íà í³é íå ìîæóòü ïðè 0t   âïëèíóòè íà 
ðîçïîä³ë òåïëà â ìàëîìó îêîë³ âíóòð³øíüî¿ òî÷êè ,r  ³ â³í ñïî÷àòêó 
áóäå òàêèì ñàìèì, ÿêèì áè áóâ ó íåîáìåæåíîìó îäíîð³äíîìó ïðî-
ñòîð³. Ðîçïîä³ë òåïëà â îñòàííüîìó ïðè âêàçàíèõ âèùå óìîâàõ âèçíà-
÷àºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôóíêö³¿ Ãð³íà 
 
2
2
| |
4
0 0 2
1
( , ; ) (| |; ) ,
4
a tG t G t e
a t
    
r r
r r r r  0,t   
ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ â îäíîð³äíîìó äâîâèì³ðíîìó ïðîñòîð³. 
Áà÷èìî, ùî 
    0 20 1( , ; ) (0; ) 1 (1) 1 (1) .4tG t G t o oa t   r r   (7.281) 
Ñïèðàþ÷èñü íà âèðàç (7.281) é îïóñêàþ÷è âñ³ òåõí³÷í³ äåòàë³, ïðè-
õîäèìî, çîêðåìà, äî âèñíîâêó, ùî 
  20( , ; ) 1 (1) .4t
S
G t d o
a t
  r r r   (7.282) 
Ç ³íøîãî áîêó, áåðó÷è äî óâàãè, ùî âñ³ ÷ëåíè ðÿäó ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ 
ôîðìóëè (7.280) íåâ³ä ºìí³, à ôóíêö³¿ ( )k r  íîðìîâàí³, çíàõîäèìî: 
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1 1
( , ; ) ,k nt t n
k n
G t d e e m
   
 
   r r r   (7.283) 
äå 1 20 ... ...n           — ð³çí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
(7.279), çàíóìåðîâàí³ â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ, nm  — ¿õ êðàòíîñò³. Çãà-
äàâøè îçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ñïåêòðà ( )N  êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
(7.279) òà ôîðìóëè (7.269) ³ (7.270), çã³äíî ç ÿêèìè 
 ( ) ( ) ,n n
n
d m d     N  
îñòàííþ ñóìó ó ôîðìóë³ (7.283) ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿä³ ³íòå-
ãðàëà: 
 
1 0
( ).nt tn
n
e m e d
  

   N   (7.284) 
Ç ôîðìóë (7.282)–(7.284) âèïëèâàº, ùî ôóíêö³ÿ ( )N  º òàêîþ, ùî 
  20
0
( ) 1 (1) .
4
t
t
S
e d o
a t



   N   (7.285) 
Ùîá ³ç ôîðìóëè (7.285) îòðèìàòè áàæàíå ñï³ââ³äíîøåííÿ (7.276), 
çàëèøàºòüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ â³äîìèì òîíêèì ðåçóëüòàòîì àíàë³çó, à 
ñàìå, òàê çâàíîþ òàóáåðîâîþ òåîðåìîþ Õàðä³ — Ë³òòëâóäà1 â íàñòóï-
íîìó ôîðìóëþâàíí³. 
Òåîðåìà 7.7.2. Íåõàé ( )N  — íåñïàäíà ôóíêö³ÿ íà ï³âîñ³ [0, ).  
Òîä³ äëÿ ( )N  ³ äåÿêîãî 0   ñï³ââ³äíîøåííÿ 
  
0
0
( ) 1 (1)t
t
e d Ct o

 
   N  
ñïðàâäæóºòüñÿ òîä³ é ëèøå òîä³, êîëè 
  ( ) 1 (1) ,
(1 )
C
o    N  
äå C  — ñòàëà, ( )x  — ãàììà-ôóíêö³ÿ Åéëåðà. 
Íåõàé òåïåð   — îáìåæåíà îáëàñòü n-âèì³ðíîãî ïðîñòîðó ç 
êóñêîâî-ãëàäêîþ ìåæåþ   òà îá’ºìîì ,V  
2 2 2
2 2 2
1 2
...
nx x x
          — 
îïåðàòîð Ëàïëàñà â .  Ìîæíà äîâåñòè, ùî é ó öüîìó âèïàäêó äëÿ 
1 Äèâ.: Ôåëëåð Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. Ò. 2, ãë. XIII. — 
Ì.: Ìèð, 1984. — 752 ñ. 
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êðàéîâî¿ çàäà÷³ íà â³äøóêàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ³ âëàñíèõ ôóíêö³é ç 
â³äïîâ³äíîãî êëàñó ,D  ÿêà âèíèêàº ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ êðàéîâî¿ çà-
äà÷³ âèäó (7.279) äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³, äîñë³âíî ñïðàâäæó-
ºòüñÿ òåîðåìà 7.7.1, à àñèìïòîòè÷íèé âèðàç äëÿ â³äïîâ³äíî¿ ôóíêö³¿ 
( )N  ìàº âèãëÿä 
 
/2
2 /2
( ) .
(4 ) (1 2)
n
n
V
a n


    N   (7.286) 
Çàâäàííÿ 7.7.2. Äîâåä³òü, ùî äëÿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó âëàñíèõ çíà-
÷åíü êðàéîâî¿ çàäà÷³ (7.279) äëÿ îáìåæåíî¿ òðèâèì³ðíî¿ îáëàñò³ 
îá’ºìîì V  ñïðàâäæóºòüñÿ àñèìïòîòè÷íèé âèðàç 
 
3/2
2 3
( ) .
6
V
a
  N   (7.287) 
Âêàç³âêà. Çãàäàâøè, ùî ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³ â íåîáìåæåíîìó òðèâèì³ðíîìó ïðîñòîð³ ìàº âèãëÿä 
 
2
24
0 2 3/2
1
( , ) ,
(4 )
r
a tG r t e
a t
   à 
 3/2
0
3
(1 3 2) ,
4
xx e dx

      
ïîâòîð³òü ì³ðêóâàííÿ, ÿê³ ïðèâåëè íàñ äî ôîðìóëè (7.276) äëÿ äâî-
âèì³ðíîãî ïðîñòîðó. 
Íàâåäåìî ïðîñòèé ïðèêëàä ç åëåêòðîííî¿ òåîð³¿ òâåðäîãî ò³ëà íà 
çàñòîñóâàííÿ àñèìïòîòèêè (7.287). Çã³äíî ç³ ñïðîùåíîþ (àëå äîñèòü 
åôåêòèâíîþ) ìîäåëëþ À. Çîììåðôåëüäà âàëåíòí³ åëåêòðîíè â êóñêó 
ìåòàëó   îá’ºìîì V  ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ãàç îäíàêîâèõ íåâçàºìî-
ä³þ÷èõ ÷àñòèíîê. Åíåðã³¿, ÿê³ ìîæóòü ìàòè ÷àñòèíêè òàêîãî ãàçó, âè-
÷åðïóþòüñÿ ïîñë³äîâíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè 1 2 ...     êðàéîâî¿ 
çàäà÷³ òèïó (7.277) ç ïàðàìåòðîì 2 2 2 ,a    äå   — ñòàëà Ïëàíêà, 
  — ìàñà ÷àñòèíêè (åëåêòðîíà). Ïðè öüîìó, çã³äíî ç ïðèíöèïîì Ïà-
óë³, ê³ëüê³ñòü ÷àñòèíîê òàêîãî ãàçó ,kN  ùî ìîæóòü îäíî÷àñíî ìàòè 
åíåðã³þ ,k  íå ïåðåâèùóº 2 ,km  äå km  — êðàòí³ñòü âëàñíîãî çíà÷åí-
íÿ k  (0 2 ).k kN m   Êðàéîâ³ óìîâè íà ïîâåðõí³   êóñêà ìåòàëó   
ó â³äïîâ³äí³é êðàéîâ³é çàäà÷³ (7.277), óçàãàë³ êàæó÷è, íå êîíêðåòèçó-
þòüñÿ, àëå, ó â³äïîâ³äíîñò³ ç ôóíäàìåíòàëüíèìè ïîëîæåííÿìè êâàí-
òîâî¿ òåîð³¿, óâàæàþòüñÿ òàêèìè, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ òâåðäæåííÿ òåî-
ðåìè 7.7.1. 
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Íà ÷èñëà kN  äîäàòêîâî íàêëàäàºòüñÿ î÷åâèäíå îáìåæåííÿ 
 ,k
k
N N   (7.288) 
äå N  — çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ÷àñòèíîê åëåêòðîííîãî ãàçó, ùî ðîçãëÿäà-
ºòüñÿ. 
Ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíü 0 2k kN m   òà (7.288) ì³í³ìàëüíå çíà-
÷åííÿ ïîâíî¿ åíåðã³¿ åëåêòðîííîãî ãàçó 
 k k
k
N E   
îòðèìóºìî ó âèïàäêó, êîëè äëÿ ïåâíî¿ äîïóñòèìî¿ åíåðã³¿ F  ÷èñëà kN  
âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè 
 F
F
2 , ,
0, ,
k k
k
k
m
N
      
  (7.289) 
òà 
 
F
F
 
2 ,
k
km N N
  
    (7.290) 
äå FN  — ê³ëüê³ñòü ÷àñòèíîê ç åíåðã³ºþ F . 
Åíåðã³ÿ F  íàçèâàºòüñÿ åíåðã³ºþ Ôåðì³ ³ º ôóíäàìåíòàëüíîþ õà-
ðàêòåðèñòèêîþ ìåòàëó. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî äëÿ ðåàëüíîãî ìàêðîñêî-
ï³÷íîãî êóñêà ìåòàëó ÷èñëî N  íàäçâè÷àéíî âåëèêå 28 3( ~ 10 ì ),N V   
ìîæåìî âèçíà÷èòè ¿¿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (7.289), (7.290) òà ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ 
 F2 ( ) ,N N  
äå ( )N  — ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ñïåêòðà â³äïîâ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
(7.277). Çíîâó æ òàêè, óðàõîâóþ÷è, ùî ÷èñëî N  äóæå âåëèêå, ìîæåìî 
ñêîðèñòàòèñÿ äëÿ F( )N  àñèìïòîòè÷íèì âèðàçîì (7.287). Ä³ñòàºìî: 
 
3/2 3/2
F
2 2
2
.
3
V N
       
Áà÷èìî, ùî íåçàëåæíî â³ä ôîðìè ìàêðîñêîï³÷íîãî êóñêà ìåòàëó òà 
êðàéîâèõ óìîâ íà éîãî ïîâåðõí³ 
 
2
2 2/3
F (3 ) ,2
n  

  (7.291) 
äå n N V  — ãóñòèíà â³ëüíèõ åëåêòðîí³â ìåòàëó. 
364
ÊÎÍÒÐÎËÜÍ² ÏÈÒÀÍÍß ÄÎ ÐÎÇÄ²ËÓ 7 
1. Ó ÿêèõ âèïàäêàõ êðàéîâà çàäà÷à íà âëàñí³ çíà÷åííÿ äëÿ ð³âíÿííÿ 
Ãåëüì ãîëüöà â îáìåæåí³é îáëàñò³ äîïóñêàº â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ? ßê 
âîíî çä³éñíþºòüñÿ â çàäà÷àõ ïðî êîëèâàííÿ ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè ç 
æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè òà â³ëüíèìè êðàÿìè? 
2. Çâ³äêè âèïëèâàº ïîâíîòà ñèñòåìè íåçàëåæíèõ âëàñíèõ ôóíêö³é ó çà-
äà÷àõ ïðî êîëèâàííÿ ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè ç æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè 
òà â³ëüíèìè êðàÿìè? 
3. ßêà îñîáëèâ³ñòü âèíèêàº ó êðàéîâ³é çàäà÷³ Øòóðìà — Ë³óâ³ëëÿ, äî 
ÿêî¿ çâîäèòüñÿ â³äøóêàííÿ â³ñåñèìåòðè÷íèõ âëàñíèõ êîëèâàíü êðóãëî¿ 
ìåìáðàíè ç æîðñòêî çàêð³ïëåíèì êðàºì? ßê öÿ îñîáëèâ³ñòü â³äáèâà-
ºòüñÿ íà íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçêàõ â³äïîâ³äíîãî ð³âíÿííÿ Øòóðìà — Ë³-
óâ³ëëÿ? 
4. ßê çä³éñíþºòüñÿ â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ ó çàäà÷àõ ïðî êîëèâàííÿ 
êðóãëî¿ ìåìáðàíè? ×îìó ðàä³àëüí³ ÷àñòèíè âëàñíèõ ôóíêö³é êðàéî-
âî¿ çàäà÷³ äëÿ ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ó öèõ âèïàäêàõ çâîäÿòüñÿ ëèøå äî 
ôóíêö³é Áåññåëÿ? 
5. ßê çä³éñíþºòüñÿ â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ ó êðàéîâèõ çàäà÷àõ äëÿ ñôå-
ðè÷íèõ îáëàñòåé? 
6. ×îìó äîð³âíþþòü êóòîâ³ ÷àñòèíè âëàñíèõ ôóíêö³é ó êðàéîâèõ çàäà-
÷àõ äëÿ ð³âíÿíü òåïëîïðîâ³äíîñò³ é äèôóç³¿ ó ñôåðè÷íèõ îáëàñòÿõ ç³ 
ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè? 
7. ßê³ êðàòíîñò³ âèðîäæåííÿ ìàþòü âëàñí³ çíà÷åííÿ êðàéîâèõ çà-
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ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè? 
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ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè ç ïëîùåþ S  ³ æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè êðàÿ-
ìè? ×è áóäå çì³íþâàòèñÿ öÿ àñèìïòîòèêà ïðè íåïåðåðâíèõ çì³íàõ 
ôîðìè ìåìáðàíè ïðè íåçì³íí³é ïëîù³ S  ³ ïðè çì³íàõ óìîâ çàêð³ïëåííÿ 
íà êðàÿõ? 
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ä³ëó âëàñíèõ çíà÷åíü àíàëîã³÷íî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³, ïîñòàâëåíî¿ äëÿ 
ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà â îáìåæåí³é îáëàñò³ n-âèì³ðíîãî ïðîñòîðó ç 
îá’ºìîì V  ³ êóñêîâî-ãëàäêîþ ìåæåþ? 
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ñòîÿ÷èõ õâèëü 154 
– – – –, êðàéîâ³ óìîâè 93, 96, 151 
– îáìåæåíî¿ ñòðóíè 129, 167 
– – – âèìóøåí³ 92, 156 
– – – – ï³ä ä³ºþ ãàðìîí³÷íî¿ 
ñèëè 160 
– – – – ó â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³ 
156–159, 179 
– – – â³ëüí³ 89, 129 
– – – –, âèìîãè äî ïî÷àòêîâèõ 
ôóíêö³é 129, 137, 138 
– – – –, ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ 
ñòîÿ÷èõ õâèëü 136, 146 
– – – –, óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê 
138 
– – – âëàñí³ 146, 173 
– – –, êðàéîâ³ óìîâè 167 
– – –, ð³âíÿííÿ 92 
– – – ó â’ÿçêîìó ñåðåäîâèù³ 156, 
158 
– ñèñòåìè ç ðîçïîä³ëåíèìè 
ïàðàìåòðàìè 98, 101, 104, 209, 
210 
– – – – – âèìóøåí³ 102, 210, 211 
– – – – – â³ëüí³ 101, 210, 211 
– – – – –, êðàéîâà çàäà÷à 102, 
210 
– – – – –, êðàéîâ³ óìîâè 96–98, 
100–102 
– – – – –, ìîäåëü 98–100 
– – – – –, ïî÷àòêîâ³ óìîâè 101, 
102 
– – – – –, ð³âíÿííÿ ðóõó 101, 
102 
– – – – – ó ïðóæíîìó 
ñåðåäîâèù³ 101, 210 
Êîîðäèíàòà íîðìàëüíà 148 
– – ïðè íàÿâíîñò³ òåðòÿ 157, 160 
– óçàãàëüíåíà 27, 145 
Êîñèíóñ-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º 
275 
Êðèâà äîïóñòèìà 13 
– åêñòðåìàëüíà 10 
Ëàãðàíæ³àí 89 
Ëåìà äþ Áóà-Ðåéìîíà 15 
– îñíîâíà âàð³àö³éíîãî 
÷èñëåííÿ 12 
Ë³í³ÿ ãâèíòîâà 67 
– ãåîäåçè÷íà äèâ. Ãåîäåçè÷íà 
– ëàíöþãîâà 34 
Ìàÿòíèê ìàòåìàòè÷íèé 30 
– öèêëî¿äàëüíèé 29 
Ìåòîä â³äîêðåìëåííÿ 
(ðîçä³ëåííÿ) çì³ííèõ 168, 299 
– – –, ð³âíÿííÿ êîëèâàíü 170, 
194, 314 
– – –, ð³âíÿííÿ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ (äèôóç³¿) 
281, 282, 287–289 
– ïðîäîâæåííÿ, íàï³âîáìåæåíà 
ñòðóíà 119, 124 
– –, îáìåæåíà ñòðóíà 129 
– Ôóð’º 168, 194 
Ìíîæèíà 
2 ( )L   357
– 2 (0, )L   276
– 2 ([0, ])L l  231
Ìíîæíèê íåâèçíà÷åíèé 
Ëàãðàíæà 70, 76 
Ìîäà äèôóç³éíà 284 
– –, ÷àñ ðåëàêñàö³¿ 284 
– êîëèâàíü íîðìàëüíà 148 
– – –, àìïë³òóäà 147, 148 
– – –, åíåðã³ÿ 149, 150 
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– – –, ÷àñòîòà 147, 148 
– òåïëîâà 283 
– –, ÷àñ ðåëàêñàö³¿ 283 
Ìîäåëü Çîììåðôåëüäà 362 
Íóëü(³) ôóíêö³¿ 233 
– – âëàñíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
Øòóðìà – Ë³óâ³ëëÿ 244 
– – –, ùî â³äïîâ³äàº 
íàéìåíøîìó âëàñíîìó 
çíà÷åííþ 234, 235 
Îáåðòîíè êàìåðòîíà 201 
– ñòðóíè 150 
– – ïðè íàÿâíîñò³ òåðòÿ 158 
Îäíîð³äí³ñòü óçäîâæ îñ³ 325 
Îïåðàòîð D
2
 252 
– –, â³äñóòí³ñòü âëàñíèõ çíà÷åíü 
256 
– –, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ 252 
– –, ñïåêòð 255 
– D
2,h
 276 
– –, íåïåðåðâí³ñòü ñïåêòðà 277, 
278 
– –, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ 276 
– H 256 
– –, âëàñí³ çíà÷åííÿ 256–258 
– –, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ 252 
– –, ñïåêòð 258, 259 
– Ëàïëàñà 300, 330, 361 
– – â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ 301 
– – â öèë³íäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ 
321 
– – ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ 331 
Îðòîãîíàë³çàö³ÿ âëàñíèõ 
ôóíêö³é 202, 359 
Îñòèãàííÿ áðóñà ç íàï³âêðóãëèì 
ïîïåðå÷íèì 
ïåðåð³çîì 329, 330 
– êðóãîâîãî öèë³íäðà 320–322, 
325 
– êóë³ 330–332 
– – ïðè íàÿâíîñò³ òåïëîâèõ 
äæåðåë 335, 337 
– ïëîñêîïàðàëåëüíî¿ ïëàñòèíè 
285 
– öèë³íäðè÷íî¿ òðóáè 326 
Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ³íòåãðàëüíå 
247 
– – –, âëàñòèâîñò³ 247, 248 
– – – óçàãàëüíåíå 274 
– – – –, âëàñòèâîñò³ 274, 275 
– – – –, ð³âí³ñòü Ïàðñåâàëÿ 275 
– – – –, ôîðìóëà îáåðíåííÿ 274 
– – –, ôîðìóëà îáåðíåííÿ 247 
Ï³äìíîæèíà D 358 
Ïîâíîòà ñèñòåìè âëàñíèõ 
ôóíêö³é 183, 358 
Ïîë³íîìè Ëåæàíäðà 341, 342 
– –, íîðìà 343 
– –, íóë³ 343 
– –, ïîâíîòà ñèñòåìè 344 
– –, ïîïàðíà îðòîãîíàëüí³ñòü 
343 
– –, ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
342, 343 
– –, ôîðìóëà Ðîäð³ãà 342 
– –, ÿâí³ âèðàçè 342 
Ïîðóøåííÿ ñèìåòð³¿ ñïîíòàííå 
205 
Ïîòåíö³àë åëåêòðîñòàòè÷íîãî 
ïîëÿ 84 
Ïîõ³äíà ôóíêö³îíàëüíà 18 
– – âçäîâæ åêñòðåìàë³ 18 
Ïðèíöèï Ãþéãåíñà (îäíîâèì³ðí³ 
çàäà÷³) 110 
– Äþàìåëÿ 113–115, 129, 159, 
179, 203, 279 
– ìàêñèìóìó åíòðîï³¿ 32 
– Ìàëþñà 65 
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– ì³í³ìóìó â³ëüíî¿ åíåðã³¿ 32 
– – âíóòð³øíüî¿ åíåðã³¿ 32 
– – òåïëîâî¿ ôóíêö³¿ 32 
– – òåðìîäèíàì³÷íîãî 
ïîòåíö³àëó Ã³ááñà 32 
– íàéìåíøî¿ ä³¿ (Ãàì³ëüòîíà) 26, 
27 
– Ïàóë³ 362 
– ñóïåðïîçèö³¿ 112, 147, 247, 284 
– Ôåðìà 35 
Ïðîäîâæåííÿ ïî÷àòêîâî¿ 
ôóíêö³¿ íåïàðíå 120, 129, 130 
– – – ïàðíå 126 
Ïðîñò³ð 
2 ( , )L    253
Ïó÷í³ñòü 146 
Ðåàêö³ÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó 264 
Ðåäóêö³ÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ 247 
Ð³âí³ñòü Ïàðñåâàëÿ 275 
Ð³âíÿííÿ á³ãàðìîí³÷íå 87 
– ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà 30 
– Ãåëüìãîëüöà 252, 253 
– – äâîâèì³ðíå 295, 314 
– –, íåïåðåðâí³ ïåð³îäè÷í³ 
ðîçâ’ÿçêè 318, 352, 353 
– äèôóç³¿ 246 
– äëÿ ð³âíîâàæíîãî ïðîô³ëþ 
ñòèñíóòîãî ñòåðæíÿ 205 
– Åéëåðà – Ëàãðàíæà 14 
– –, âèïàäêè ïîíèæåííÿ 
ñòåïåíÿ òà ³íòåãðóâàííÿ 
20–22 
– –, ³íâàð³àíòí³ñòü â³äíîñíî 
ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò 18, 
19, 63 
– –, ³íòåãðàëüíà ôîðìà 15 
– –, êðàéîâ³ óìîâè 12, 46, 47, 
51–54, 64 
– –, ïåðø³ ³íòåãðàëè 22, 64 
– –, ñèñòåìà 28, 62 
– Åéëåðà – Îñòðîãðàäñüêîãî 83, 
84 
– –, êðàéîâ³ óìîâè 86, 87 
– Åéëåðà – Ïóàññîíà 56, 59 
– –, âèïàäêè ïîíèæåííÿ 
ñòåïåíÿ 59, 60 
– –, êðàéîâ³ óìîâè 57–59 
– ³íòåãðàëüíå Âîëüòåððà (äðóãîãî 
ðîäó) 218, 219 
– êîëèâàíü äèâ. Êîëèâàííÿ… 
– – ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ 301 
– – ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ 
336 
– – ó öèë³íäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ 
326 
– Ëàïëàñà 84, 85, 352, 353 
– –, íåïåðåðâí³ ïåð³îäè÷í³ 
ðîçâ’ÿçêè 352, 353 
– Ëåæàíäðà 340 
– – ïðèºäíàíå 350 
– Íüþòîíà 28 
– Ïóàññîíà 85 
– ðóõó ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè 28 
– òåïëîïðîâ³äíîñò³ 246 
– – â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ 328 
– – â öèë³íäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ 
321 
– –, çàäà÷à Êîø³ äëÿ îñ³ 
(ïðÿìî¿) 246, 247 
– –, çàäà÷à Êîø³ äëÿ ï³âîñ³ 267, 
268, 270, 279 
– –, çàäà÷à êðàéîâà äëÿ â³äð³çêà 
281, 282, 287 
– –, êðàéîâ³ óìîâè 270 
– –, ïî÷àòêîâà óìîâà 246, 250, 
261 
– – ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ 
331 
– Øòóðìà – Ë³óâ³ëëÿ 41, 55, 211 
373
– –, êðàéîâ³ óìîâè 211 
Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ äëÿ 
ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ 
íà îñ³ 260, 266 
– – – äëÿ ð³âíÿííÿ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ íà ï³âîñ³ 
269, 280, 281 
– – – äëÿ õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ 
íà îñ³ 108, 115, 267 
– – – äëÿ õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ 
íà ï³âîñ³ 121, 122, 126–128 
– êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ð³âíÿííÿ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ íà 
â³äð³çêó 283, 284, 289 
– – – äëÿ õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ íà 
â³äð³çêó 136, 138, 154, 178, 179 
– ð³âíÿííÿ Øòóðìà – Ë³óâ³ëëÿ 
41, 42, 173 
– – –, àíàë³òè÷í³ âëàñòèâîñò³ 
213, 214, 218, 220 
– – – ÿê ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî 
ð³âíÿííÿ 214, 215 
– ðîçðèâíèé õâèëüîâîãî 
ð³âíÿííÿ 138, 139 
– ôóíäàìåíòàëüíèé ð³âíÿííÿ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ 261, 269, 
270, 284 
Ðîçêëàä çà âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè 
183 
– – – –, íåïåðåðâíèé àíàëîã 250 
Ðÿä Ëåæàíäðà 344 
– Ôóð’º 131, 152, 183 
– –, â³äíîâëåííÿ ôóíêö³¿ çà 
êîåô³ö³ºíòàìè Ôóð’º 133 
– –, ºäèí³ñòü äëÿ íåïåðåðâíî¿ 
ôóíêö³¿ 131 
– –, çá³æí³ñòü ó ñåðåäíüîìó 
êâàäðàòè÷íîìó 131 
– –, êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º 131, 152 
– – óçàãàëüíåíèé (çà âëàñíèìè 
ôóíêö³ÿìè) 170, 177 
– – – äëÿ ³íòåãðîâíî¿ ç 
êâàäðàòîì ôóíêö³¿ 192 
– – –, ºäèí³ñòü 177 
– – –, çá³æí³ñòü ó ñåðåäíüîìó 
êâàäðàòè÷íîìó 177 
– – –, óçàãàëüíåí³ êîåô³ö³ºíòè 
Ôóð’º 177 
– Ôóð’º – Áåññåëÿ 313, 319 
Ñèëà äèñèïàòèâíà ç áîêó 
â’ÿçêîãî ñåðåäîâèùà 156 
– ñòèñêàþ÷à êðèòè÷íà 204–206 
– óçàãàëüíåíà 27 
Ñèìåòð³ÿ àêñ³àëüíà 322, 325, 338 
– ñôåðè÷íà 330, 332, 336 
Ñèíóñ ³íòåãðàëüíèé 143 
Ñèíóñ-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º 275 
Ñïåêòð äèôåðåíö³àëüíîãî 
îïåðàòîðà íà îñ³ 252, 253 
– – –, çâ’ÿçîê ³ç ðîçâ’ÿçí³ñòþ 
íåîäíîð³äíîãî 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 252, 
253 
– êðàéîâî¿ çàäà÷³ 252 
– ìàòðèö³ 252 
Ñòàëà Ã³ááñà 143 
– Åéëåðà 306 
Ñóïåðïîçèö³ÿ âëàñíèõ êîëèâàíü 
147, 183, 200 
Òåìáð çâóêó 150 
Òåîðåìà Àäàìàðà 223 
– Áîðåëÿ 223 
– Åéëåðà 69 
– Åéëåðà – Ëàãðàíæà 16 
– – óçàãàëüíåíà 62 
– Åéëåðà – Ïóàññîíà 59 
– ºäèíîñò³ äëÿ êîëèâàíü ñòðóíè 
(ñòåðæíÿ) 103, 105 
374
– Ëàãðàíæà – Ä³ð³õëå 32 
– Ëÿïóíîâà 239 
– Îñòðîãðàäñüêîãî – Ãàóññà, 
äâîâèì³ðíèé âàð³àíò 83 
– ïðî ì³í³ìàêñ 231 
– Ð³ìàíà – Ëåáåãà 275 
– òàóáåðîâà Õàðä³ – Ë³òòëâóäà 361 
– Òîìñîíà 32 
– Øòóðìà 236 
Òåïëîïðîâ³äí³ñòü â äîâãîìó 
òîíêîìó ñòåðæí³ 262 
– â íàï³âîáìåæåíîìó òîíêîìó 
ñòåðæí³ 270 
Òîí îñíîâíèé êàìåðòîíà 201 
– – ñòðóíè 150 
– – – ïðè íàÿâíîñò³ òåðòÿ 158 
Óìîâà(è) âèïðîì³íþâàííÿ 118 
– åêñòðåìóìó íåîáõ³äíà 
ôóíêö³îíàëà Áîëüöà 54 
– – – – â³ä ê³ëüêîõ ôóíêö³é 62, 
64 
– – – – â³ä ïðîñòîðîâî¿ êðèâî¿ 
62, 64 
– – – – â³ä ôóíêö³¿ áàãàòüîõ 
çì³ííèõ 83–87 
– – – – â³ä ôóíêö³¿ òà ¿¿ âèùèõ 
ïîõ³äíèõ 56–59 
– – – – íàéïðîñò³øîãî òèïó 16, 
46, 47, 51, 53 
– – óìîâíîãî íåîáõ³äíà 
ôóíêö³îíàëà 69, 70, 77, 79 
– çøèâàííÿ äëÿ ÷àñòîòíî¿ 
ôóíêö³¿ Ãð³íà çãèíàëüíèõ 
êîëèâàíü ñòåðæíÿ 203 
– – äëÿ ÷àñòîòíî¿ ôóíêö³¿ Ãð³íà 
ñòðóíè (ñòåðæíÿ) 163, 164 
– êðàéîâà(³) äèâ. òàêîæ 
Êîëèâàííÿ… òà Ð³âíÿííÿ… 
41, 46 
– –, â³ëüíå êîâçàííÿ ïî 
âåðòèêàë³ 47, 57 
– –, – – ïî ãëàäê³é êðèâ³é 51 
– –, – – ó ïëîùèí³ 53 
– –, æîðñòêå çàêð³ïëåííÿ 46, 96, 
97, 102, 194 
– –, çàäà÷à Áîëüöà 54 
– –, êðàéîâà çàäà÷à Øòóðìà – 
Ë³óâ³ëëÿ 211 
– –, ïðóæíå çàêð³ïëåííÿ 54 
– –, ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ 271 
– –, – êîëèâàíü äèâ. 
Êîëèâàííÿ… 
– –, – òåïëîïðîâ³äíîñò³ 270 
– –, øàðí³ðíå çàêð³ïëåííÿ 96, 
98, 194, 195 
– Ëåæàíäðà ïîñèëåíà 38 
– ìàêñèìóìó ôóíêö³îíàëà 
äîñòàòíÿ 44 
– ì³í³ìóìó ôóíêö³îíàëà 
äîñòàòíÿ 44 
– íîðìóâàííÿ âëàñíèõ ôóíêö³é 
174, 178, 224 
– – íà -ôóíêö³þ 251 
– îáìåæåíîñò³ â íóëÿõ ÿêîá³àíà 
ïåðåõîäó 301, 332 
– îðòîãîíàëüíîñò³ âëàñíèõ 
ôóíêö³é 176, 178, 251, 308, 
317 
– – – – óçàãàëüíåíà 272 
– – êðèâèõ 65 
– îðòîíîðìîâàíîñò³ âëàñíèõ 
ôóíêö³é 176, 196, 296, 309, 
317, 318, 324, 334 
– ïåð³îäè÷íîñò³ 302, 332 
– ïîâíîòè âëàñíèõ ôóíêö³é 272, 
358 
– ïî÷àòêîâà 28 
– ð³âíîâàãè 31 
375
– ñê³í÷åííîñò³ äèñïåðñ³¿ 
ñïîñòåðåæóâàíî¿ åíåðã³¿ 252 
– – ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ 
ñïîñòåðåæóâàíî¿ åíåðã³¿ 252 
– ñò³éêîñò³ ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè 
205 
– òðàíñâåðñàëüíîñò³ 51, 59, 64 
– ßêîá³ ïîñèëåíà 44 
Ôîðìóëà Ä’Àëàìáåðà 108 
– – äëÿ âèìóøåíèõ êîëèâàíü 
113 
– Ðîäð³ãà 342 
Ôóíêö³îíàë Áîëüöà 54 
– â³ä ê³ëüêîõ ôóíêö³é ³ ¿õ ïåðøèõ 
ïîõ³äíèõ 61, 62 
– – ïðîñòîðîâî¿ êðèâî¿ 61, 62 
– – ôóíêö³¿ áàãàòüîõ çì³ííèõ 
82, 84 
– – ôóíêö³¿ òà ¿¿ âèùèõ ïîõ³äíèõ 
55, 59 
– ä³¿ 27, 89–91, 95, 97 
– äîâæèíè ãëàäêî¿ êðèâî¿ 10 
–, åêñòðåìóì äèâ. Åêñòðåìóì 
ôóíêö³îíàëà… 
– ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ ñòðóíè 100, 
212 
– êîîðäèíàòè öåíòðà ìàñ 10 
– íàéïðîñò³øîãî òèïó 11 
– îá’ºìó ò³ëà îáåðòàííÿ 10 
–, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ 9 
–, îçíà÷åííÿ 9 
– ïëîù³ ï³ä ãðàô³êîì ôóíêö³¿ 9 
– – ïîâåðõí³ îáåðòàííÿ 10 
– ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ ñòðóíè 
100, 212 
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This book (in Ukrainian) considers posing and the methods of solving simple 
linear boundary-value problems in classical mathematical physics. The questions 
encompassed include: the fundamentals of calculus of variations; one-dimensional 
boundary-value problems in the oscillation and heat conduction theories, with a de-
tailed analysis of the Sturm–Liouville boundary-value problem and substantiation of 
the Fourier method; sample solutions of the corresponding problems in two and three 
dimensions, with essential elements of the special function theory. 
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